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概率 论 与 Banach 空间 理论 的 相互 渗透 结 


| -r L 合 不 仅 使 有 关 的 经 典 理论 大 为 改观 而 且 引 
<> 上 日 口 一。 出 一 系列 新 的 研究 课题 和 研究 方向 ,它们 
与 现代 数学 的 多 种 分 支 有 着 深刻 的 联系 
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内 容 简 介 

本 书 是 关于 取 值 于 Banach 空间 的 蒜 与 Banach 空间 几何 
理论 的 专著 ,全书 包含 9 章 和 两 个 附录 ,在 介绍 了 向 量 测度 与 
积分 以 及 B 值 雏 的 基本 性 质 等 基础 知识 以 后 ， 书 中 一 方面 叙 
述 蒜 型 序列 的 极限 理论 ,独立 增 量 鞭 的 大 数 定律 ,中 心 极限 定 
理 以 及 重 对 数 律 , ERER, ERS, 另 一 方面 则 研究 
Banach 空间 中 凸 集 的 几何 理论 , Banach 空间 的 型 和 余 型 ， 局 
部 理论 ， 一 致 凸 性 和 9 一 致 光滑 性 ， 无 条 件 鞭 差 序列 性 质 
等 。 整 个 叙述 过 程 中 随机 过 程 的 概率 性 质 与 空间 的 几何 性 质 
是 有 机 结合 在 一 起 的 。 在 这 一 过 程 中 所 得 出 的 一 系列 结果 在 
现代 概率 与 分 析 的 多 种 领域 都 有 重要 意义 .本 书 可 供 概 率 论 、 
泛 函 分 析 专 业 的 研究 生 、 大 学 生 以 及 有 关 的 数学 工作 者 用 作 
教 本 或 参考 书 。 
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本 书 讲述 的 是 近 一 、 二 十 年 发 展 起 来 的 ， 由 概率 论 . 泛 函 分 析 ， 
调和 分 析 等 相互 渗透 而 产生 的 一 个 新 的 学 科 分 支 ， 

概率 论 与 抽象 空间 的 结合 可 以 追溯 到 现代 概率 论 确立 的 早 
期 .Kolmogorov 1935 年 就 曾 研究 过 Banach 空间 值 随机 变量 的 特 
HEZ EK, £ FXT Banach 空间 值 随机 序列 的 大 数 定律 的 研究 (Mou- 
vier,1953) 也 有 了 四 十 年 的 历史 ,但 是 将 随机 变量 或 随机 过 程 的 
概率 性 质 与 在 其 中 取 值 的 抽象 空间 的 结构 或 几何 性 质 有 机 结合 
来 的 研究 还 是 近年 来 的 事 ， 

#5 Banach 空间 几何 学 的 发 展 是 有 其 内 在 原因 的 . 事实 上 
1966 Æ Rieffel 定义 了 Banach 空间 的 一 个 几何 概念 一 一 可 目 性 ， 
后 来 证 明了 可 叫 性 与 Radon-Nikodym 性 质 是 等 价 的 :证 明 这 一 重 

要 结论 的 工具 就 是 蒜 . 这 是 一 个 典型 的 例子 . Bit E Banach 空间 
几何 理论 方面 成 功 的 应 用 显示 了 BRC ABA SRR 
的 独立 的 价值 , 自 此 以 后 ,B 值 随机 过 程 的 概率 性 质 与 Banach 空 
间 的 几何 性 质 之 间 相 互 依存 .制约 的 关系 成 了 人 们 关注 的 一 个 中 
>. 国际 上 一 些 著名 的 概率 学 家 和 分 析 学 家 率先 开展 研究 ,以 此 为 
内 容 的 国际 学 术 会 议 不 断 召开 ,至 今 已 有 了 累累 硕果 . 举 者 干 重要 
的 ,如 Edgar 证 明了 Banach 空间 中 凸 集 的 Radon-Nikodym 性 质 
与 Choquet 端点 表现 等 价 ;Hoffmann-J$rgensen 与 Pisier 证 明了 
Banach 空间 的 pb 型 与 在 其 中 取 值 的 独立 增 量 拷 满 足 大 数 定律 等 
价 ; Enflo 与 Pisier 证 明了 超 自 反 空间 具有 等 价 一 致 凸 范 数 ; 
Burkholder WE AY ¢ ch YE 5 & BRE SH Uy; Burkholder 与 
Bourgain 证 明了 向 量 值 函数 空间 上 Hilbert 变换 的 有 界 性 与 无 条 
件 讽 差 序 列 性 质 等 价 ; 等 等 . 它们 在 概率 和 分 析 中 都 有 着 重要 的 作 
用 . 值得 注意 的 是 这 些 定理 或 者 直接 以 款 为 对 象 或 者 以 蒜 为 工具 . 

I 


蒜 方 法 在 这 一 理论 发 展 过 程 中 成 为 上 共有 系统 性 和 最 为 有 力 的 方 
法 . 其 实 这 也 并 不 奇怪 ,因为 著 本 身 就 是 一 种 特殊 的 平均 过 程 . 

Banach 空间 几何 学 通过 B 值 靳 与 调和 分 析 的 联系 是 本 书 内 
容 的 另 一 个 侧面 . 经 典 调和 分 析 与 堵 论 的 结合 产生 了 一 个 富有 特 
EHDE- H, 著 论 , 近 二 ,三 十 年 这 一 分 支 得 到 迅速 的 发 展 并 
且 在 这 方面 已 经 有 了 很 好 的 总 结 . 与 此 同时 ,B 值 蒜 的 相应 理论 也 
在 发 展 . Pisier 关于 一 致 凸 空间 值 款 的 不 等 式 就 是 一 全 很 好 的 例 
子 .Herz 还 具体 考虑 了 BBY SIH). 近年 来 一 个 富有 Banach 空 
间 特 色 的 B 值 识 空 间 理论 展示 了 丰富 的 内 容 , 其 中 的 拷 不 等 式 与 
著 空 间 的 相互 幅 入 关系 都 与 Banach 空间 的 几何 性 质 有 着 密 不 可 
分 的 联系 . Burkholder 关于 B 值 著 变换 理论 的 工作 是 另 一 个 突出 
例子 .这 一 工作 直接 导出 了 一 类 新 的 Banach 空间 - -- 具有 无 条 件 
款 差 序列 性 质 (UMD ) 的 空间 . 于 实 证 明 它 和 向 重 值 调 和 分 析 , 特 
别 是 奇异 积分 算 子 理论 密切 相关 . 有 关 工 作 引 起 了 广泛 重视 ,其 研 
究 兴趣 方兴未艾 . 

以 上 事实 也 说 明了 与 多 种 学 科 的 广泛 联系 是 这 一 分 支 的 一 个 
特色 . 概率 论 中 的 随机 过 程 理 论 ,极限 理论 ,Banach 空间 的 局 部 理 
LATE. EE ,调和 分 析 中 的 奇异 积分 算 子 理论 ,内 插 与 外 
插 空 间 理论 ,向量 值 解析 函数 的 Hardy 空间 ,微分 方程 边 值 问题 
等 都 与 之 有 程度 不 同 的 联系 , 可 以 说 ,多 种 学 科 理 论 发 展 的 需要 倪 
进 了 这 一 分 支 的 发 展 . 

本 书 希 望 就 这 一 理论 的 基本 思想 方法 作 一 概括 的 介绍 . 全 书 
包括 9 REXENTE: E | 作为 预备 知识 ,叙述 向 基 测 度 与 向 
量 值 函 数 的 积分 ; 章 工 是 蒜 与 Radon-Nikodym 性 质 , 介 绍 鞭 的 基 
本 性 质 及 其 收敛 定理 ; 章 下 是 讨论 以 渐 近 蒜 和 一 致 渐 近 蒜 为 代表 
的 某 些 蒜 型 序列 的 性 质 ; 章 内 为 Banach 空间 中 凸 集 的 几何 理论 ， 
叙述 可 馈 性 ,端点 与 暴露 点 表现 定理 , 树 与 加 权 树 等 几何 概念 与 
Radon-Nikodym 性 质 的 关系 ; 章 V 主要 是 Banach 空间 的 型 与 独 
立 增 量 过 程 的 极限 理论 ; 章 W 介 绍 Banach 空间 的 局 部 理论 ,叙述 


FE a AN Dvoretzky 定理 ,K DES 2, 的 一 致 包含 ,” 维 空间 
与 Euclid 空间 的 到 近 程 度 以 及 弱 型 空间 等 ; 章 WH 是 超 自 反 空间 的 
各 种 性 质 , 介 绍 Enflo 与 Pisier AR EH, BAR ASAM 
一致 光滑 空间 的 拷 收 全 定理 和 大 数 定律 ; 章 业 系统 讨论 BR 
不 等 式 与 BRS. 关于 pA SOOPER E 
间 理 论 与 Banach 空间 的 几何 性 质 紧 蜜 联系 起 来 ; 章 X 统 述 由 
Burkholder 等 人 建立 起 来 的 UMD 空间 理论 , 蒜 变 换 不 等 式 与 二 
凸 性 的 等 价 关 系 以 及 在 向 重 值 调 和 分 析 ,奇异 积分 算 子 理论 中 的 
应 用 

我 们 假定 读 消 具有 概率 论 和 浓 函 分 析 两 方面 的 基础 知识 ,为 
了 提供 两 方面 读者 阅读 的 方便 . 书 末 给 出 了 两 个 附录 :一 个 是 关于 
一 般 拓扑 空间 的 网 和 渗透 的 ， ,一 个 是 关于 独立 性 和 条 : 件 独立 性 的 
当然 如 果 读 者 具备 一 般 随机 过 程 和 汉 函 分 析 基础 的 知识 , 则 阅读 
全 书 将 更 为 便利 ， 

本 书 内 容 安排 是 相对 集中 的 ,因此 并 非 对 全 书 内 容 都 有 兴趣 
的 读者 可 作 适 当选 择 . 下 图 提供 了 一 种 可 行 的 选择 ;大 体 说 来 ,| 
1 两 章 是 全 书 的 基础 . 然后 自 左 至 右 ,第 一 路 线 适宜 于 对 鞭 型 序列 
的 极限 理论 和 凸 集 几 何 理论 有 兴趣 的 读者 . 中 间 一 条 路 线 适宜 于 
对 独立 增 量 过 程 的 极限 理论 以 及 Banach 空间 的 型 与 局 部 理论 有 
兴趣 的 读者 . 右面 一 条 路 线 适 宜 于 对 蒜 空 间 ,向 量 值 调和 分 析 有 兴 


趣 的 读者 . 
1 | vi 
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w LU oe 
在 我 从 事 有 关 课 题 的 研究 和 撰写 本 书 过 程 中 曾 得 到 国内 She 


Il 


多 专家 同行 的 支持 和 帮助 , 借 此 机 会 我 向 他 们 表示 深切 感谢 ! 美 国 
Bukholder 教授 , 林 伯 禄 教授 ,西班牙 Blasco 教授 都 给 予 作者 热诚 
的 鼓励 ,有 的 还 寄 来 大 量 前 沿 性 的 文献 资料 . 波兰 Pelczynski 教 
授 , 美 国 Gassaza 教授 , 林 培 基教 授 来 华 讲学 期 间 关 于 一 些 内 容 的 
演讲 和 交流 使 我 深 受 启发 . 王 梯 坤 教授 的 多 次 鼓励 , 龙 瑞 庙 研究 员 
许多 热忱 无 私 的 帮助 使 作者 受益 菲 浅 , 与 龙 先 生 的 合作 给 作者 留 
下 美好 的 回忆 . 李国平 教授 多 年 来 给 我 以 关心 和 指教 , 胡 迪 稚 教 授 
很 旱 就 支持 作者 的 工作 ,本 书 部 分 内 容 分 别 在 他 们 各 自主 持 的 讨 
论 班 上 讲述 过 . 另外 ,一 些 博士 生 , 硕 士 生 和 青年 教师 在 听课 过 程 
中 提出 过 宝贵 意见 并 在 本 书 出 版 过 程 中 给 予 热情 协助 ,在 此 一 并 
致谢 ! 

最 后 ,本 书 从 1989 EFES E, PRK AT. ARRAS 
一 度 轰 笔 ,以 后 边 讲 边 写 为 研究 生 开课 . FARAK BA ABR 
持 为 我 腾 出 不 少时 间 使 得 此 书 能 赶 在 武汉 大 学 校庆 100 周年 前 夕 
出 版 . 故 本 书 既 是 拖 栓 所 致 又 是 急 就 而 成 . 我 感谢 校 学 术 委 员 会 将 
其 列 为 武汉 大 学 学 术 丛 书 ,也 感谢 出 版 社 诸多 同志 的 热情 相助 , 但 
由 于 作者 水 平 有 限 , 廖 误 之 处 在 所 难免 ,加 上 时 断 时 续 , 章 节 之 间 
衔接 照应 会 有 不 周 之 处 , 诚 望 读者 批评 指正 . 

| 著 者 
、1993 年 6 月 
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1 . 向 量 测度 和 积分 


本 书 电 叙述 的 内 容 与 测度 和 积分 有 着 蒜 密 的 联系 , 作为 今后 
各 章 的 预备 知识 ,较为 系统 地 熟悉 有 关 向 量 测度 和 积分 的 知识 是 
十 分 必要 的 . 实际 上 ,无 论 是 向 量 况 度 或 者 是 向 量 值 函 数 的 积分 ， 
在 理论 上 或 者 在 应 用 上 ,它们 都 有 着 各 自 独 立 的 意义 . 我 们 将 从 最 
基本 的 向 量 测度 的 定义 开始 ,然后 讨论 它 的 有 界 性 ,连续 性 以 及 延 
拓 定 理 , 分 解 定理 , 对 于 向 量 值 函数 我 们 将 讨论 可 测 性 和 两 大 类 该 
分 , 即 Bochner 积分 和 Pettis 积分 .同时 还 初步 讨论 RN 性 质 ， 


S1 向 量 测度 


定义 1 设 Q 是 一 个 点 集 ,. 是 由 如 的 某 些 子 集 构成 的 集 
族 . F 称 为 如 上 的 一 个 代数 (algebra) 或 域 (field) : 若 

G NEF, 

Gi) 4 ACS 时 ,A 全 人 N\AE.Y， 

GD 4 A,BEF 时 ,AUBE.Y. 
F 称 为 一 个 o RE Co-algebra) : ASF Git) Aa. 

Gii)! 4 AE F (n=1,2,= BY, ÜA, EF, 

容易 验证 ,同一 点 集 上 任意 多 个 代数 (5 代数 ) 之 交 仍 为 代数 
Co 代数 ), 当 .多 ,是 一 列 单调 增加 代数 (o 代数 ) 时 ,U7 ,是 一 个 
代数 ， 

定义 2 设 .多 是 由 有 的 子 集 构成 的 集 族 ,2 上 包含 A 的 一 
切 o 代数 之 交 构 成 的 o 代数 称 为 由 生成 的 o 代数 (genarated 


g-algebra ) , 记 为 GA ) ELF, ;是 o 代数 族 ' 通 常 以 VY.”， 


RT UZ. ERN o 代数. 

PREISEN LH RHF CS EETA, W oC 
Be BA CF FF RRR, M oF DCF) RF Fb 
A HERK, h 是 0 的 子 集 , 则 0 FO) =0(F INQ, HR 
FAN 表示 .多 中 的 每 一 元 与 OQ, 的 交 . 

定义 3 HF BRBO 上 的 代数 ,X 是 Banach 空间 . Æ F 
”上 定义 的 函数 ;光一 X 称 为 一 个 向 量 测度 (vector measure): 
对 于 任何 EEEF, E NE=, 

FE, U Es) = FCE) + F(E,). 

FARE, 向 量 测 度 具有 下 面 性 质 ; (i) F(Z)=0,(ii) FAC 
B, A, BEF, M] F(B\A)=F(B)—FC(A), Gi) FALE F asl, 


20° kA, 了 互 不 相交 ， MEDAD = Sra. 


例 1 8-7 0,1] 上 的 Borel F 可 测 集 全 体 ， T:L..[0.1] 一 
X BRAT EPH >X, FE) =T) N ECF BBY . 
是 上 的 特征 函数 (index function), 容易 验证 上 是 一 个 向 量 测度 ， 
KS EAR OLRM CFE WER x = (A+, 
A, C EE RR. 47 4j partition) # A, 
FA NA=ØJGADHE UA, =E. 

定义 4 ELS 区 是 向 量 测度 ， xX’ 是 和 HYE (dual), 
OR LEE) ~sup 3) | F(A) || BP EE EAg ess tt 


中 sup 遍历 从 天 到 .天 的 所 有 有 限 分 划 . & || F | (Q)<oo, HP E 
TE YF 上 是 有 界 变 差 的 (bounded variation). 
Ci) RLF | CGE) = sup la FUT CE) 是 下 在 上 上 的 半 变 差 . 


1 <1 
EIF [<eo , 则 称 r 在 F LATHE BEM (bounded semivari- 


ation). 
2 


根据 定义 可 直接 验证 ,对 于 代数 TZ 上 定义 的 向 量 测 度 E., 
| Fl Sir BEZ ES SEAT EE. F, |F| 
(EV< | F || E). 

定义 5 设 安 是 0 上 的 代数 ， F: PX 是 向 量 测度 ,Xx* 是 
X WHE. 

D REEF 上 是 有 界 的 : :车 sup || FCE) || <. 


Gi) KF eH 上 是 可 数 可 加 的 (countably additive); ENF 


任何 A,€E F (n1), An 互 不 相交 ,只 要 U 4， CF RH 


FOV AD = FA), 


K Be ER EK 下 的 范 雪 收敛 的 ， PEETA ET EK 


是 纯 有 限 mi (purely finitely additive). 
Git) 称 EE FH | §5 DB MB 90-49 Cweakly countably 
additive) : 若 对 于 每 个 z” E X* or “F EF 上 是 可 数 可 加 的 : 
Civ) PR E EE 多 .上 强 可 加 的 (strongly additive); 若 对 于 任 
RA, € FO > 1),A, NA = BUF j) MU bh X By HE Bes 
limF(A,) = 0. 


fl2 设 T:L[0， 1] -XX 是 有 界线 性 算 于 ， F RLO, 1] 上 的 
Lebesgue 可 测 集 全 体 ,w 是 Lebesgue 测度 . EMF. — XFCE) 
= T (Xe) HY | 

WRC = Tao < TIA), 
IELO S ITI sup 2, HCA) = ITI, 


F 是 有 界 的 . 
例 3 强 可 加 测度 未 必 是 有 界 变 差 的 . 仍 考虑 [0,1] 上 的 
Lebesgue 可 测 集 全 体 F 和 Lebesgue 测度 u, MF: FL, WLO, 
1] ÉCA) = XY AE FEI <p <co, 
对 于 互 不 相交 的 集合 序列 AE Fn > HF 


SMA) = aU A) < WD) < o, 
1 nae} 


r= 


limp( A,) 一 
从 而 a 
lim || FCAD = lim || xa, Ip = limg(A,)” = 0, 
APLAR FY oR BY ATE. 


但 对 于 任何 EE€ FH ue (EE) > 0,84 ke = {41,… A,} fF 
得 KA) = EmO Si <n), Ml 


IEI CE) > $ FCAD | = eA = hE, 
fae f=] 


BWA || FI CE) = co， 
定理 1 RE: HK +X 是 向 量 测 度 , 则 下 列 条 件 等 价 .: 
G) FEF 上 强 可 加 . 
dD 对 于 任何 单调 增加 序列 A, © FA, CAL S 
limF'(A,) 存在 . | 
Gilt) 对 于 任何 单调 减少 序列 | A, E A, D A0 > 
limF¢A,) 存在 . 
证 明 >i) Adi) 不成立 , 则 存在 中 的 单调 增加 序 
列 A, slim | ECAD || REE. BIE | 
r= lim | sup | FCA,) || > lim inf | F¢A,) || =s, 
不 失 一 般 性 ， HA, 的 子 序 列 An, CA, ,o CA, CA Cc: 
使 得 
s = lim | FCA, I r = lim | F(A, Is 
显然 ,Bi = AMAL, 是 了 中 互 不 相交 的 序 列 并 且 
lim | FCB.) || > lim |] FCA.) I = I ECA, D 
=r—s>0. 
F 不 是 强 可 加 的 . 1 
GiGi) FH PAF A, oS 1). (4 是 增加 的 当 


A 4 {Ap} 是 递减 的 . H FECA = FD 一 天 (4), 故 极限 
lim F CA) ‘glimF(A,) 同时 存在 ， 

(D> (i) TRA.) ES 中 的 互 不 相交 序列 , 则 已， =UA, 是 说 
WHJ, elim F(B, ) 存在 ,由 limF (A, ) = lim F (B,) 一 lim FB, ) 
= 0. 是 强 可 加 的 . . 

定理 2 iz: 7 FERAL, BLS 7 一 X' 是 向 量 测 度 , 则 下 述 条 件 

(i) 上 是 有 界 变 差 的 ,dii) F -是 强 可 如 的 ,ii FER RAS 
RW Si) >i). | 

证 明 >G) BA, € FA, QA = Øj) B, 


=U4 BIS) IFAI < | FB) < FQ) < ee. 于 是 


> | FCA, | <o, lim | ECAD |] = 0. 
GDS GD 对 于 任意 7 CX EC FBR rE] E) 
|e F(E)|. 从 而 
|F] (Œ©)= sup |z F] CE) sup fat FŒ)| = | FŒ) |. 


fat i gi tao Ysl 


EFEZ 上 不 是 有 界 的 , 则 | 有 1(9) =. RE © 使 得 
| PCE.) | 1+ | FO) | ERA |] EED] > | PCED | 
一 JED] Si. KF IEI < [FICE + CO 
[E ED 与 [E AED 中 必 有 一 个 为 2, 记 此 集合 为 41, 则 
|F|(A,) = œ, | FCA) | 21. HIRE BE A CA 使 得 
IF| CA) =o, || ECA |] 2.0. ML ae BSI A, E 7 nS 
DA TA JFE IF| CA) = o, || PCA) | > n. RR Lim FAL) 
不 存在 .上 不 是 强 可 加 的 ， 

定理 3 KR. +X SAME EES. 

Ci) || CE) = sup | Se F(A) || Stns EE— M E BF 


A,€x 


的 有 限 分 划 ,s 是 标量 ,1s1 和 1(01 <i <n), 


at 


Gi) supí | FCA) || ACE AE F} << IFC) 
< 2sup( | FD || ACE, AE F). (1.1) 
GD FES 上 是 有 界 半 变 差 的 当 且 仅 当 丸 是 有 界 的 ， 
证 明 1° HFAA = (4 A} Ale [ef SIASI 
n) Ær EX t | <1. 
| Se FCA) | = SUP |x" Sek (A) | 


i=] ia 1 i=] 


< sup Ñl lez“ FCA)| 


Wa” Wand ped 


< sup 5 [x* FCA,) | 
tbe Fliesl 
< sup lat Fk | CE) = |F| Ce). 


pa ed 


Hm file, 的 任意 性 sup || Sek (A) | < IFE). 


ie 
Res 对 于 分 划 和 lx | <1 
SV x F(A) | = Sisignz FCA) vr F(A) 


f=] faz] 


= |z (S)signr’ F(A,) + F(A,)) | 


f=] 


< | VEFA I, 


其 中 e = signr’ FCA), 自然 地 ， jel <1 <i <n). FË 
IEICE) = sup I zF || CE) 


fa’ fS 
< sup 5 | PADIS sup |l YFA) |. 
[a i am irt gl i=] 
2° 4 ACER, | FCA) | <IF ICA) < [FI CE) 由 此 得 到 


sup || FCA) || ACE AEZ, IFICE). 
为 证 男 一 半 不 等 式 , 设 x 二 {Ale As} HE BH Hop 
和 是 实 空间 时 , 记 z = {AA E ra F(A) 0). = {AA 
m,e FCA) <0}, mj 
6 


Ni fet FCA) | 


ie Ex 


N a FAD 一 X) x FCA) 


Ld 
aent Ae x7 


aPC U AY = 2 FOU AD 
< 2sup{ | F(A) |] .ACE,AE F}, 

(4X 为 复 空 间 时 ,分 开 实 部 和 虚 部 ,将 系数 2 换 为 4)， 

3° ”由 2° 知 论断 成 立 . 

由 定义 知 ,每 个 可 数 可 加 测度 是 弱 可 数 可 加 的 , 若 多 是 c 代 
数 , 则 可 数 可 加 测度 又 是 强 可 加 的 . 实际 上 下 面 结论 成 立 . 

定理 4 To 代数, 则 2 上 的 每 个 有 界 变 差 向 基 测 度 F 
是 可 数 可 加 的 ,甚至 YF | 也 是 可 数 可 加 的 . 


证 明 A, € SA, 互 不 相交 ,此 时 UA, € X. FË 


a 4 
Dd LEADIS PFI CU AD < WF HQ) <% (1.2) 


n=i 


NIECO I RAH. ME 


wad 


| FOU AW) 一 LEAD | < > PFCAD | + 0 


nok] 


(k > o), 所 以 FCU: A,) = SFA). 


全 


设 E, JA, 到 三 的 分 刘 , 风 x N A, A, BLS oP. F 


> | FCA) = 人 | L FCA NADI 
< NIN YU FAN AD |< > JF} (AD, 


a=] Agr 


所 以 WF | (UA) < > IF IA. 另 一 方面 ,由 目的 有 限 


可 加 性 ,对 于 VD GE AN， 
5 IEI CAD = || F ISVs [PICU A,). 


a 一 上 


~J 


所 以 和 AEI AD < [FI 4.). 总 之 等 号 成 立 . 

EH 5 (Orlicz-Pettis) WIR of WMS LOBES A Be 
可 加 向 量 测度 是 可 数 可 加 的 . 

PA, € SA, 互 不 相交 ,的 可 数 可 加 性 意味 着 MEAD 的 


每 个 子 级 数 都 收敛 . 此 时 称 DY FCA, ) 是 无 条 件 收敛 的 . 对 于 弱 可 
数 可 加 性 ， 类 似 的 叙述 关于 能 拓扑 成 立 ， 此 时 称 原 级 数 是 w 无 条 


件 收敛 的 - 所 以 为 了 得 到 定理 的 结论 ,只 须 证 明 Banach 空间 中 的 ， 
FES w 无 条 件 收 剑 级 数 是 无 条 件 收敛 的 ， 
证 明 1* 对 于 邓 无 条 件 收 伊 级 数 >)z, 若 z EX i 
Nr = {n,x*x, > 0}.N7 = N\N* CN 是 自然 数 全 体 ), 则 
5 L° Xas > “rn, . 
均 收 敛 , 从 而 
lead < o. Yr € X*), (1.3) 

2° iD Be x) ALA X BATZE, D' SESE ST. 由 于 
D Bw EMM FERRED’, iat || <1, Heat 
到 于 序列 ,不 妨 假 定 xf Ss E Dot = ah — as A 
道 a, = (ye (r,)) €E li ,现在 证 明 | ay i > OCR - oo), 由 于 上 空 
间 的 Schur 性 质 ,只 须 证 明 e 一 0. 

设 4a = (JE 六 ,其 中 心 仅 了 到 0,1, 一 1 值 , 全 体 这 种 点 的 线 
HAGE 中 稠密 .现在 固定 其 中 一 个 ,由 ww 无 条 件 收敛 性 ,对 于 
Vari E€ xX’, 

Dar (x,) = at (£) 一 paka (x,) 


a51 


=x art) r (17) = x" (T) 


Eekman ot eh ee ea aeaa i oe eh oe 


这 说 明 Sa x, "tie x, © D. 由 Hahn-Banach 定理 ,此 式 对 于 
D* 中 每 一 元 成 立 (z。 与 4 的 选取 有 关 ). 由 上 面 提 到 的 稠密 性 ,对 
Flo 中 任 一 元 ,同样 的 式 子 成 立 , 特别 地 
alai) = Dayi (2,) = yë (To) 
= gë (ty) — xi (z) > 0 (k —> co)， 
所 以 a, > 0. 
3” 对 于 Ye> 0, 存 在 m 使 得 


sup Sra] <e. 


和 了 Kinn 


ERAH EX, ar ll < LH m E Nam foo LR è> 
0 使得》 ar (zx,)| So. RREA xi D* 中 元 ,从 而 re. 


n= 


ED xf xp .注意 到 (1.3) 对 于 x? 成 立 ,从 而 至 少 对 于 充分 
大 的 Nes | 


S læ; (x,) 一 xo (2,)| 之 5 lag (ay) | 一 5 Jrs (z) | 之 2 
BS | am 人 一 0( > ce) 矛盾 .实际 上 有 
sup Yiz (a) < 
; fla" ESETT] 
并 且 lim || z, || = 0. 
s Dix, RFR CR TEE FR E 


过 插入 轿 号 的 方法 可 得 到 级 数 >1y, 使 得 imsup|| y, | > ô. fE w 
无 条 件 收 伊 级 数 的 每 个 子 级 数 及 其 有 限 线性 组 合 仍 是 w 无 条 件 
ISt. 由 上 述 证 明 lim || y, | = 0, 矛 盾 . 定理 证 毕 . 
Ky BERR a 上 的 代数 ,XX 是 Banach ZE), BA ba F, X) 
l , Gr 


表 才 定义 在 . 交 上 取信 于 六 的 有 界 向 芭 测 度 全 体 . ZS SSE oe 
Fé ba CZ, X) 上 的 范 数 , 它 使 得 ba CF, X) 成 为 Banach 空间 .此 外 
HEH IGD. [VF CQ) = sup{ |] FCA) | VA E 到 ;是 与 之 等 价 
的 范 数 ， | 

Uh sa X) ca FX 分别 表示 代数 上 强 可 加 和 可 数 可 
加 的 向 量 测度 全体 . DARME ba HX) 的 闭 线 性 子 空间 . 

GU boa? ,XX) id *~ 上 有 界 变 差 向 量 测度 全 体 , 则 上， 
是 bva (Z, X) PANEL EË bva 7, X) 成 为 Banach =F. 特别 
BL LA buea > 5X) i 上 有 界 变 差 可 数 可 加 向 量 测度 全 体 , 则 
bucal F X) 是 bva (F X) 的 闭 线 性 子 空 间 ， 

如 果 空 间 XX 是 有 限 维 的 , 半 变 差 和 变 差 就 是 等 价 的 . 为 此 我 
们 先 叙 述 一 个 引 理 . PRA RRS TX 一 Y 称 为 是 绝对 可 和 
算 子 (absolutely summing operator) : 若 人 将 关中 的 每 个 可 和 序列 
映射 为 Y 中 的 绝对 可 和 序列 ， 

引 理 ”有 界线 性 算 子 7 了 ;XX 一 Y 了 是 绝对 可 和 的 当 且 仅 当 对 于 
任何 nn EN 和 zener, E X, 


>» | Pa SK sup X rel, (1.4) 


fo Kn Ala …z 无 关 的 常数 . 
证 明 1. 4) 成立, (an EN} 是 必 中 的 可 和 序列 ， Ri 


sup Nje T| Ox, (1.5) 
we" isbn] 
则 对 于 YE N, 
SV on K 
2 | Pa | <K sup 人 >。 jetan] LK sup aiel <o 


reer l 
从 而 >, Px, jl < oT HtA. 
n=] 
反之 , 设 了 是 绝对 可 和 的 , 若 (1.4) 不 成 立 , 则 存在 x”,…， 
zw E X 使 得 
10 


sup Ve: rP Ll, 但 >， S | Zak? || >22? Ga EN), 


ET a 


Li 
考虑 序列 (2 "x ,i = j]j,” thg 一 l, 2,- ,由 


sup PA (2r) < D2 < 
= 


Ja" ESE i= 


此 序列 是 可 和 的 . fame I ITOT | Bl, 


ESTE | =o, 


n=] j=] 


T 不 是 绝对 可 和 的 .矛盾 . 
定理 6 IX Banach 空间 , 则 关 是 有 限 维 的 当 且 仅 当 对 于 
ERA 多 和 多 上 的 向 量 测度 下 .2 一 X, 4 F BERBER 
时 ,F 是 有 界 变 差 的 ,并 且 此 时 有 IF | (0) = FID. 
证 明 ”我 们 应 用 Dvoretzky-Rogers 定理 证 明 这 一 结论 , KE 
理 断 定 X BARERNA X LERRA X X 是 绝对 
可 和 的 并 且 (1. 4) 中 最 小 的 天 A lil. = 1. (证 明 见 Y. §6). 
1°* 设 XX 是 有 限 维 的 .车 + 是 2 到 .多 的 分 划 :x 二 {AA}, 
， 2 | FCA) | = 3) EA» Il | 


<i. sup Set FAD] 


ha" AKIA Er 


< sup lla" F || CA) = (E|). 
ie" 


于 是 IF I) Ko) < IF1Cn) 相反 的 不 等 式 是 显然 的 ,必要 性 成 立 
2。 若 和 不 是 有 限 维 的 ,7 不 是 绝对 可 和 的 . 故 存在 序列 (xn 
> 1)， 可 和 但 不 绝对 可 和 和 考虑 (0,1] 上 的 代数 T. 7 由 集合 A, 


= GT n Ijae NN 生成 BRF F + XFC(A,) = x, 是 一 个 
向 量 测度 . 由 可 和 性 ， - 


IF|) = sup sp la" F(A,) | = “sup le z| < co， 
ks 


i 


户 是 半 变 差 有 界 的 .但 {x,,n € N} 不 是 绝对 可 和 的 ， 
IFIM>S DIFAI =X lal WnenNn), 
所 以 || F || (2) = œ. 充分 性 得 证 . 


$2 可 数 可 加 测度 的 性 质 


这 一 节 我 们 讨论 可 数 可 加 疝 量 测度 的 有 界 性 ,连续 性 以 及 向 
量 测度 的 延 拓 定理 和 分 解 定理 ， 

— AFE 

定理 1(Nikodym) RIEK, (Fc A) 是 上 的 XX 
值 有 界 向 量 测度 族 . A TET EE 2,sup | FGE) || < =, 
sup | Fa] (0) < ce. 

证 明 考虑 标量 测度 族 {x* FA E A,x* EX lz I < 
L}. 容易 知道 若 结论 对 于 该 测度 族 成 立 , 则 对 原 测度 族 自然 成 立 . 
对 于 新 测度 族 我 们 仍 记 为 {Fi,4 © A}. 

若 结 论 不 成 立 . 于 是 存在 à (a > 1) 使 得 

sup sup |F; CE) | = oo, 
为 方便 起 见 , 记 Fy = F, HL nı 和 E € ,使 
IF, CE)| > 1+ sup F, (0) |, 
此 时 
[Fn (EQ) = IP, (E) — F,, (0)| 
之 |F CED| — [FG | > 1. 

由 于 sup sup |F, (E N-E) | Sisup sup| F, E NED| 中 至 少 有 
一 个 为 cc. E 与 E 中 使 上 述 值 为 2 的 记 为 51, 男 一 个 为 1. 在 o 
(RE NS, ER n >n, IRE € ZNS, 使 

[F (ED | > 2+ [F(T] + sup |F, | 
此 时 有 
12 


[Fy CS) \E,) | > |F, (E) — FS) | > 2+ IF, CL) I. 
类 似 地 ,可 以 取 ST, EXT S, 使 得 
IF, (D2) > 2+ IF, (Tı) | ,sup sup| F, (E N S2)| = æ. 
一 般 地 ,在 oo 代数 了 门 Sa 上 ,到 > nyu Tye: € EN S, 
使 得 
k 
Fa Tup] Sk +1 + IF TD 
j=l 
sup sup|F,CE N S) | =o, (2.1) 


SIH, CS, CT RT NT, = D. ATIC, 5 Fa 

对 于 已 和 KE NA CUTO< | F, | (D.K EEEH. 
BWP CUT <A, | OD). FRAT RS 2) FET) 
使 得 1K, | (UT) 到 1. 对 于 Py, RAD si > 2) 的 子 序列 


(ZT, } 使 得 || Fa | CUT.) < 1 im, =1,m, =n sM; = ng > 
7 一 f 
mM, = m, arte M 


上 CU Ta <1 E DUT MEA 
i=k+ j= 


En (D| > PayPal = [Pay UT PW) 
>m — l, 
于 是 sup|F,(D)| = 09, FERRET A. 
推论 1 “代数 上 每 个 w 可 数 可 加 向 量 测度 是 有 界 的 . 
例 1 在 一 个 代数 上 ,Nikodym 有 界 性 定理 未 必 成 立 . EQ = 
NU {一 NN} U (0). 7 BOM ARERR RR RAM. 1K 
ny nEE,—-n€k, 
0, Ht. 
容易 验证 :1” 7 是 代数 ,p Bo EAE. 
2 JE Sn NEEF, u, 是 有 界 的 . 


wE) = 
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3” 对 于 每 个 固定 的 k€ F,FER ARR, inn = 
max {|nl,n € EE}, 则 suplp(E)| 一 元 若 才 的 余 集 为 有 限 集 ,记忆 
=min{|n|,2 € E, —n € E} 则 sup | CE) | < 中, 故 su 中 4, (E) | 
<o WEE F, 

4° 但 易 知 sup sup |a, (E) | = o, 

二 .连续 性 
定义 ” 设 多 是 中 上 的 代数 ,pn:: 多 一 [0,co) 是 非 负 实 值 有 限 
Po > X fe i WE. 称 上 关于 4 是 连续 的 


(pu-continuous) E lim | |E || = 0, 此 事 记 为 «K «MF 
We e 2k HE Fyn? 一 xa E 4), 称 它 是 关于 4 等 度 连续 的 
(equi-p-continuous), 若 lim sup | FE) | = 0. 

L(AE)-*0 ALA 


车 三 为 如 上 的 5 代数 ,4 是 三 上 的 非 负 可 数 可 加 实 值 测度 , 如 
通常 BH. PR. E.O 为 测度 空间 (measure space). # aD < 
oc , 则 称 它 为 有 限 测 度 空间 (finite measure space). £ D = ] 
称 它 为 概率 空间 (probability space),， 称 w 是 三 上 的 概率 
(probability). 此 时 .在 一 定 意义 上 ,可 以 将 三 视 为 一 个 度 基 空间 . 
实际 上 , AA! © 3, i AAA! = (AMAD U CANAD. 车 
MADA') 一 0, 则 把 4 与 4' 视 为 同一 元 (或 者 4 等 价 于 4 ,4 一 
A) , 记 这 种 元 素 的 全 体 为 到 ,容易 验证 六 为 代数 ,w 仍 为 六 上 的 
可 数 可 加 测度 . 实际 上 ,我 们 作出 了 一 个 商 空 间 = >/ ~ 

GABE DEM d(A,B) = = pCAAB). eH A 属于 A 所 在 
的 类 .B 属于 BB 所 在 的 类 . AS dd (A.B) 与 4,B 在 相应 的 类 
中 的 选取 无 关 并 且 d 是 人 上 的 度 基 函数 . AAR ic ABH 
A,B, 


引 理 geige H. 
证 明 ”实际 上 ,对 于 任何 A € 3. 若 xX4 是 和 4 的 特征 函数 , 则 
d(A,B) = [ix 7 Xuldp. (2.2) 
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YOO LN ERIE RTE RT ee IE NURI NCATE ee eee cat 


若 4.EY,4, 为 d-Cauchy 序 列 . 即 d(4,,4) + 00m. n- co) 
W (Xa on Se 1} FEL, PRY Cauchy 序列 ,从 而 有 $$ ED, 上 X4 一 
一 0 (n—> cœ), (Xa) AFIFI] u — a. e. WAF ELA Ew) = 0 
1, 不 计 0 MER. E RRTRAM ERR.  E = Xa 现在 
d(A,A) = IXa, — Kaldp 0 Cn => 00), 


a 


定理 2(Vitali-Hahn-Saks) 3 (2,5, Æ ME Z fa] Fd 
一 Xl 这 1) 是 向 量 测度 序列 ,A <KeAFEM PVE © Z, 
limF, CE) 存在 . 则 EO SD 关于 是 等 度 连续 的 . 
证 明 ”考虑 引 理 中 提 到 的 空间 SMV E> 0, 记 
Sm = {A,A EES, | FCA) 一 PC4) |] <2}, 
X, = N) Xan (2. 3) 


mn 


(mn È 1). En EE PYAR D, 是 闭 集 . 由 于 limF, (E) 存 


EV EE 3) BOF RA KE pE E 3, BAIS = U2. 

是 完备 的 ,由 Beire 性 质 ,至 少 有 某 个 po, ELPA 
点 , 即 存在 A € Sur > 0, 对 于 任何 上 € ,只 要 d(E,4,) <r fh 
AEE Zp: | 


| F, CE) — F,,CE) || S eman S po. 
HFPa = 1.2,…,p,, 则 存在 6 之 0 EY BE B) 之 6 时 
| F,CB) || < e. 

MEF YEE BLE = (A, U ENGANE), 
(AU DAA CE, dA A UE) SAE), 
(ANDAL TE, d(Ay ANE) SE). 

若 jCE) < min(r.6) «Sl 
| F,CE) EEA U ED + CANNED | 
< Fy C4, U ED + LP, CANE) |l 
4- || FCA, U E) — FF, CA, U E) fh 
n ECAN — F, (ANE) |! 


< 4e. 
所 以 
lim, sup | F(E) || = 0. 

推论 2 在 定理 2 ATF, GS uD CoRR FUE) = 
limF, (Œ) (V E € 2), F < F 是 可 数 可 加 的 . 

证 明 ”由 等 度 连 续 性 ,FF 安 成 立 ， 

F 在 上 有 定义 ,显然 是 有 限 可 加 的 . 若 A, € 3,4; 站 4, 一 
SUA j). p 


IFC AD — DEAD = ECU ADN. 
n=] n=l n=k+]) 


由 于 limx( U AD = 0 知道 im || FC UA.) | = 0. 推 论 成 立 ， 

定理 3 (Pettis)” 设 (0,3,p) 是 测度 空间 ,上 ;5 > X 是 可 数 
可 加 向 量 测度 , 则 < jp 当 且 仅 当 对 于 每 个 € ICE) = 0 时 
F(E) = 0. 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 . 现 证 充分 性 . 

首先 注意 到 这 一 事实 对 于 实 值 (不 一 定 非 负 ) 测度 成 立 . 实际 
上 对 于 实 值 有 限 测度 , 它 的 (全 ) 变 差 是 有 限 测度 . 如 果 所 说 的 结 
论 对 于 实 值 测度 vy 不成立, 则 存在 6 之 0 和 A,€ BAY <n 
>). Janse. ReE=f UAE, 


n=] mR 


WE) SÜ An) ES DMA) Ea WH END, 
从 而 ACE) = 0. 但 
lv CE) = lim |i» || (CUA) > limsup || v || (A) > 6 


这 与 v 安 uw HIB. 
对 于 向 量 测度 上 :2 一 XX, 考 虑 测度 族 {x* Pe EX ,xl 
委 1) ,我 们 只 须 证 明 lim sup jr FE)| = 0. 着 反 设 此 事 不 能 


fe" el 


成 立 , 则 存在 @ 之 0 和 一 列 z? EX, lr | SINRA, €R 
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E MCAD < {E |e FAD | > e, 

We 是 由 (4,,n 之 1} ERATED, = 0%). 容易 验 
证 .在 上 王 的 可 数 可 加 性 以 及 定理 中 所 说 的 条 件 仍然 保持 . 于 
是 对 于 每 个 已 E E, EE) = 0, as FE) =0@ > 1). EB 
证 明知 道 z? 上 < ps, 后 者 是 y 在 3。 上 的 限制 . 

Hn =li H lay F(A) |< I FCA) < 之 wo(VnEN), 取 
子 列 xy, (AB lima; FOAL) 存在 .由 LF (An) | < || FAD || < 


oo(Y m © N) ER m AFF my, 使 得 imxze FCA2) 存在 ，……… , 通 
过 对 角 线 选择 过 程 得 到 x; 的 子 列 , 我 们 仍 记 为 x; ,对 于 它 
lima, F(A) FE WVREN). (2. 4) 


由 于 . A.) 生成 的 ,所 以 对 于 V AC, lima, F(A) 存在 . 
jo X, = span {F (E), E € 7), X BX 的 闭 子 空间 .X， 是 可 
分 的 . SFV EEZ MEFE EX 否则 存在 CX filr>o 
使 得 
TE) rrrvyvre xX. 
由 的 可 数 可 加 性 , 选取 OY 中 的 单调 序列 五 使 PCE) = 
limf CE,). Ai r F(E) = limz* F(E.) >r, A5 ERT BE. 
MERE E SMV E> OMe, € {FE), EC.) 使 得 
| PCE) — xa || < e EETU A IRE a, oe ee A Ay A E Z gy 


= @ F(A) + e + GF CA) lima; z = Sla dimz; F(A)) 的 


meon 
i=j . 


存在 性 ,对 于 足够 大 的 mm [arto 一 tn tol <e. AT 
Ir ECE) — 2, FCE)| S |r ri rir] 
+ lata, — a7 FCE)| + jaiay — ri FCE)| 
Ket 2] RCE) — x || < 3e. 
于 是 limx F(E) 存在 .由 Yitali-Hahn-Saks 定理 知道 ,在 2, 上 
lim sup |x; FCE)} = 0. 


HCE) nE 
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这 与 |e FCA, | > % 的 事实 矛盾 .定理 得 证 . 

由 $1 定理 4 可 以 得 出 

推论 3 RORO, 是 测度 空间 ,Ff ;3 一 XX 是 有 界 变 差 向 其 
WE aR K eW WP K 

定理 4 HSER. PTS XACAHN 是 有 界 可 数 可 
加 向 量 测度 并 且 一 致 强 可 加 (uniformly strongly additive), 即 对 
于 任何 不 相交 序列 {dun SI C2， 

lim sup | ECAD || = 0. 

Mi 4 Ze BY Be By ha RY AE vs -> (0,00) 使 得 FE) -=0 当 且 仅 当 
sup |F,|(E) —> 0. 

证 明 HI 凡是 一 列 实 什 (不 必 非 负 ) 可 数 可 加 | a 由 实 

测度 的 理论 知道 ,F, 有 限 且 ( 全 ) 变 差 | FL LAR. E 


. | FE) >> 
v(E) = > PIEI (2.5) 


则 v 是 非 负 可 数 可 加 测度 并 且 当 sup | F, CE) 一 0 时 ,> 天) 一 0， 
为 证 IE) > 0 时 sup | E, CGE) 一 0, 设 f;2 -> Ll. 是 一 个 测 
EEPE n TEER EFE), = IF, | (EE), 由 ,的 一 致 强 可 加 性 ， 
是 可 数 可 加 的 有 限 测度 .此 外 , 当 EE€ aE) = OFF, CE) = 
OK IF, || (2) = 0. 由 定理 3， dim EW = 0, Ep 
lim sup | En 1 (E) = = 0. 


yo 

对 于 向 量 测度 族 {F E 4} ,我 们 只 须 证 明 标 基 测度 族 
{x' FAE A EX Hz 1 和 1) 的 等 度 连 续 性 . 为 简便 计 ,我 
PAFA € A} 表示 所 说 的 标量 测度 族 ， 

对 于 Ye > 0, 现 在 证 明 存 在 N. = (AoA CA HRS 
sup | F; | CE) = 0 fitsup| FCE) | <6. ERR IIF à EA EE 
E, € 2A, € A 使 得 

| CB) 二 0 但 |F ED] Be 
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MF AA, E ATEU E, E€ EF A E A 使 得 
LE CED = E I ED 一 0 但 | CE) Se 
一 般 地 ,对 于 A An E A FE E, € 三 和 Ana € A 使 得 
| Fu CEO = 00 Si <n) fA Fi (ED | E. 
现在 由 UE, F n HATER PS eS 
lim |F; (UE, ;| 关于 i 是 一 致 存在 的 ,实际 上 


lim sup [FCU Ep) | = 0. (2.6) 
但 另 一 方面 ,由 Ie, |) = 00 > n+). 
F CUE) = By (ED) + Pt U E\E,) =F, (E,), 
jen jemti at 


lim sup suplF,.( UE, | Se 
Wee oS i jen 
FA. 
(kiki e = EWE Na = (A A) C A 使 得 

sup || Fie || (E) = 0ffsup [F:CE) | < È. 

LESAN) 7 AGA m 
定义 

&(m) 


nb) = Ee, O | Faw J| (E), (2.7) 
则 py 是 实 值 可 数 可 加 测度 . HEA E A) 的 一 致 强 可 加 性 , Ao 
m © N} 一 致 可 数 可 加 并 且 CE) = 0 时 sup|F4(E)| < L, 由 前 


面 关于 标量 情况 的 证 明 , {pwm € N) ESR 度 连 续 测 度 族 并 且 存 
在 可 数 可 加 测度 v, 使 得 vE) 一 0 当 且 仅 当 sup Il n I| (E> > 0. BR 


在 由 
ES sup | un | CE) S sup | ELl CE), (2.8) 


当 sup Fi CE) — 0 时 ,v(E£) — 0. 另 一 方面 当 v(E&) = 0 时 
la | CE) = 0 Kf sup WCE < Sm © ND. kk 
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sup | Fall CE) = 0. 为 了 证 明 当 XE) 一 0 时 sup | Fa |) CE) 一 0, 只 
要 和 象 证 明 标 量 情况 一 样 考 察 测度 已: 三 一 上 (4) PCE), = FE) 
就 行 了 . 定理 证 毕 ， 

推论 4(Bartle-Dunford-Schwartz) 设 王 为 5 代数 , 亚 : 王 一 并 
是 可 数 可 加 向 量 测度 , 则 存在 可 数 可 加 测度 E > [0,02) 使 得 
KE) > 0 HERH FICE) > 0. SP ERR we HOS (EDS 
IF| (Œ), Y EEZ. 

三 , 延 拓 定理 和 分 解 定理 

BF 是 点 集 品 上 的 代数 , 荆 = oH). ME PZ X HH 
为 是 天 :多 > X MEE FE) = FUG) VEC FS. 

定理 5 UFR RRO LMR = OOF) F 7 OX 
ER w 可 数 可 加 向 量 测度 . 则 以 下 条 件 等 价 ， 

G) F 有 (唯一 ) 可 数 可 加 延 折 了 :2 一 XX. 

GD 存在 可 数 可 加 实测 度 7 -> [0,co) IER K x 

GD FÆ 7 上 强 可 加 . 

证 明 (i) > Gi) 是 显然 的 . l 

DSG SRM Rie EF a E Xr |x || <1). BF 
z te Ff bE RTH. RW EH UE eB 
(Carathéodory-Hahn) ,zx 已 可 延 拓 为 三 上 的 可 数 可 加 测度 , 记 为 
°F. iE (oe EF EX", flat || <1) 在 3 上 的 一 致 可 数 可 加 
性 .一旦 此 事 成 立 , 则 由 定理 4, 存 在 可 数 可 加 实测 度 x:3 -> [0， 
oo) 使 得 uCE) 一 0 时 ，sup |z CE) | > 0.BI FR <p el 


a" <1 
即 为 所 求 , 同时 为 着 我 们 的 目的 ,甚至 只 须 考虑 非 负 测 度 族 , 总 之 ， 
FEE (Gn AC 4; 是 上 的 一 致 强 可 加 测度 族 , (7,XE€ A} 是 
相应 的 Carathéodory-Hahn QE. 
BhA © A) 不 是 一 致 可 数 可 加 的 ,注意 到 在 o 代数 上 测度 
族 的 一 致 可 数 可 加 与 一 致 强 可 加 是 等 同 的 .由 8$ 1 定理 1, 存 在, 


a 


E SE, DE, 21), NE, = Ø Mn € NEB 
=| 


n= 
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lim sup su sup | gen CE,) | >0, (2.9) 
必要 时 过 渡 到 子 序 列 并 重新 安排 脚 码 ， 不 妨 设 对 于 某 个 am > 0， 
m (E,) > 265. 
固定 m He eae FERRARIS, € 多: 使 得 
E, CUS, DCS) < (By) + 6/2. 
MEE, = (ÜS, NED UCU S, NEDY mp © NY ,根据 (An) 
在 .上 的 一 致 强 可 加 性 ,存在 po 使 得 


bl U SD < /2. Hn EN) 
ji=ħ + 


Po 
id B = US, W BE Fe 并 且 
iz 
2 CE, QN By) = Hu En) — 6/2 (VnmE€EN) 


CE, ) + E,/2 > SS) > AI )， 


j=) 


在 到 站 有 上 考虑 类 似 的 情况 可 得 到 B, € 7 使 得 
CE, N Bı N BD > mEn) 一 Eco/2 — €,/2 (n 之 lim = 2) 
4, CE.) + &/4 之 4 (B,). G = 1,2) 
一 般 地 ,得 到 及 € F 使 得 
(Ey Q B Ao N BO > we End) — De/2(n S 1am Sk) 


pe 


E ) + Eo1/2 之 uCB,). G = L,e k) 
注意 到 Ei C Eno NE= Ø, 故 jimpw (E,) = 0(Y j 之 1)， 于 是 对 


FRET MEH 7， 
0< lima; CB; 门 1 B) < limu, (B,) 
< lim (4; (E, ) 十 &/2*) = 0. 
由 一 致 强 可 加 性 .上述 收 化 性 关于 j 是 一 致 的 . 另 一 方面 ， 
lim supu; (By Q Q B) limpa E, AB NA NB) 


hoe 
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> limsupy, (Ey) — & > e. (2.10) 
FE. 

GDS 设 X 是 wz 从 多 到 三 的 延 拓 .考虑 引 理 中 提 到 的 空 
AS He) 在 六 中 是 稠密 的 . MEV EE, EF, 

FCE,) — FCE,) = EENE, Q E) — FENE, N E) 
Hb E\E,N E C EW, C EAE. ENE N E: C ENE C 
EAE, AFF K PA E:F OO 一 区 是 一 致 连续 测度 ,从 而 有 
唯一 延 拓 天 :> > XX, 作 为 向 量 测度 ,下 是 有 限 可 加 和 上 连续 的 ,从 
而 是 可 数 可 加 的 . 

由 实测 度 的 Carathéodory-Hahn 延 杨 的 唯一 性 得 到 向 描 测 度 
延 拓 的 唯一 性 . 

根据 Stone 关于 Boole 代数 的 表示 定理 ,对 于 任 一 点 集 吕 和 总 
上 的 代数 7 ,存在 着 完全 不 连通 紧 Hausdorff Æ H] 2 Fl h 2 mr 
闭 集 构成 的 代数 SF ES > 到 . 实 上 的 Boole 同 构 存 在 . 利用 
表示 定理 ,可 以 将 关于 实测 度 的 Yosida-Hewitt 以 及 ee 分 
解 定 理 以 适当 方式 转移 到 向 量 测度 上 来 . 

定理 6 (Yosida-Hewitt) KF HEDRO EF: 7 — X E 
可 加 向 量 测度 , 则 

(下 可 以 唯一 地 分 解 为 两 个 测度 已 BF, 之 和 :天 一 六 十 
,其 中 fF.:' -> 久 是 可 数 可 加 的 ;了 上:. 之 一 XX 使 得 对 于 每 个 x” 
EX' ,x' 上 ,都 是 纯 有 限 可 加 的 ( 即 除去 0 之 外 ,没有 其 它 可 数 可 
加 测度 v;. 也 一 [0,00) 满 足 OVENS || 2’ F, | GD. FE). 

GD 荐 请 是 有 界 变 差 的 , 则 FoF, 也 是 有 界 变 差 的 并 且 

IEI = E ETE, I EY EEF. (2.11) 
ESNIE SF, || EE AFR (mutually singular), 即 对 于 
y s>0, 存 在 4E 产 使 得 

IEI ADH IE, | ASe. (2.12) 

定理 7 (Lebesgue) 设 , 之 为 某 个 代数 ,fF :FF 一 X 是 强 可 加 

向 量 测度 , 则 对 于 任何 有 限 可 加 实测 度 ee > [0,00), 
22 


CG) 存在 唯一 分 解 = F.t FFF RAE. K 1; 对 于 每 
Px EX cK BS u BAH. 
GD AF Se oR hn, FF, 可 数 可 加 . 
Gi) E F BAFREW F. 5 F 是 有 界 变 差 的 并 且 
[FIG = [E E 十 FD, VEE FZ, 
此 外 Fl 与 # 是 互 为 奇异 的 . 


8 3 WWM RA 


BREN, S.u) 是 有 限 测度 空间 ， 

一 个 代数 三 称 为 是 完备 的 (complete) WR A € ,x(4) = 
0, 则 YB8CA,BE .任何 a 代数 都 可 以 完备 化 成 为 完备 o 代数 ， 
例如 以 RR 中 的 0 测度 集 的 全 体 子 集 , 则 = {AABY A 
E IB EQ 就 是 的 完备 o 代数 .对 于 YV BE QQ 定义 KAAB) 
= HMA) WAC TM ABE LNW ES EMEA, 
2.) 是 完备 测度 空间 . 

定义 1 38X E Banach 空间 ,X* E X HEHE. 

(1) PRS: X Fy KIRTI -strongly measurable) ATA 
地 可 测 ) 函数 . 车 存在 简单 函数 列 f,;Q2 一 X, 使 得 AC 一 
Few) || 一 0GC - œ). 

(2) f 称 为 是 弱 可 测 的 (1-weakly measurable) : 若 对 于 每 个 
Xz" E X',x"f 是 可 测 的 ， 

G) f 称 为 是 可 分 值 的 (separably valued), FRA 1(0) = 
{f(w),wE0)C 己 X 可 分 . 称 为 是 几乎 可 分 值 的 (almost separably 
valued) : 若 存在 0 测度 集 QQ, 使 得 /ONQ) 可 分 . 

我 们 有 下 面 简单 结论 ; 

Gi) 若 fog 可 测 (w 可 测 ) ,a,B 是 标量 , 则 af + Bg APM Cw 可 
AD. Gi) 若是 标量 值 可 测 函 数 ,g FET I Cee 可 测 ) 函数 , 则 fg 可 
Mi Cro 可 测 ). Gi) 著 了 是 可 测 函 数 ,z E XM |W flo) — x Il E 

23 


标 基 值 可 测 函 数 , (iv) 每 个 可 测 函 数 ww 可 测 . Cv) 每 个 可 测 函 数 是 
几乎 可 分 值 的 . 
对 于 (v) 可 证 明 如 下 : 若 / 了 可 测 , 简 单 函数 列 f 使 得 | Ce) 
= fo) | — 0n => w) EER = (a, || (0) — fw) |] Xe 0}, 
则 uQ) = 0. BR, , 
FNQ Cspanif,(w),@€ ADQnEN} G1) 
后 者 是 X 的 可 分 子 空 间 ， 
定义 2 BI SaR Xa € N) Fa wR. 
(1) FR f, e WEM SY (converges in p-measure) 于 了 :车 对 于 
Yoa>O, 
limy{w, | fw) -= fw) || Bo} = 0. (3.2) 
(2) RI. JLF baby Sy (almost everywhere converges) Ff: 
车 3 QEU = 0， 
lim | Cw) -- f(w) || = O.Y w E AQ. 
(3) RS, 53 m-a. e. URL Cweakly p-a.e. converges) “Ff: 44 
在 QE EQ) = 0 fh BW F EL r E xX wE AQ, 
lima’ J, (w) = r’ fw). 
定理 1 SaN- X 1) EAK. 
(1) fi f pae. Uf, WERK BF S. 
(2) 若 广 测度 收敛 于 SEPA 大 >S wae.. 
证 明 与 实 值 情况 类 似 , 故 略 去 . 
对 于 任 一 度 基 空间 站 ,XX 中 爹 体 开 集 生成 的 o 代数 称 为 Borel 
代数 (Borel algebra); 其 中 的 每 个 集合 称 为 Borel 集 (Borel set). 
定理 2 RNO, Z, 是 完备 测度 空间 ,XX 是 Banach 空间 ,下 
面 诸 条 件 等 价 ， 
G) F:N > X fe n BY ABH. 
Gi) 了 有 几乎 可 分 值 并 且 对 于 蔷 中 任 一 开 集 O0,f1(0) € E 
(ii) 上 有 几乎 可 分 值 并 且 对 于 所 中 任 一 Borel ME, SCE) 
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€E, ' 

Gv) /有 几乎 可 分 值 并 且 对 于 Y z € X, || Flo) — z | FIN. 
证 明 OMG Rf ve 可 测 的 ,车 为 简单 函数 ,f = 

Sata, € XA, € 3, 则 对 于 任 一 开 集 O CX, 

加 JOO) = UA, € x, 

对 于 一 般 的 可 测 函 数 PC BES. I feo) — Few) |I 


FO) =U A Fn), (3.3) 
因 三 是 完备 的 , 故 . 广 !(O) € S. 
Gi Git) ”由 式 子 
FUE) = USE) fC ED = AF ME) (3.4) 
可 知 ; 

(iD=>Gv) ”对 于 每 个 x EX, | fo 一 x 上 BARRA 
RE Sr) = {y, 上 x 一 yl <r} E X ph Borel R., ME lw, 
| fw) 一 zz <r} = 了 0S,(x)) E 3, 这 说 明 | flw) 一 + 是 
通常 的 实 值 可 测 函 数 . 

Gv) S 有 几乎 可 分 值 , 不 妨 设 QE EKQ) = 0, 
IANO 可 分 . 设 {x,) 是 在 A(QNQ) 中 稠密 的 . 由 Gv), I| A 一 
a, 可 测 (n > 1), 对 于 每 个 EEN 令 E,= {w E€ AQ, || fco) — 
nl <E ESM 

ta w E ENUE” = 1.2.0. 
0， 其 它 . 
则 | gue 一 Few) <p ae. gx(w) 取 可 数 多 个 值 ,gi 可 
grw) = Dra, 
i=} ‘ 
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的 形式 ,其 中 Ay E 并且 A, N An, = OG Æ j). p EARME, 
故 当 疡 一 co 时 AU As) > 0. FERo (AB AC UAL <, 


令 fi(w) = > ; 则 
i=] ‘ ` 


I A.C) — fw) | <p IT (3.5) 


至 多 相差 一 个 0 WER. 从 而 简单 函数 列 fi 一 fp-a.e. ,了 可 测 . 

若 允 许 取 可 数 多 个 值 的 国 数 列 , 则 上 述 最 后 的 证 明 还 可 以 加 
强 . 实际 上 g; 即 是 一 个 取 可 数 多 个 值 的 函数 列 ,除去 一 个 0 测度 和 集 
之 外 , 它 一 致 收敛 于 人 于 是 我 们 有 

定理 3 /2 一 天 是 可 测 的 当 且 仅 当 存 在 可 数值 可 测 函 数列 
,除去 一 个 0 测度 集 以 外 ,了 一 致 收敛 于 人 

可 测 性 与 o RRS RAR AAA oS) 记 使 /可 测 的 
最 小 o 代数 . MEF BY BOR AE A} ,以 ol 有 ,4E€ A) 记 使 每 个 
五 都 可 测 的 最 小 o 代数 ,此 外 ,对 于 可 测 和 w 可 测 的 关系 ,我 们 将 
看 到 值 域 的 可 分 性 是 关键 的 . 

例 i%Q=([0.1],(2,5,) 是 [0,1] 上 的 Lebesgue 测度 空 
间 ,@ 是 2 中 的 非 可 测 集 .1.[0,1] 是 指标 为 [0,1] 中 元 素 的 函数 ， 
它 使 得 每 个 元 素 =) 满足 D P<. Mee MBS 


L[0.1],f(w) = (&,(w)), ae 2 并 且 当 上 EQ 或 上 EQ， 

tE okt E Co) = 0,4 r E QH Ht = wht (wv) = 1. 对 于 每 个 0 

<t1<1.6(o) 是 如 上 的 可 测 函 数 . 对 于 每 个 zx”E LLOJ ,由 

Riesz 表现 定理 ,至 多 除去 一 点 ,x* 了 0) —0.0° SYM MM fw 

可 测 , 但 

wy o” wEQ 

l Zw) | =¢ 2 1E Co |? ye 一 1, weQ 

CEQ WHERE, HORT. 由 定理 2(iv) ,了 不 是 w 可 测 的 . 
定理 4(Pettis) iA, x, A) 是 完备 测度 空间 , 则 S2 一 XX 
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By WM AIS Sw 可 测 并 且 有 几乎 可 分 值 ， 

证 明 ”必要 性 是 明显 的 , 现 证 充分 性 , 设 /ONQ) 是 可 分 的 ， 
HQ) = 0. Hila} ESQ) 的 可 数 笛 密集 , 取 z EX ,使 得 
lar || = lato. = tla. ll. EREE lz, || = sup [nay | 并 且 

HF | = sup |z, fo) |w E MQ (3. 6) 
从 而 | fo) || 是 可 测 的 .类 似 的 讨论 知 | fC) —2 | Yr eX) 
可 测 . 定理 2(iv) 说 明 了 是 可 测 的 . 
推论 OD |X FER] 5} Banach 空间 , 则 可 测 与 w 可 测 等 价 , 
Gi) AHEBS CCX [REM FEE fT x 40. 


lal =| al er} (3.7) 


并 且 对 于 每 个 x" Er SUM SM. ( 称 工 是 的 决定 集 ， 
上 述 定理 的 证 明 还 说 明 可 分 空间 具有 可 数 决 定 集 ). 

定理 5 设 (0,3,p) 是 完备 测度 空间 . 则 

G) w 可 测 郊 数 序列 的 弱 a. e. WC SRA BR eR Br 55 BY M. 

Gi) 可 测 函 数 序列 的 弱 a. e. UC SAR BR EIN. 

Citi) FY FO BS ACR AS HI RE SA ew REI. 

证 明 1i A, APH Sw wae, KAT T. 存在 Q € 3， 
HQ) 二 0, 对 于 每 个 x* EX 和 w € RT f,(w) > x fw). 
aif, A. APA a fF BM. FOS) 是 完备 的 ,fw 可 测 ， 

a 车 Sf, WHE w ea. e WON SS we 可 测 .为 证 
明 了 可 测 , 只 须 证 明 .上 有 几乎 可 分 值 . 假设 Q, E ,pC(Q,) = 0 使 得 


FA DQ) 是 可 分 的 . 记 @ = ÜQ (Q) 一 0 并 且 UFO, 
AES M ispan Uf, CONG.) 可 分 . 但 对 于 凸 集 来 说 ,ro 闭 集 等 于 范 


数 闭 集 ,所 以 ANQ C span U SCAR. 


3° 由 定理 1(2) 得 
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3 4 Bochner 积分 


”定义 1 称 可 测 函 数 /:9-= 基 是 在 Bochner 意 义 下 关于 可 
#64 (Bochrer integrable) , 若 存 在 简单 函数 序列 f,(n 之 1) 使 得 
limf ll fw) ~ Few) |] du = 0. 4.1) 
此 时 对 于 任何 A E Z, lim| Sodu 存在 ; 记 为 | fode A 
| soan 是 了 在 4 上 的 Bochner 积分 (Bochner integral). 
容易 知道 ,车 有 另 一 个 简单 函数 列 使 (4. 1) 成 立 ,积分 值 不 会 
改变 . 
”定理 1 可 测 函 数 /:0 -> X 关于 六 是 可 积 的 , 当 且 仅 当 
[fer fap cos, 
证 明 A/T RRB LS 满足 定义 中 的 极限 式 , 记 
Jlo) = Shanta, 
则 
[Ufo Ide = Sr, WA, 
是 有 限 的 ,于 是 从 不 等 式 
| {| fw) | dy <f I ftw) — f,€@) jidu 十 f | acw) |] de 
a n ， a 
立即 得 出 左 端的 有 限 性 . 
反之 ,车 知道 上 式 左 端 是 有 限 的 ,由 《3 定理 3 的 推论 ;/ 是 一 
列 可 数值 函数 S, 的 一 致 极限 (除去 一 个 0 测度 集 ). 不 妨 设 
f,(w) = Sata, ots, E€ XA € 3,4, N A, = Ø GÆ j) 


Il f(a) — ftw) Se pa.e. (4. 2) 
28, 


IF Ae, + O(n co) ,于 是 对 于 每 个 六 由 下 广 (Co 站 ep 的 
积分 定义 和 (4, 2) 得 到 


3 Itz, {| CA, =| l Fco || dee 
g i n 


fash 


< | | Ow) | du 二 BO) < oe, 
if] 


te 


HLA EN GEE 2 a eA <e IPAS = Dds, , 则 
i=k +l i=] 


凡是 简单 函数 序列 并 且 
| | Fn 一 flw) | dr | | fw) — f,(w) || dp 


+ | || Falo) -- fw) || dp 


< ` e, aA) + sp) <1 + De, 
rk) 


所 以 im|， I Co) = flo) 上 dp Of (wo) 是 可 各 上 
下 面 结论 是 不 难得 出 的 . 
D Eg KT eTR ap H N a d beb e RRE 
IRG -+ pgddu = af Jde + al gdp. 
Gi) 4 f,g ME e PAY. A |< ew) l| ae. We 
可 积 时 , 广 也 可 积 . 
GD Æ fe 可 积 , {4,} 是 三 中 一 列 互 不 相交 的 集合 序列 , 则 


Jo. Sode = SI, fwdn (4. 3) 
n=l 
(iv) 若 FRE u ,可 A, Wy 
l | foray i <Í | Fo) | de (4.4) 


例如 对 于 (iv), 当 上 可 积 时 ,对 于 任何 z” E X' a f(w) 标量 
值 可 积 并 且 若 简单 函数 列 f, 如 (4, 1) , 则 
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tO OMI EH OBR EERE ER ter pT ee n 


ee i HE 


| xz fi@du= limf x’ f, lodu = lima” | f, dyu 
n mendan n-on n 
= z | foody. 
特别 地 取 xz* € X", 上 x* 上 上 = 1 使 得 
a | fdr= |] feodal 
则 
| Sid | = "| flw dx =| afde | | fCw) || dp. 
wf a n ün 
定理 2 R2,50 是 有 限 测度 空间 ,f :0 一半 是 关于 4 可 
lA TE LILIA FI XE) = | foda N 
G) F FER) Ba) NM IFA < n. 
GDP 是 有 界 变 差 的 并 且 | 天 | =|, || fw l du,y BES. 
(ii) FAI RHR, RI E(D = {FCE),Y EE 3) 是 相对 紧 
集 . 
证 明 1” 王 的 可 数 可 加 性 即 前 面 的 Gii). 由 (4. 4) 和 实 积分 
的 绝对 连续 性 得 到 上 K a 
Size NB THEA, 
SUF = X f foward 
AEx AEr . 


S Sy, fw hax = | fo) fda, 


从 而 EID < | fle) |da E REAREA. 
另 一 方面 . 设 刀 是 了 的 积分 定义 中 的 简单 函数 列 . 对 于 Y e> 
0, 取 m 使 得 


[fe = Fo dace. 
& 
RUDY S,, = Martyn E XA LANA = SGA NR 
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= (Arar Ag} REP EE wo AM BY FE fe] SP SG oe ALA E x. 则 容易 验证 
Lf edel =f WL, Uh de 
由 变 差 的 定义 , 取 x 比 mx 细 并 且 使 
IEI D 一 > IFA 1 <e 


此 时 
WEE = f sco Hae 
< | EI = uf sored | 
+E If forded — i ES oar | 
AEr â Aen à 
<e+ 5) if (flw) — fi Cw) dz || 
AET A 
<et | Nf) — fo) du < 2e. 
特别 地 
| seo de< ff FCO) + 2e, 
从 而 


[lr tan= lim fc) dp FID + 2e, 


< 是 任意 的 ,从 而 得 到 (ii) ,把 Q 换 为 ,证 明 仍 适用 . 
3° 注意 若 .0 一 人 是 py 可 积 的 ,g:0 > R 是 标 直 值 x 可 测 函 
数 ,g E Lo. 则 gf 是 x 可 积 的 . 定义 算 子 TL 一 六 ,1(g) = 


[gfam, 由 于 


Ira < f igor! fe lar< helef 1L Ide 


T BARRENS. SS Ei BAW RARER TS. RSE 
f 的 积分 定义 中 的 简单 函数 列 并 且 对 于 每 个 /都 定义 相应 的 算 子 
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Ti:L» = XT,(g) = | fades 
re -Tah ea 
< Te 人 | HF- Alan, 
从 而 lim [T-T = limf fF, da = 0T ERIT. 


地 ， 
FCS) C (Ts) EE EC (Tæ), |g ll. <1}. 


所 以 FCS) 是 相对 紧 集 . 
定理 3 ig X,Y fe Banach 空间 ,7:X 一 了 是 有 界线 性 算 子 ， 
f:0 一 X 是 可 积 的 . 则 了 可 积 并 且 对 于 任何 已 E 2, 
Tq feodo = | Tf ede (4.5) 
WAR 设 太 是 定义 了 了 的 积分 中 的 简单 函数 列 , 则 了 六 是 简单 
Y {Bek RF HR. 
im| Pf (w) — TFW) | dy 
<lim ITH] Ni ~ Feo) hap = o. 
于 是 人 /可 积 并 且 对 于 VEE S, 
| Tdp 一 lim] Todds 
= lim?) fody = 1) Forde. 
定理 4 (i) 设 /.g:0 -XX 是 可 积 的 ,并 且 对 于 YEE S, 
[rde = | gordy. 
则 ftw) = g lw), y-a. e. 
GD 对 于 每 个 E€ 23,1(E) > Ops | Sdu = BSE. 


证 明 REFE) = | (f(w) — godu, VEC SHER 
E . , a 


2i)» 
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re ant ne cf 


| || fa) 一 go dr = || F I] (2) 


= sup 3 I | Sde 一 - feedu | = 0. 
所 以 flw) = gla), pa. e 
2 车 所 说 的 式 子 不 成 立 , 由 Hahn-Banach FE, Er EX’ 
Ar E 使 得 “ 


x | att), Sdp] Ar [r fw we E, 
两 端 在 上 积分 得 出 
| x fedr < ruC(E) < | x fodp, 
FE. 
在 叙述 下 面 定理 之 前 ,让 我 们 证 明 一 个 常 被 用 到 的 定理 . 
定理 SCMazur) Banach 空间 中 的 紧 集 的 闭 凸 壳 是 紧 的 ， 
这 一 定理 是 下 面 引 理 的 明显 推论 . 


5I Banach 空间 中 的 闭 集 天 是 紧 的 当 且 仅 当 存 在 z, EX 
使 得 x, 一 0 并 且 天 Ccofz 


证 明 ”充分 性 . 设 4= (Daz 0. D4 二 让 , 则 A 二 


Ttr). 实际 上 对 于 任何 mw > Ma/ DA € colz,) AT D Aan: € 


colr, A C coir}. RIRH RENEA. 现在 一 旦 证 明了 A 
紧 , 则 闭 子 集 K LE. 对 于 Ve> 0, 取 nEN 使 得 当 n> no 时 


lel <N 
| D Ace <suplz ll) DASE 
awagtl n>ny n=n, t1 


dae 是 有 限 维 空间 中 的 有 界 辣 集 , 故 为 紧 集 ,A UERR. 
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AESOP APEERE R SS SCPE SON RADE ROE ARE 


snaps ce AS E LE pe RSM RMT OEE LE IITA 


必要 人 性” 设 六 是 紧 集 , 则 站 RR a,c, © X fii 2K 


n, 


CUB) S =U Bista) N 2K — a), hy K, CCB,(0), 
2K, C Ba (0). 又 K, 紧 me AY Vay arr? Lan, 使 2K, CUB (rn) 4 


K, = Ú (Bily) N 2K; 一 Ta) 
一 直 做 下 去 得 到 {zo S LISIS a) KIPR z 排列 起 来 ， 
由 于 
ej S204 Spaniel, 
故 | x 上 一 0. 另 一 方面 ,对 于 Y ee KK, 的 构造 方式 ,3 y, 
(FR 1 <i, Sn,.22 — Lai, E KC BaO REE Ta, 使 得 1 过 
by Sy 22x — tu) — ty, € Ky C By (0). 一 般 地 ,存在 zu 使 


BI <i Sm dem (fav, + ete, to + itu) € 2 Ken 


i 
C 2°* By, 0). 所 以 一 > Nr, EA = co {x,)) BP K Ceotr,}. 


Le ay BLO, 
Rt FRM pl <p Loo, RETF Banach 2 H] X Hya Wl ew RS 
Q X RRES Wid < oo， 称 /是 p 可 积 的 
Cp-integrable). p 可 积 函 数 的 全 体 记 为 LUX. 使 得 | FC) | 
是 本 质 有 界 的 可 测 函数 全 体 记 为 (x,X). W pa. e 相等 的 函数 
为 同一 元 并 且 以 下 面 数值 作为 范 数 ， 
LEI, = G EaD  1< p< 


ISI = ess sup || f |. p=% 
WY L, GX) 与 忆 e X RA Banach 空间 . FANE XE PR 
时 ,记忆 (LIX) = 1,41 Sp). ah 1< p <oo Rt, f 
PRCT BARTEL, (aX) 中 是 稠密 的 . 
BPA EL Co Oa > 1) Elim ff f l = 0. URS, 
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p 平均 收敛 (p-mean converges) F F. 

定理 6 Sf, PFU SS, IF S. 

定理 (Lebesgue) 71S p<o,f,E€L1,(u,X) (nS 1), 
ATE p 可 积 函 数 g:Q 一 [0,00) 使 得 外 fo) S glo) n> 
Duae. FFAS, MERE SWS, p PRAF S. 

证 明 与 实 值 情况 类 似 , 这 里 略 去 . 

定义 2 BAQ>XAE A 是 一 族 可 测 函 数 , 称 这 族 函 数 
是 一 致 可 积 的 (uniformly integrable) ; 若 


lim sup| fn de = 0. (4. 6) 
erto MEAS {| Sy) > 
TH 8 (A AEC A} EETA A RRS ALY 
O sup| | Ae | de< o. 
Gi) XIF Y e > 0,3 ô > o0 {#15 Y E € Suh) <e Wl 
| Al) lldu<e (YVAE A). (4.7) 
证 明 RUA E A) 是 -- 致 可 积 的 , 若 < 足够 大 使 得 
sop| | fro) de <1, 
EAS {N/m | > ed 
记 Ex = { | fa | Cw) >c}, Mih 
[Ute Lan= |, Aw ldu + | Ao de 
a Ey. ME, 
得 出 
sup| Il filo) lda Le +1 < o. 
EAJNA 
为 了 得 到 (iD ,注意 | 
| Aico) Ide = f, fic Idee + | | Fico) de 
E ELNE hE, INE 
< cE) + | | Fiw) || am 


对 于 e > 0, 选 取 c > 0, ERITREA aT ER E f 
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` € 
KCE) <z WE 
f MAD len 和 ec 去 +E =e (VAEA. 
E c 2 
,2 不 妨 设 M = sup) | filo) | de 由 于 
MEAL WP ldeo mt o), 
C JE, c 


关于 AGE 4 一 致 成 立 .对 于 YV i> O0 FEK > 0 4 SK 时， 
KE) OO KF AE 4 一 致 成 立 , 从 而 由 《ii 
| 1h lar<e VEA 

即 C4. 6) 成 立 . 

定理 9 ËS ELUX A= Fh o ERSS 
测度 收敛 于 SHAS 之 1) 一致 可 积 . 

证 明 OS WAS Oo oo) ERE AAS, E 
AF Sf. 此 外 sup Ifall i <. IFY e> 0R n E N En 


not A= Sl <5. BE SR EE o> 0 BY EE S, 
HE) < 3 时 ,| | f(w) || de< > MW RTF n Em. 


[Wie laus f Ife padet lf Sli <e 


BFU. <i < no) BOER YO AB AN, ERM EA n > 
1 成 立 , PEAS > 1) 一 致 可 积 ， 
反之 ,由 于 {fwn > 1) SPS, >S ae ,由 Fatou 引 理 ， 
IFI < lim WF, Ma < 0f TRAR E. = (Fo 有 > ch 
[I -flide | If flap 


CONE, N AED 


ne~ Te 


<Í 1 天 一 an 
CINE, INNES 
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+] gue VFI + WF MWe 
由 一 致 可 积 性 ,limp(E,.) = 0, X FAY ALEVE stim xB.) = 0. 对 
于 e> oe 足够 大 ,使 右 端 第 二 项 小 于 /2， 又 对 于 第 一 项 应 用 控 
制 收 全 定理 ,对 于 充分 大 的 .小 于 /2, 从 而 得 出 上 /一 了 一 


-0n 一 œ). 

尽管 Bochner 积分 有 许多 与 Lebesgue 积分 类 似 的 性 质 , 但 积 
分 .理论 的 进一步 发 展 显示 出 二 者 在 某 些 方面 的 差别 ,这 些 差 别 是 
由 于 值 空间 的 特殊 性 质 造 成 的 . 回忆 实 值 测度 的 Radon- 
Nikodym (RN) 定理 :对 于 有 限 测 度 空 间 (Q,2,x) 和 测度 vy: 一 
Rv u FEE SO 一 R 使 得 


WE) = | fede, VEES. 


HEHE S = FEBS ye RF e M RN 导数 .将 R 换 为 一 般 的 
Banach 空间 X ,类 似 的 结果 能 否 成 立 ? 下 面 例子 表明 X = co 时 上 
述 情况 不 能 成 立 ， . 

例 1 R.E, 是 [0,1) 上 的 Lebesgue 测度 空间 . > 


> 1 ` -1 ` rr d 
El 一 [0,3),k: 一 L lbs = L013 )， 


~ pl 2 p 22 ra re 
E, = [ye 5) Es Lgo DE L9, 丁 )， 
定义 y;2 -> 6， 
VE) = (KOEN ED EM BE, ACE N Bye). 
直接 验证 可 知 
1° uE) 是 可 数 可 加 的 . 
2° E] = supel E N ED SACE), ARR K e 
3% [| vf] (E) = sup > f(A) || SuD = 1 是 有 界 变 
. r AEK 
差 的 . 
车 存 在 函数 /0 一 co 使 得 对 于 VE € ENE) = | fody 
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不 妨 设 co ELA SR n DERRE a , 则 
zi f fody = fa fl(w)dn = r; v(E) 


= KENE) VEE X, 
ay flo) 是 fw) MAI n PAR ER. SC REM RN 定理 和 上 
面 等 式 , 必 有 ah fo) = Xe. 从 而 
FCG) = (Xe, Xn, 007). 

但 对 于 [0,1) PE-FRB AARET, Xe Co) = 0, 同时 有 无 
FEN n, Xe (w) 二 1 Yo E B). MY fw) E ceo FA. 

定义 3 Ph Banach 空间 XX 关于 测度 空间 CQ,3,p) 具有 RN 
性 质 :车 对 于 马上 的 任何 pp 连续 有 界 变 差 向 量 测度 六 ,存在 f € 
Li X) 使 得 


FE) = | fdu, WEES. 


fk /是 上 关于 x 的 RN 导数 , 记 为 了 = FX RA RN HERA 
和 关于 任 一 测度 空间 具有 RN HERR. 

上 面 例子 表明 c 不 具有 RN 性 质 . 

定义 4 称 线性 算 子 了 :PCA) > X 是 可 表现 的 (represen- 
table): AF ZEB MR 2:2 -> X, |e ll. << oo t1 


TO) = | fede. YSE L). (4.8) 


定理 10 if X Æ Banach 空间 ,X AA RN 性 质 当 且 仅 当 每 
个 有 界线 性 算 子 了 :Z(A 一 X 是 可 表现 的 ,其 中 (2 三 ,A) 是 任 一 
测度 空间 . 

证 明 ”必要 性 BXARA RN 性质, 了 :LA 一 XX 是 有 界 
线性 算 子 . 令 FE) = TX E CX MW VRS < 
HO We a = pC). 由 此 易 知 是 有 界 变 差 可 数 可 加 向 
量 测度 (x 连续 ). 从 而 存在 g © LX) 对 于 任何 简单 函数 f :0 
> R, 
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COREE: ORION 1 ORION CRANE ORT EOIN CO OE SRE RI EE LEE AHA aka eatin 


TA) = | feay (4. 9) 

为 证 明 g E Lole X) ,注意 到 由 § 1 定理 4, | Fi (E) 是 实 值 可 
数 可 加 测度 并 且 

[EI (E) = sup >) HEC < UT ee) (4.10) 


mae RN 定理 保证 TS 上 < 


| elae 知 道 1ei -ALEL pg Wel. < ITI. t 
限 得 出 (4. D 对 于 任何 S E L GO 成 立 . 

充分 性 对 于 有 界 变 差 /连续 向 量 测度 ;3-~X ,| 六 | 是 
可 数 可 加 实 值 测度 并 且 IF| <x. 于 是 实 值 情况 的 RN 定理 保证 
aes HUEL cu LE, = fon- 1S F< nS DV 


<7). E dF] Œ) = 


k 
XT, X) = FE, 站 无 ), 对 于 简单 函数 上 = Daxa WTO = 
i=} 
k 


Vara) = tb, 门 4,), 从 而 


= 


k 
IT. NI < Ya ENE NAS|, bay 
= E,N4, 


<0 Dy lala, naD Saf, flde (4.1) 


由 简单 函数 在 Li (x) 中 的 稠密 +E, (4.11) 对 任何 / € L GO 成 立 ， 
Ee SPLAT, 是 可 表现 的 , 即 存在 ge, € Lole X) 使 得 


TAD = | fede f E Lie). 
RPE NAD = | ede ae = Dake, N-A 
fetar= DD), el X IEI E 


of 
1 f 
-> Edu = [ean < 2, 
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另 一 方面 对 于 任何 已 E 2, 
PCE) = limF (E NUE) = lim| .gdh = | gdp. 
nor oo i=l no EN Ü E; E 


X BRE RN 性 质 . 

例 2 cao 不 具有 RN 性质, 其 中 必 是 [0,1] 上 的 Lebesgue 
测度 . 实际 上 GEFs SL) PCE) = Xr W | FW) CE) = CE), 
SMTP A FEE py 连续 的 .车 存在 Bochner MRAR g 20 一 
Li(p) 使 得 


F(E) = | ede EES 


BAF TLG) > LW 0S = | fade f La UDSM 
理 2,F(E) = (T) ,EE X) BLO PHM ER Te). 
EE 3} 中 存在 序列 {Xs ,n > 1) 使 得 
uE) = pO /2 EsAE) =u /4 mn 
从 而 
Fle — Te) a = i xe, om Xs, 

= pg(E, Q ED 之 Lon Æ n). 

这 与 相对 紧 性 矛盾 . 


§5 Pettis 积分 


考虑 完备 测度 空间 (CQ,3,p). 对 于 Banach 空间 ,以 NX” 
Xt 表示 X 的 一 次 和 二 次 共 罗 空 间 . 

定理 1(Dunford) 设 /.0 一 和 是 弱 ee a 了 Vor 
EX. fEL CG) MFT EC LE xi ”使 得 


zi (zr*) = EROA vE _ 65.1) 
此 外 ,zz 是 叭 一 确定 的 . 
WA 定义 算 子 T,X* LT") = x*f(w). 由 定理 
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条 件 ,小 是 在 X LEXWARE T. Bal > OTs) > gn 
-> o), ARET Ly 意义 下 收敛 的 ,从 而 测度 收敛 , 取 子 列 必 ,使 
Terk) = ay fw) 一 gle), pa. e.. 注意 到 

lec Col < ban t fled il > 0Gn = eo), 
必 有 gw) = 0,pra.e.. 闭 图 象 定理 保证 了 7 是 有 界 算 子 . 记 
g(x) = | x fode 


pcd = If efdal < | le few ldap 
= TC DT tert | (5, 2) 

g Æ X* EMA RAE. gx = ce” WG. 1) 成 立 . 

由 X 上 zw 线性 泛 函 的 可 分 点 性 质 知道 站 ”是 唯一 的 . 

定义 1 (1) 记 定 理 1 中 的 zi， = CD)| fw)dp fh xe af 
在 上 上 的 Dunford 积 

(2) 若 对 于 任何 已 E Lice" © XM SH Pettis 可 积 ( 或 P 
可 积 ) 的 . PR re = rit 为 在 上 上 的 Pettis 积分 , 记 为 ze = 
P| fody 

容易 验证 下 面 结论 成 立 . 

O ES 是 P 可 积 的 ,a,B 是 标量 , 则 af 十 Bg P 可 积 并 且 

Pf Caf + Bg du = a(P)| fdu + pe) ear 

GD 每 个 Bochner 可 积 函 数 是 P 可 积 的 并 且 积 分 值 相同 . 

(ii) 设 X 是 自 反 空 间 , 则 每 个 Dunford 可 积 函 数 ( 即 对 于 每 个 
ri EX. fe Lit) 的 w 可 测 函 数 ) 是 P 可 积 的 . 

(iv) 设 f: 人 一头 是 P 可 积 的 ,T,X 一 Y 是 有 界线 性 算 子 , 则 
TI Æ P 可 积 的 ,并 且 

P| 7yav 一 7TCP)| fae 
定理 2 设 J/Q 一 和 是 可 测 并 且 Dunford TRH So 
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XU 是 向 量 测度 ,P(E) = j fdu W S FEP PRY L E 
:可 数 可 加 . ， 

证 明 “必要 性 , 若 !4.,2 人 1)} 是 三 中 互 不 相交 的 元 素 序 列 ,/ 
P 可 积 , 则 对 于 Y x* EX, 


2° (P|. fd) = |, z' fdu 一 S| rar (5. 3) 
A, 


对 于 4, 的 任 一 子 列 也 如 此 ,这 说 明了 | ,fux 是 mw 无 条 件 收敛 的 ， 
由 $1 定理 5, 它 是 无 茶 件 收 化 的 ,从 而 测度 是 可 数 可 加 的 , 即 
(5. 3) FRE r’ Sf, fdp r 是 任意 的 ,从 而 


Df, Afdu= ye) | Ar (5.4) 


充分 性 EO X'e 可 数 可 加 , 取 三 中 互 不 相交 序列 
{4,,n 21) 使 每 个 ft, 有 界 并 且 O = UA, EBT AA ea S 
的 可 测 性 
limy{e, | fw) || > Ab = gto, Il fw) || = oo} = 0. 
现在 对 于 每 个 4E E, E AN A, E Bochner 可 积 , 从 而 
CD fae = | rar EX, 
由 可 数 可 加 性 ， 
D| fap = > (D| ,fap = lim > DD) | fae EX, 
所 以 f 是 Pettis 可 积 
定理 3 若 g:0 X Pettis 可 积 , 则 对 于 Vf E LOSE 
Pettis 可 积 
证 明 。 仅 证 必要 性 . 若 f € L UO 是 简单 函数 , 则 结论 明显 
成 立 . 对 于 一 般 的 AE LG). Ri BBS, HF If A l o < 
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L D| ee € X 并且 
Jor] fgadr = Df feadnl = sup || = Of. — Dear 
: : hae" Vr 
< Sie sup f leglar < THIS /Ah 
laž yg 


最 后 的 不 等 式 来 自 定理 1(5. 2) R.S n co 即 知 (D)| feds E 
X At fg Pettis 可 积 ， 

定理 4 (Krein-Smulian) Banach 空间 的 弱 紧 子 集 的 范 数 闭 
凸 壳 是 弱 紧 的 . 

证 明 不 失 一 般 性 , 设 是 范 数 可 分 ww 紧 子 集 , 由 
Eberlien-Smulian 定理 ,只 贷 证 明太 的 范 数 闲 凸 亮 是 相对 w 序列 
ZH. 

E w hth F.K EZ Hausdorff 空间 . 设 gle) = z, € K.g 
具有 可 分 值 并 且 对 于 Y xz € Xa es 为 连续 函数 ,从 而 可 测 , 所 
以 g 关 于 每 个 定义 在 尺 的 w Borel 集 上 的 正则 测度 可 测 , 从 而 对 于 
每 个 LE CCK) ,Bochner 积 分 | gdu TEE EEK BI). EXT: 


C(K) > XT) = | edn. 车 {J} CCCK)* 是 一 个 网 并 且 以 
CCK)* Hw" 拓扑 limype 一 pp, 则 对 于 任何 z” E€ X* ,rx*g © C(K) 
并 且 | 
limz Tp) 一 limz* | gdp 一 limf zsaw =x°T(p, 
KUT fw’ — with. T hw RAT. AS ECO)’ 的 闭 单位 
RUS) EX Mw EOS. FREAK CTS" )(K EAI Sei 
度 被 全 映射 为 的 元 ) ,所 以 co(K) CTS), PAo) ew g 
的 . 
定理 5 设 g:;2 一 和 是 可 测 函 数 并 且 Dunford 可 积 , 己 ;三 一 
Xo 是 向 量 测度 ,PCE) = (D)| .saw, 则 下 面条 件 等 价 : 
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G) g Pettis AAR, 
Gi) FCS) = (FE), E E 5) BPM w AR. 
Git) WEE LA GO XT) = D| fede fw EA. 


证 明 Wai) 由 定理 3.7(/) = (| Sedu, WY fe 


LUD) 是 线性 算 子 . BUA © A) 是 二 .Co 中 的 网 并 且 f; 一 ~ 
,注意 到 对 于 VY x* EC XM zg EL 于 是 


limr* TH) = lima” | frgdr = limf fila’ g)du 
A a n a n 
= zf fgdp. 
a 


BD Cf.) > TP) RAAB T E o -w 连续 的 . 由 于 {f € Le 
I filo <1} Æ w" 紧 集 (Banach-Alaoglu 定理 ), AITO), 
IIe <he g AED CT WSF I~ <1) 是 相对 志 紧 
的 . 

(ii)=>(iiD) K = FCS) 是 相对 也 紧 集 .Krein-Smulian 定 理 保 
iE T cok E w 紧 的 , 其 实 天 的 绝对 闭 凸 壳 coCK U- K) = 


(Sansa, EK, SylAl =1) fw AR. RTE TA S|. 


imj 


<1) CCK UK). 为 此 只 须 证 明 
(| fedu.f = Sats 0<a,<1} Ceo(K U KR). 
i=} 


不 妨 设 0 志 a <a, Se La K1 a + Xa aa 1M 
j=2 
而 
| fgdu = af 。 gdy + >> (a; 一 af „ Jdp 
a UA; 5 vA 


€ co(K U— K) 
故 得 之 ， 
(iii) 一 (G) RB, €E 2.8, C Bug EBT B, LAA S, 
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= Xa na E ln PARR, AMTS) = | oon gdp H wR OE 


列 . 但 | edu © XX EXU PBA. 从 而 TO) = w 一 
limT O.) € X. i g Æ P AR 
o EX2 称 函数 j0 一 X 是 局 部 Bochner 可 积 的 : 若 对 于 每 
NBE ZI, uB) >0,; 存 在 A € 3,A CB,u(4) > 0 使 得 f 在 A 
上 是 Bochner 可 积 

引 理 CRs) ” 设 忆 :了 ~X 是 向 量 测度 ,(P) EP HR 
有 的 某 种 性 质 ,并 且 

G) 对 于 每 个 B € XS, uB) > 0OFTEA EC SLACB, HA) > 
ORE 在 A ERA). 

Gi EPE BERA), ACB,AE Zz, 则 F 在 A 上 具有 
(P). 

i) # F EBB, ERACP) MF EB, UB, 上 具有 (P). 


此 时 必 存 在 B, € 5,F EB, LB ACP) 并 且 OQ UB) = 0, 
.、. 证 明 We = (AC SFA LR ACP)). AG) Eg 
设 c 二 sub 204) ; 取 A, €or RA A, LIRA A x(4,) 一 
con > 20), 则 必 有 A U4,) = 0. BMG), FE A, CON 
ÜA) > OF 在 Ay 上 具有 (P), 从 而 


与 < amr WB, = A.B, =A\UBM@>2), BB, 2 1) 
为 所 求 序 

ems We S:Q-> X LA MF H Pettis PRBWF:S-X, 
P(A) = | fdu, D) fF Pettis 可 积 的 当 且 仅 当 了 是 局 部 Bochner 
可 积 的 并 且 上 p 连续 . 
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证 明 MTV UE N, GE, = (a, || fl) || <a EME, 
T Er 0 > 1), 2a UE,) 二 0, 在 EE, 上 Bochner BJ fl. 此 外 x 


连续 已 在 定理 2 中 得 到 . 
RRE /是 局 部 Bochner 可 积 的 ,由 竭 举 引 理 ,存在 A, E 


Z, f HE A, E Bochner TFE (» > 1) 3EB AA Ü 4,)=0. 对 于 VA 
E Z,h utat. 
| fdp = tim | „ fdp = lim 5f fdp. 
A meon an Ui now ay I ANA; 


但 | ， fdu € X, 从 而 | fax E X,Í Pettis 可 积 
5138 2 (Bessaga-Pelczynski) Banach 空间 X PRES c, 同 


构 的 子 空间 当 且 仅 当 对 于 XX 中 的 任何 (形式 ) 级 数 Deni 


5 jr*z,| oY x € X*, (5.5) 


n=} 


则 Se 是 无 条 件 收敛 的 (unconditionally converges). 
证 明 EX 包含 与 同 构 的 子 空间 . 考虑 c 的 标准 基 序列 
} ,对 于 任何 zx E cf -De e,| < co， H De, 不 是 收敛 
的 ,从 而 不 是 无 条 件 收敛 的 . 
反之 ,车 (5.5) 对 于 某 个 级 数 ye 成 立 , 而 级 数 本 身 是 发 散 


的 .由 $1 定理 5 的 证 明 可 知 sup X zi <o. E)r 发 
fa" ln=1 a=] 
散 , 故 存 在 & > 0 和 整数 序列 pp Sa Spr ap 委 ,使 得 
| Sxl Sex = Dk 
'=Pp =P, 


sup 5 le ye] <M < vo, (5. 6) 


Sk im 
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于 是 一 方面 , |y ll Seo(V £1). AAE y,— 0. EBT) 
Hoe) 的 某 个 子 序列 必 为 X PHERI, RERE Ey) 本 


身 为 基 序列 , 基 常 数 为 K. 从 而 对 于 Yn < m, > ax < 
Kit Sia Il eda Si m) 是 任 一 标量 序列 . 于 是 


k -| m 
elaj S llay | = | Say 一 Saw, Il < 2X | N ayi |. 
i=j i=l i=l 


或 者 由 (5.6)， 


m S 
E 
zg max lal < | dau | < sup X lar yl 
Isis k=l bar i att 1 
<M max lal. (5.7) 
. Skim 


所 以 {ys} 等 价 于 c, 的 标准 基 . 换 句 话说 ,span (y) 4c. B. WEE. 
定理 7 若 X 不 包含 与 c 同 构 的 子 空间 , 则 每 个 可 测 并 且 
Dunford 可 积 的 函数 是 Pettis 可 积 的 . 


证 明 ”由 可 测 性 ,存在 可 数值 函数 g:0 一 X， =>) Mae 


= 1 
E XA, € S Melo) S) || < 1ra. e. IERTE g 
是 Pettis 可 积 
对 于 VY AE2 和 zx" EX .由 于 g Æ Dunford 可 积 的 ， 


Mle a [eA N Ad = | lrgldpg < o. 


将 引 理 2 用 于 级 数 San N 4.) ,由 于 XX 不 包含 同 构 于 cc 的 子 
空间 ， 级 数 本 身 是 无 条 件 收敛 的 ， 即 
Dexa N AD = 5, see amex 


g 是 Pettis 可 积 的 ,从 而 了 是 Pettis 可 积 
定义 3 Banach 空间 XX 条 为 具有 能 Radon-Nikodym 性 质 
(weak Radon-Nikodym property, 简单 地 ,wRN 性 质 ): 若 对 于 每 
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个 有 限 完备 测度 空间 (9,3,w) 和 每 个 上 连续 有 界 变 差 向 最 测 大 
F:5 — X 存在 Pettis IIRA% /:Q2 > X 使 得 
F(R) = P| fap, VEES. 


u X 具有 RN 性 质 时 ,X 必 具 有 roRN HR. 反之 却 未 必 . 
RN, 4) 是 完备 测度 空间 , 若 /:0 -> X Pettis 可 中; 定义 


flle = sup [let fe ldu, (5. 8) 
' ERNES 


又 记 WS Il = sup | ECE) | EREE) = (P)| fadei $ 1 定理 
3i) 

MAES UF, <2nri. (5.9) 
(在 复 情况 2 HAH 4). 两 个 Pettis 可 积 函 数 S g PRA BIE F JL 
乎 处 处 相等 的 ,假若 对 于 V x* E X* x flw) = ar glo), pae, 
其 中 例外 集 允 许 与 zx” 有关. 把 弱 几 乎 处 处 相等 的 元 素 视 为 同一 
元 , 则 Pettis 可 积 函 数 全 体 以 | ， we ll ll WHER RE HET 
wE Ej iA PX). 

与 空间 LGX) PAPUA 有 许多 奇异 性 质 . a e ek 
数 全 体 在 PCw,X) 中 未 必 是 稠密 的 ,其 至 P(x,X) 可 能 不 是 完备 
的 .一 个 空间 POUDO 是 否 具 有 以 上 性 质 ,要 看 测度 空间 ( 吕 ,,A) 
和 Banach 空间 X 具有 何等 性 质 . 

我 们 以 下 面 定 理 作为 本 章 的 结束 ， 
”定理 8(Bru ,Heinich) 71% X Æ Banach 空间 , 则 下 列 条 件 等 


Gi) X 是 有 限 维 的 ， 
Gi) 每 个 可 测 Pettis 可 积 函 数 是 Bochner 可 积 的 . 
Gu) Liu, X) Æ Pettis 范 数 (5. 8) 下 是 完备 的 . 
Gv) Æ LX P I e Ul ERS 上 ，| ;等 价 . 
， 证明 H186, OSG RE. FET FE L1H, X), 
Wies Uf tae de She 是 可 比较 的 范 数 ,所 以 
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ee ee 


GaD= Git) MGD Gv) RA. BF REA Civ) > (i). 
4 X 不 是 有 限 维 的 ,由 oy Rogers 定理 ,存在 可 和 但 
AR FL HEM BY A BY FES (x, 之 1). 不 失 一 般 性 , 设 lz, | Sa 


1). 取 (9,3,w) 为 (0,1] 上 的 ac = 
Len 21). 定义 
fio) = SiG + + Daria, Or 21). 
WS, E LX) FAB Fon S 1) 不 是 绝对 可 和 的 ， 
=f de= D lelo a= w, 


但 由 可 和 性 ， 
I fi lle 


ii 


sup | jr fody 
etpar 


| 


= Sup 5i jerr | <M<lco Yal) 


att 


Ie EEE 。 in KETS EE PC X) 上 的 等 价 范 数 . 
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I. #25 Radon-Nikodym 性 质 


Xt FAH RU PORK TEAR LAL, BI 
清 蒜 的 基本 性 质 是 完全 必要 的 , 我 们 将 讨论 条 件 期 望 的 有 关 性 质 ， 
黄 的 收 伍 性 质 , 鞭 在 停 时 变换 下 的 性 质 , 即 选 样 定理 和 停止 定理 . 
在 这 一 过 程 中 我 们 将 研究 蒜 的 性 质 与 Radon-Nikodym 性 质 的 关 
系 , 在 8$4, 特 别 地 将 借助 于 实质 下 蒜 给 出 若干 常见 空间 的 Radon- 
Nikodym 性 质 的 判定 


$1 条 件 期 望 


假定 (0,3,p) 是 概率 空间 ,我 们 称 在 CQ,3,x) 上 定义 的 一 个 
Bochner 可 积 函 数 为 一 个 随机 变量 (Random Variable), 简 记 为 
R.V. ,又 设 BET HF o 代数 ， 

EM ERRI ELUX , 称 函 数 g8: 人 一 和 是 了 关于 SB 
的 条 件 期 望 (conditional expectation) : 若 

G) g 关于 SB ay WH, 

GD 对 于 任何 已 E ,| gap = | fay an 
此 时 记 g = ES|A). 

今后 记 函 数 了 在 整个 上 的 积分 值 为 Ef, 称 为 了 的 期 望 
(expectation). 类 似 地 世上 fl BAS I 的 期 望 ( 即 I SD 等 等 ， 

由 定义 和 I. 83 定理 4 知道 , 若 把 仅 在 零 测度 集 上 不 同 的 函 
数 视 为 同一 元 , 则 当 条 件 期 望 存在 时 , 它 是 唯一 确定 的 . 文献 中 有 
时 将 ECf1o(h)) ig ECA) oA) 是 使 h 可 测 的 最 小 o 代数 . 今 
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后 对 于 a.e. 成 立 的 等 式 或 不 等 式 ,常常 省 去 o. <. 字样 
例 1 对 于 实 值 可 积 函数 SL.) ,条 件 期 望 总 是 存在 的 ， 
例如 车 多 是 的 于 。 代 数 , 令 
F(E) = | fame EEZ 
MIE CE) 是 可 数 可 加 有 有 限 测度 并 且 关于 绝对 连续 ,由 实 值 情况 的 
RN 定理 ,存在 g = Fe 关于 B TWE FE) = | gdu = 


| fduy E E Bg ME SEF BRS. 


明显 地 ,以 上 论证 对 于 每 个 具有 RN 性 质 的 空间 XX 以 及 每 个 
LE L Ce X) 仍 成 立 . 但 我 们 将 证 明 RN 性 质 不 是 必要 的 . 

有 几 个 简单 性 质 是 可 以 直接 从 定义 得 出 的 ， 

L ASEO LRA MESA =c. 

2 HESIA) ED) FE. bE @, 则 

Elaf + bel BD) = cE(f|4) + BECe|#). 

3 X.Y 是 Banach 空间 ,T:X 一 了 是 有 界线 性 算 子 ， 

ETZ) 存在 , 则 
E(T'f|@) = TE |B). 

4° ECECf|Z)) = Ef. 

5 F#B={(S,0) MES|A = ES. 

6 对 于 实 函 数 fw) 之 oM ECA > 0. 从 而 若 实 国 数 
f(w) < g(w) MI EIZ) < E(g|®). 

T SRF ORM BAW MESA! = Ef. 

关于 4 的 证 明 , 只 须 在 定义 (1. D PRE = 2 即 得 之 . 关于 7° 
的 证 明 并 不 困难 ,但 我 们 将 它 留 在 附录 2 中 . 

现在 我 们 讨论 条 件 期 望 的 存在 性 . 

引 理 1 设 9:; (a, 8) >R BEY BR. BY p(X 十 (1 àt) 
LAP) H (1 一 和 gpGD trot, © (ep),0 SAS 1L WFE a» 
六 ER 使 得 
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gt) = sup (aut 十 Da) C1. 2) 
nE 
证 明 XIF p Eh) 上 设 


p. h) = sup Gls + At) — P) 
Arm} 


At 
Pe (ty) = inf PE See ete) ， 


P apo Co) SPITE OE to AAC BONA EB H HE AL 
P- (4) Slt) FFA ARE BE. 上 式 勾 可 写成 

pt) È Olt.) + O ape Ct), tt 

P) > Pta) (fp Ct) tS ky 
Hla, 使 得 多 Go) Sa, SF (to) ,0 = Plt) — toa,» RY 


pt) Bat +6 .t€ (4.8) (1.3) 
1 E (a8) 是 任意 的 , 故 有 | 
ut) 之 sup, Cat + D) C1. 4) 
Eef) À ® 


实际 上 (1. 4) PH ty RIRA (a8) 的 可 数 稠密 子 集 ,例如 (a.B) 
中 的 有 理 数 构成 的 子 集 . 为 了 得 到 (1.4) 中 的 等 号 成 立 , 对 于 任何 
ty © (a8). RPL, E (a, B) st, > bos Ml] N p Sa, S 
aog p 单调 增加 从 而 在 (a,B) 的 任何 闭 子 集 上 . a) 是 有 界 
集 . 所 以 
lima, 十 名) = lim (g(t,) + O h)a) 
= P) 十 CU toate 

Hlim(gtt,) 十 GW - toa) = Ph), 结合 (1.4) 得 到 p04,) = 
sup Ca, to + b) ' it, } FE Li oy A ae EE sty 是 任意 的 ` 


nEN 
故 (1.2) RI 

引 理 2(Jensen) 3 ¢:(a,8) ~R BEA GAM. S2-> (a, 
O 为 实 函数 并 且 EGS) 存在 , 则 


PECFNB)) SEYNI B). (1.5) 
证 明 LTP ARETE Oe SECS A) SBM AE!) 
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Dk 


有 意义 , 根据 引 理 1. 
of) = sup (e,t + b,) 
$055 anb, € 及 ,于 是 
gf (w)) 2 af (w) + b, 
两 端 关于 务 取 条 件 期 望 ,由 6° 
EKD |B) > a, EIB) + b,, 
从 而 END |B) > sup (a, EIZ) + b,) = KEZ). 
定理 1 ike BLP 代数 , 则 对 于 每 个 了 € LLX) 
O EGIB) FE. 
Gi) PECIAW SEAI Z), wae. (1.6) 
GD EGIZ I, < Fl,. (1.7) 
GER 4 = Vinx, 是 简单 函数 时 ,由 条 件 期 望 的 定义 容 
i=l 
易 验 证 
EGZ) = Sr Es |). 
对 于 函数 pa) = ot 0.1 Sp <o, AR HE S/S 2. 
EC) ;= | ESIS Wray 
=| OD zl EX, ran 
= | EQS Ddy 
<| EC Fe Zdu = | (fldu. (1.8) 
ü n 
对 于 p= co 容易 直接 验证 成 立 . 
现在 ,1°, 只 要 fE L(x,X), 取 /为 简单 函数 列 ,使 得 | 
了, -> 0, 则 (1. 8) 意味 着 
| ES, |B) — EG, |B) fi< IEA — fu Ii 1 一 0， 
(ECS, |B) on > 1} FEL X) 中 的 Cauchy 序列 ,由 工 X) 的 


完备 性 ,不 妨 设 在 L (eX) 中 ， 
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ET 


SS ep mae E ATAA AAA a A 


g = limE(,|#) . 
一 方面 取 子 序列 使 之 x-a. e. 收敛 于 &g ,不 难 知道 g 关 于 多 可 测 ; 男 
HH SFY EE ZB, 


f gdu = lim] EG Ddy = Lim | fdp = | fdu. 
、 aeoo n=oo) E E 


8 即 是 SRF SH RA. 
2 任 取 zx” EX", llc | 三 1, 由 基本 性 质 3 和 引 理 2， 
ln ECS|B)| = (EC f(A) SET fH 
SECWAWIA, 
然后 知道 对 于 几乎 所 有 的 wE N, 
| ECFA) | = sup ESIZ) | SEd FI lH. 


Ir 

3 对 于 了 € L(y x), 由 1° 得 出 g = ESA) 存在 ,实际 
Eg € LX) ,从 (1.6) 和 引 理 2 可 以 得 到 

IEIZ WS ECU AWA li = CECH AF AD" 

SEESI IZD SELFI = WFNS. 
RRG. 7). 

(1. D 通常 称 为 条 件 期 望 的 收缩 性 质 , 实际 上 当 把 关于 某 个 o 
代数 AEBS RSA FR. CREMA LX) 到 
Ly (pr BX) 的 线性 ,保持 常数 不 变 的 收缩 算 子 ,从 而 是 连续 算 
子 . 下 面 定理 的 (iD TARE ER FH. 

定理 2 设 2,22, EIT o 代数 ,f E LX) W 

G) Een. RRF BWIA of € LieX) W 

El(gf1%) = gE |B). (1.9) 
当 & 为 向 量 值 函数 ,f 为 实 值 函 数 时 同样 的 结论 成 立 , 特别 地 , 若 了 
KF BWM MES |B) = f. 

Gi) 若 多 | CB, 

ECES) = EC |A) (1. 10) 
fey eG EE CS|Z)|B = EGIB). 
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证 明 1° 若 g = Xe BE BMMFVACBANBE J, 
注意 到 cECS|A) 关于 SAM. Mi. 9) 成 立 . 由 条 件 期 望 的 线 
性 知道 (1.9) 对 于 任何 简单 函数 成 立 , 最 后 利用 条 件 期 望 的 收缩 
性 得 出 所 要 的 结论 . 

2 对 于 任何 4 € 4 CB, ARPS E 

| fan = | Ed Badr = | EE BY) Bd 
所 以 (1.10) RZ. 

定理 3 ”对 于 函数 / € LHX). € LXS + A = 
1:1 < p < co, 条 件 Hölder 不 等 式 成 立 ， 

EQ Fg SES IBYEN g lla (1.11) 

证 BÄ w E, = {w, EC EARED) = 0E, = iw, 
EC | g (| = 0} N] E, E: € SMF E o Aiwa AY Holder 不 
等 式 

| ieoglaans| Melan 
< (| flan le daw 
=f BUSI maw EC g Dda = 0, 
恰 是 右 端 函数 的 积分 , 同样 地 对 于 五 ,上 式 仍 成 立 , 于 是 在 E 或 
E, 上,E(fg| 和 多 ) = 0.01.11) 成 立 . i E = ONCE, U EL) ME E 
上 ,由 Young 不 等 式 


ral , | gl 
ECEE" E g e 2y 
<i HF? 4 le ll? 


PEFD «a Eg I 1A 


从 而 


fg . 
= |B 
E| ETI Dee Pia? 


on 
ol 


1 ，， 
<F4l x LAL atl] 
1 
+ Arar rls)< | 
换 句 话说 ,在 上 有 
EGED) < EC FANNB) EH g IB" 
与 上 面 合 在 一 起 得 出 整个 (1. 11)， 
定理 4 SA WTW RMA OSSAS ae W 
EIDA EID). 
证 明 ”由 条 件 期 望 的 性 质 ,ECf,13) 非 负 且 单调 递增 ,不 妨 
RESZ) Ah ae. ,由 单调 收敛 定理 ,对 于 V A € Z, 


| hdp = | limE (Cf, |@dp = lim | Ef, | Body 
A A no nwo A 


+ alt = Xe. 


= limf fade = | fan = | EIB a 
从 而 h = E(f| A). | 
定理 5(Fatou 引 理 ) 若 广 之 0 为 可 测 函 数 , 则 
Elim inff, IB) 过 lim infECf, |Z) (1.12) 
证 明 ide, = inf fu, Mg, 4 lim inff, 并 且 g, > 0, 由 定理 4 
Elim inf f,|B) = Eling, |2) = limECg, |B) 
< liminf ECS, IZ) ,a. e. 
注 ”定理 4,5 都 是 关于 实 函 数 的 条 件 期 望 的 定理 . 有 必要 说 
明 的 是 ,对 于 非 可 积 的 非 负 可 测 函 数 仍 可 定义 条 件 期 望 ,只 不 过 条 
件 期 望 未 必 是 处 处 有 限 的 . 其 方法 是 对 于 f 之 0, 作 截断 函数 三 ” 
= fluen + Liam RAS EUZ) 是 极限 limE(f” |2). 定理 


4. 5 中 的 条 件 期 望 当 作 此 理解 . 

定理 6( 控 制 收敛 定理 ) 车 /一 f pa.e.,g EL(x) 并 且 
[fC Rg) pa.e. NW ECS, IZ) > EGB) wae. 

证 明 id A, = sup | fa — fl +4, = sup ( If, — fi) |B. 
BR OSA, S 2¢ 0h, hn 1 A A FBO. EH s-a. e. 极限 
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TSR moi mM RENE OES aro: ec eC tte ke toes ee 2 a o oRae 


分 别 为 及 和 及 ,由 定理 条 件 h = 0,p-a.e. MiG Eh, > 0. 另 一 方面 
由 Fatou 引 理 ， . 
0< Eh! = liminfEh; < liminf Eh, = 0. 
FELA K = 0, pae. 
-定理 7(Levy) (Zn 1) 是 一 列 递增 子 o RRB C 

Br HAE = KÜS , 则 对 于 每 个 了 € LX), 

O EGIB, > f,pa.e. 

aD ESIZ) — Fil 0 Gr o). 

HR BS, = EGIB), BB LXO 的 线性 子 空间 
一 :ECAX) REO MGD}, 

我 们 将 证 明 实际 上 大 = LX). 
nO ERKA LG X) 中 稠密 .实际 上 E S E L B, X 并 


Bk >n W EGIZ) = FR S E K EAR K DÜ L, 
wX). 但 后 者 在 L(y,X) 中 稠密 . 例如 对 于 每 个 tla € Lilu, 
UMW MRED 有 应 序列 f, € ÜL ZX) 使 得 i 六 一 


ZXa ||, > 0k 20) ,此 事由 下 面 方法 得 出 :由 三 = o( UB.) IA, 
€ ‘Ay; EB AAA) > 0 > oo). oh = IX,» 则 
Ife axa li S Wal eh AAA) 一 0 (一 co)， 

ER KEL (Co. xX) 的 闭 子 空间 . MEV FE LX) Me> 
OR g € Lie, Fy XA Ime ll < E2, %4 n > n if, 
E(¢|4%,) = g, 从 而 

Wie “Fi < VELA, — Ele |Z) |, 

+ IEIZ) —Ff ll <2lf-—eli<e. 
这 党 明 TREUD. 
ie CARMA min GN - gao 
IF. AS LECZ) — Elg lB) + Wesel Bo, 


i 


f 
| 
E 
i 
í: 


— Elg |B + EB) — ESS,» || 
< 2 suph, + |E, B) — E(g|G,) |}. (1.13) 
RP h, = EC || f el |) RE BR h, > 0. 
h, 关于 ZS, 可 测 WFP e > 0, 取 
A, = {wh (w) >e}, 


A, = {w, h (w) ŞE, hi- (w) S E, hy (w) > E}, 


则 A; N A; 一 Oi Ej) A € Bik 之 1) 并 且 


Hw,suphi(w) > e) = p ÜA) = A) 


k=] 


n h 1 ” 
<>) Bae< ty] -lan 
k=1 Y Ok k=] “k 


1 
<tif-el.. 


$ n—> 0o, 得 到 pv,suphi(w) > e) < 2 lf—e ll SFY o> 
0, 取 g € KR If — ell, <del 

Cw suph, Cw) >E) ed. 
FEA > OZ S, pa. e. WEL RRRS Ly (eX) 范 数 极限 仅 在 
零 测度 集 上 不 同 ,所 以 了 满足 (),f EK. 


2 BRR AUS re 


iR (0,5,1) 是 概率 空间 ,A 是 定向 集 (direeted set) ,(G,,A€ 
A} 是 单调 增加 子 0 代数 族 , 即 若 AA E AMA <A, BEB, C 
Br BROR A E A RRES ZAC 4)} 适 应 的 (adapted) :车 
Li RF Z TMA E A). 每 个 a ATR EAP BY ARE Y K 
数 族 或 可 积 适应 过 程 . 
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TM 1 ENEE ZA € A) 称 为 LX) $ 
(martingale); 4 Ja € LpX) 并 且 对 于 任何 1 E A,A <A, AY 
ES |) = fa (2. 1) 
在 许多 情况 下 我 们 将 讨论 定向 集 4 是 自然 数 集 N ORR. 此 时 
(2. D 等 价 于 对 于 任何 自然 数 m Sn ES, |G) = Sn 
例 1 1 定理 ?中 的 函数 序列 (E(f | 多,) Bn 之 1) 实际 
上 是 靳 .对 于 AE LUX CEL X) 中 的 款 . 实际 上 对 于 上 
=ES\S,) BRM ECLA) = EEG Bn) 2 
=ECS|&,) = fon 2 n). 定理 7 证 明了 这 种 拷 是 L(y,XX) 范 数 
收敛 的 .后面 将 证 明 Li aX) 范 数 收敛 著 都 具有 这 种 形式 . 
通过 具体 地 构造 代数 族 还 可 以 具体 地 给 出 这 种 部 . fH 
,是 2 的 一 列 逐 步 加 细 的 分 划 ,f EE eX) ,定义 
fen tay am (约定 二 = 0). (2. 2) 


AE, 


IEB m, OI ERE RLS o RBC oe.) WF Ce) wn 之 1) ERR. 
这 不 难 从 直接 计算 得 到 . 

例 2 ”空间 XX 中 的 每 个 无 穷 树 Gnfinite tree) 对 应 一 个 Lite, 
X) BEILE) C X PH BME EM nS Lx, = Fe 
+ Lines de 令 K 是 [0,1) 中 的 Lebesgue 测度 , 记 


Al = [0,1,4 = [0 二), 生 一 [于 ,1D， sesono 
i 
A, = | 247! ? 94-1 ’ 


k= 1, Zortt et = 2 1 DF — 1; 
gt. 


定义 太一 J ats B, = oAi2 ! Ki K 2") 


WW Se» Ba ok >) ‘ath. 
例 3 FE n>) EATARRA EEES, 


= = Yak, B, = 0,1 LiL n) WSF, on 21) ER. 实际 上 
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EG al) = fi + Qik (Ei |Bod = ty + an EE = fos 
(mn 21). 

例 4 考虑 由 两 点 { 一 1,1) 构成 的 离散 度量 空间 .0 = (一 1， 
1}” 是 其 乘积 度量 空间 , 每 个 w《 有 是 一 个 无 穷 序 列 , 它 的 每 个 坐 
标 上 的 数字 是 一 1 或 1. 虽 实际 上 是 一 个 紧 群 . 设 是 0 的 全 体 子 
集 构 成 的 ao 代数 ,在 上 定义 如 下 的 概率 测度 (Haar 测度 )w; 若 


ô 66, SHEE — 141 aD Dirac Wi Oy) = 6 i,j =~ 1, 
1,4 
6 1 “fo ô, ON 
=~ {Fre ( 
A | 5 | 2. 3) 
现在 考虑 代数 序列 

.六 = 1D, R}, 

4, == BOC Wig Ozette) Op = ck L.k 之 2} ,i 一 十 1) 

,oe Ht lk nh, 

h = 1 at, == 十 1). 


FH AE 1, Fee 2” PT RAE AA of (RR, BY EAE HE HE, 中 的 
BE PAE AS ETS E RSP A ERE IE Ee ny ABE 


[eth Sts S = oC UF 
FUER X = ea EM fi 2 > Cy fo = (ooa) 时 
Í. (w) = 00) 
则 .Cw) E c CEERI S f)(w) = 0). BES, (LIRR AT n PED 
tL, RF A, AM. 
对 于 Y AC By AM A = {Ciais One Gere st ,Wi =F 
ko>nt+DiwA=A_,UA RP 
Anny = Epa ating — lrn) Oe HE LR eat 2}. 
Ay = (yor dye De Opa gt) = 十 1,4 ent 2}. l 
则 由 于 fi 在 A.A 上 均 取 常 值 ,从 而 
60 


[Faan = | Sarid + |. faid p 


= DD G ee i, 一 1.0,……) 
十 2° sere ha Le Ogee) 
= 2°"Ci, sett aly Ogee) = | fade. 
AE, PE-ERIFECBS) ,其 余 事件 均 可 表示 为 形 如 A 的 豆 
件 之 并 , 故 上 式 对 于 Z, PE -TRAL C, Bn DS 1) ER. 
定义 2 设 ( 刻 ,区 ,A € 4) ELX M, 
(1) 者 suB All e < co, PRERE L, (x,X) 有 界 的 . 
(2) 若 存 在 / E L, (uX) 使 得 f= E(f |) A € A, 称 此 
WE EH. 
(3) BSE LXD 并 且 对 于 Y A EUZ, 
lim} fidu = | fdp, 


AG ASA 


Bef Ae BRAY PA zc (right-closed menber). 当 了 关于 o( y, Z) 可 
Mat. PRS A BRAY det G lsc. 
定理 1 BA BAC MD EL, GX) BIS poo MY 
下 条 件 等 价 ， 
G) {A.A © A} FEL, CX) 收敛 的 ; 
Gi) (fi, BA E A) 是 正则 的 ; 
Gili) A.A E A) 有 右 闭 元 ; 
(iv) 当空 间 X 具有 RN 性 质 时 ,车 p= 二 1,(f1,A4€ A) 一 致 
MPRA p> leh. ZAC A ELUX) FAM. 
证 明 GD 之 人 Flim || A fll, = Res = BA). 
由 (2.1) 对 于 每 个 € AWAD A MOEA |B) = ,从 而 
| fi, — gall, = LEB) — ESI) I, 
< lA Flo. 
于 是 Sa = ga a. e IRRI A, = E| B) AEA 
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aD GD 4h= EGIZ) 时 ,对 于 Y A E UB, fila A 
E 4H, WAAL A Ht, ARE CARRE, 
| fide = | ES Boae = | fae 


于 是 lim | fide = f au E LO ik f HEAT 
GDS G) RSE LX) Æa BAEC D AAT BT 
以 假设 fy Asc SRF BS. = aU Ba) 可 测 ,否则 取 
fo = ESB) W fo HEAT MF Y A E UA, 
limf Pie = | RR 
应 用 § 1 定理 7 证 明 的 同样 方法 可 以 证 明 ULC. Bi X) T 
L, (4+ Bo X) ,并 且 前 者 在 后 者 之 中 稠密 . 特别 地 ， 前 者 之 中 的 简 
单 函数 全 体 在 后 者 之 中 稠密 .对 于 广 和 e> 0, 取 大 = Sata 
€ XA E€ UZGAN A= SUFI, ES We — Jo ha < E2, 
SORT CE TE Ay 使 得 f. 是 Za, 可 测 的 ,从 而 
lA — foha S Ih Ssh t WA Soha 
= il Elfo — f 42 ii P + | fe 一 Fn \ p 
<2 fo fl, <E 
{f,2€ A) Æ L, Cu, X) 收 化 的 . 
Gv)>Gi) # X RA RN WR. (SoA E A 是 一 致 可 积 的 
由 著 性 质 可 知 极限 
F(A) = limf fdp, A € UZ, (2. 4) 
FE. F 是 在 代数 VA 上 的 向 量 测度 并 且 是 可 数 可 加 的 .由 向 基 
测 度 的 延 拓 定 理 , 易 验证 上 Ke AM F K F RP RUA 到 
o( UF) ER. E r EAB YZ k 


SIFA = X lim | | fde 
AER den WEA A 
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< lim Xj, [Aada sup Eft < o 
F tE Uo, LEE IEZ AT E RAIE EN. 
由 RN 性 质 ,存在 E Ly (pn X) 使 得 
FCA) 一 f fana E aU Ai) 
特别 地 , 若 4 E U ZN 


| fdp = F(A) = F(A) = lim| Sid ps 
SÈ B AEC A HEAT. H GDS a) 的 证 明知 , {fi,A4€ A} 
是 LX) 收敛 的 . 

E p> 1 并 且 sup || A ||, < ,由 Holder 不 等 式 得 出 
[Ada = f AN de WAT All < 
(Jà € A}) 是 一 致 可 积 的 .上 述 证 明 表 明 存 在 .f E LAX) 使 得 
lim | 六 一 了 = 0. 现在 只 须 证 明了 E L,C X). WTF A A E 

BAS Afi, > f a. e. ,根据 Fatou 引 理 
fa < lim int] A, Ide < sup lhl’ 
n n= I AGA 
即 得 之 . 由 (ii)=> CG) 的 证 明知 道 lim | fi, - Fl, = 0. 
GD=>0v) Plim A= Fl, = 0. UF © LX), h 
G)=> Gi) 的 证 明 , = EC). 此 时 
sup ,= Sup FECA, SFL, ce. 
对 于 p= 二 1， 
[AL | EUS A | len 
1 是 任意 的 , 故 积分 具有 一 致 绝对 连续 性 , AA © A) 一致 可 积 , 
引 理 GRAB) Zon 1) BL eX) M, S w) 
= sup || F.C) || RS ULB AY R AKK HE maximal function). W 
noel 
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FY E>o 
Sx(w, F SDSI a (2.5) 
证 明 ic A, = one, | Sala) || > 3} 
AV = tw, | fi(w) || >8} 
AM = (w, | f,(w) || Sd, A |] SO, I Fle | So}. 


my A, = 0A” 并 且 AY 门 AP 一 Qa AMT 


uA, = SIH) Df , [fil |] dye 


< Yf LCL Zde Ally 
4 n> co 即 得 到 所 要 的 结果 . 
定理 2 每 个 Lil, X) HE SY BES, 2%, sn 之 la. e. ie SX. 


证 明 E m 固定 时, (jf, 一 fa G nem) BRAK 
引 理 , 对 于 VS > 0， 


few sup 1 fiw) — f,(@) | >< 5 SYP lf, — fa lla. 


对 于 ê > 0.e > 0, 取 No 使 当 m,n DS ny | Í. = Fin | 1 < ed, Ml 


p(w,sup || fo) — f,(w) | > 8d <b. coae 


5 
AR f, 是 a e 收敛 的 ， 
定理 3(Chatterji) U. Zon S D Æ LUX ARR, 
F(A) = lim] Sad ys AE UB (2.6) 
r=) A nen 
€ F= F +F rh] Lebesgue 分 解 , 则 S, a. e. tit F — aE K 


数 当 且 仅 当天 .关于 具有 RN 导数 了 上 并且 此 时 
limf, 一 天 (Fa 人 U Z,)) a.e. (2.7) 


证 明 充分 性 车 7E LX) BL XF aH RN 导数, 即 
F(A) = | fae AE aUZ,) 


nen 
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inf, = ESA). MW Aan > D ETE MRE 从 而 户 -> 
ECfloC UDa eh, =~ LWA, Bo T D a, 


nN 也 


ART HEME ha -> 0 ave. 
rH PRM: RE FER A COS, 


. ro co. fr 
ada= | Sade | Pda | fdu- 
a A JA ; 


Gi 


5 Sdp 

= F(A) = FA) = FCA), 
AAD ADL, CoN) PRE PAR AT YE iy AT E F, EH Y 
的 . (HP, Be AAR RT VO > 0.0 oe 去 1 存在 4 


= UAn 
ee N 


MoE 


BENA) + | E, CA) < e672 (2.8) 
BAEC B, ,由 极 大 引 理 的 证 明 


uiw, sup |i hw) |] >e) 


ae a 


= Cw, sup |} A,(w) > ef A) 


“pe ACW, 
+ 


sup JA, Cw) j > eA) 


Hi 


H ih, Co) |! du + 8/2 
Eda 


A 


> = FN (A) + e8/2 < 
& m — œ 得 到 uw sup || h, Co) || >E) < 8. e, FEE RAY H A, 
一 0 从 而 六 一 EG 10C U Z,a. e. 
必要 性 . 若 f, 一 g a.e. 并且 g ELCp,X), 则 8g 关于 
oC UB) IW CL, = EG Bu) shen = Ly = fn A Bu on 
DÆ LX FAR. S 
H,(A) = lim] kdy, AE US. 


n= 


WH =H, +H, Æ H XF apj Lebesgue 分 解 . H,, Ku He 
SEJER AFEN EX, 


从 
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lim f x“ h,dy = lim | rf, — f'a dy 
noovJ A nos A 
= x" H aCA) + z* 五 (4). 


. 、 dx‘ H 
z Hun Kawhe = Pr = ,由 充分 性 部 分 的 证 明 ch, hh, 


$1 定理 7, 户 ,一 &, 从 而 户 一 户 ,一 0a.e. 
所 以 hh =Oae ,从 而 如, 三 0H =A, 与 人 奇异 ， 


BA GLA) = | gdu A © UB. MM n EEKE, 


F(A) = f fade = | ean 十 | — gdp 


= | ede + | cx — f', du =G,(A) + H(A) 
显然 G1 K uw. H Lebesgue 分 解 的 唯一 性 ,C; = F..H, 一己 ,并 且 & 
EF XF ef RN 导数 ,此 时 

limf, = g = Elg |o U 2) a.e. 
推论 ”车 匀 具有 RN 性 质 , 则 Li(p,XX) BRR Bon 之 
1) ave. UES. 
证 明 S 
F(A) = lim| fdp, ACUZ, 
n=] A n=l 


# F= F, + F, Æ PSF py Lebesgue 分解 .由 于 L(y,X) 有 界 
性 ,F RAR REM MAT E BARRE EF K X HRN 性 质 
保证 了 关于 这 具有 RN 导数 f, 于 是 定理 3 保证 了 L> 
EGJE U Ay) a.e. 

EELER 2 分 别称 为 蒜 的 平均 收敛 和 点 态 收敛 定理 . 

澡 忆 一 个 无 穷 树 Lx,) .我 们 称 {x,) 是 有 界 的 ' 若 sup la d < 
ov, Hiir) E 8 tree) AM FEE ff n S 1,min{ || z, — £a ， 
| x, — tani l) E> 0. 

定理 4 

(i) 含有 有 界 无 穷 9 树 的 Banach 空间 不 具有 RN 性 质 . 
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soot peat de arcades v ere ee ee ee 


(ii cs 不 具有 RN 性 质 ,从 而 任何 包含 与 cs 同 构 的 子 空 间 的 
Banach 空间 不 具有 RN 性 质 . 

特别 地 ,c,Cia,6j,1”,L”[a,b] 不 具有 RN 性 质 . 

证 明 1° 考虑 例 2 EMR. Bik E N), 若 {x,} 是 有 
界 无 穷 ? 树 , 则 sup | 六 |- < sup lx, || < 0, 同时 

| fC) — Fis, Cw) || 2 min{ || z, — zo), 
| tn — Iani ll } o> 0 
fi 不 是 pa. e. 收敛 的 . 由 定理 3 AI X AAA RN 性 质 . 

2” Bl 4 Pe MARRS, Bok > DÆ o AW Si ik > 
DELUX) 有 界 但 不 是 r-a. e. 收敛 的 . 从 而 co 不 具有 RN 性 
质 . 由 RN 性 质 的 定义 知道 , 当 子 空间 不 具有 RN 性 质 时 ,全 空间 
不 会 具有 RN 性 质 . 

其 实 ,很 容易 构造 出 co PHARA HW, Au 

Xi 一 (1 0 dary, = (1,1,0,.) 
z; = (1, — 1,0.) 2, = (1,1,1,0,°.), 
z; = (1,1, — 1,0,0), z; = C1, — 1,1,0,1), 
27 = Cl, — 1, 110.), 
便 是 co 中 的 有 界 无 穷 1 树 、 

在 测度 空间 (2,3,p) 中 ,集合 4 € 三 称 为 一 个 原子 (atom)， 
车 (A) > OFF HWE E E SECA RM, RH py(E) = 0, 或 
者 uE) = WA). 4 称 为 是 纯 原子 测度 (pure atom measure), # 0 
是 原子 的 可 列 并 , 产 称 为 是 无 原子 的 Cnenatom measure), 4 三 中 
不 含 任何 原子 . 对 于 一 个 测度 p, 必 存在 人 2 © 使 得 ylons 是 纯 原 ， 
FM Haas 是 无 原子 的 ,并 且 

= Hlans + Hhaaynss 
这 一 等 式 称 为 的 原子 分 解 . 容易 验证 一 个 了 可 测 疝 数 在 三 的 原 
子 上 一 定 取 常 值 . 现在 我 们 对 于 纯 原 子 测度 有 一 个 简单 的 于 实 . 
定理 $s 任 一 Banach 空间 X 关 于 纯 原 子 测度 具有 RN 性质. 
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证 明 ”容易 知道 , 任 一 代数 中 原子 的 个 数 至 多 有 订 数 多 个 ， 
EOSO 是 纯 原子 测度 空间 .其 原子 侈 体 为 4.( D PE 
NE eB SRY A EENE «Fe 定义 函数 
S FCA.) 


tle) = 1 ACA, ) en? (ar) (2, 9) 
对 于 每 个 4E 了 4 HRM A, 的 并 集 , 则 
. FCA) A vey 
| flod = `l, WA. Sa, dp 一 Dy (A,) = FCA), 


/是 六 关于 4 的 RN Fe 结论 得 证 . 

定理 6(Chatterji)” 设 X 是 Banach 空间 ,下 列 诸 条 件 当 对 于 
所 有 E UOR A S > 1) 成 立时 是 等 价 的 : 

(i) X #7 pW RN 性 质 ， 

Gi) isup Ifa a < eW A, pa. e 收敛 ; 

dii) sup If. hy < co Mf, 53 wea. e. UCB; 

üv) 若 对 于 某 个 c > 0,sup Ad. Se US, pea. UL: 

(v) ERTS o> asup fy Wn Seo LBB ea. e WM 

(i) Han 1) SEAT BLT S, L eX) ROEM. 

证 明 ”不 失 一 般 性 , 均 设 o UB) = 之 

=i) BRIE. (iD 之 6iii) 显然 , MIE GD => (vi). 

Ron > 1) 一 致 可 积 , 则 sup | |, <, GD 保证 了 有 可 
测 函数 fort fim af wae. Wax EX). FÆI 
xf ror fe LO). BERIT f, = Eo S Da 是 
任意 的 , 故 f, = EG 2,). 这 里 了 是 Bochner 可 积 的 ,因为 若 令 
FCA) = | ap4 € Ü Zu (fa) M LGX 有 界 性 说 明太 在 


ÜZ LEAI ELH ATE E LEREZ HSE LUX. 
f 是 (三 ， Bn 1) 的 有 闭 元 . 由 定理 1 的 证 明 , a) eX) 
收敛 的 . 
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WHOS) 设 上 :研一 X 是 有 界 变 差 测 度 , 忆 入 SEM OF 
三 的 逐步 加 细 的 分 划 序列 fr 六 1}， 使 得 c(Uetr)) = 3. (为 了 
我 们 的 目的 ,总 可 设 三 满足 此 条 件 , 见 后 面 N. 8 1). 定义 


f,= Y yA = 0), (2.10) 
AER, 0 


KITE AME SoG). > 1) BR BRIE M fn > 
1}Li(p,XX) 有 界 并 且 积 分 关于 4 是 一 致 绝对 连续 的 ,从 而 是 一 致 
可 积 的 . (vi) 则 保证 了 jf L(x,X) WRU SMT A 
E Yaon) , A SRA 


4 AE om, ) An San, tt .FCA) =| fade ire Uor) E, 
a "EN 


PCA) =| fax 由 延 拓 定理 知道 比 式 在 整个 > 上 成 立 . f 即 是 上 关 
于 pp 的 RN 导数 ， 

GDC BIR FUE) => Civ). # S, 5 pa. e. 收敛 于 可 测 函 
数 / BUF GDS) 的 证 明 可 得 出 上 E LGX 和 六 = 
ECf|\@,). Levy 定理 (3$1 €H nE S, > f wae. 

Civ) G) FRAME, Y Gv) 对 于 某 个 < 成 立时 ,(iv) 对 于 任 
意 c 均 成 立 . MHF SX BARES 4 连续 测度 ,此 时 P|: 
> (0,00) EMR HM EAT AME REM k > 0， 

woo, SEL ay = | i — (2.11) 


此 时 对 于 每 个 AE€ SLE CAD S kela). RI G) 证 明 中 
的 r, 并 且 象 (2. 10) - REL 户 , 则 | Sa. Sk S 1). Gv) 保 
证 了 ,> 了 pa.e.. 自 然 地 ,~ 三 从 而 上 1, 一 了 ,一 0， 
由 (i) 与 (vi) 的 等 价 性 的 证 明知 道 E F RF ehy RN 导数 ， 

若 了 不 满足 (2.11), 取 A= (a LET <a. Ar T Apes 
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Q= baog E L). FKA) = FAN A). 


| Fa |b CA) = | FEIA N AD Skala N A) Skal). 
(V A €E >). 由 上 述 证 明 , 存 在 ti € Li. X), {18 
F,(A) = | SdmA ES, 
同时 至 多 相差 一 个 零 测 度 集 ,我 们 有 
fi(w) = 0,0 € MA 
Flw) = fp(w),w E Ar k Sk! 
从 而 
| Alan=| fd IENA) 
a MAy 
= || FI A N (Q\4,)) < IEI] CONA. 
Fi tim fi 一 = 0.44.3 Æ L u, X) 中 的 Cauchy 列 . 
iaia te fle OMS EL, X) 并 且 对 于 Y AE SZ, 
F(A) = limF(A N Ad = lim] fidu =| fap. 


定理 7 设 X 是 .Banach 空间 , 则 

O XA RN ARAARA X 的 每 个 可 分 闭 子 空间 具有 
RN 性 质 . 

Gi) AY~X,MWX.Y 同时 具有 (或 不 具有 )RN HR. 


Gi) #X= (SOX, (1 之 p< 过), 其 中 每 个 X, 具 有 
n=} 
RN HR. W X RE RN HEIR. ORE GK HEX = {r = (Xx,) 20, € 


X zl = Od) da g< e. 


n=l 


(iv) BX REE RN ER UL, (5 XA <p <) RA RN 
性 质 . 

证 明 ”1° 必要 性 显然 , 现 证 充分 性 . Rr Bon 之 1) 是 

Li(y,X) BAR. 每 个 ,具有 几乎 可 分 值 . 设 Q E23,u(Q) = 0,8 
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DS EDAR 上 有 可 分 值 , 记 

E = span{f,(w),w E DAQ, > 1}, 
则 五 是 X 的 可 分 子 空间 . Mk IE EE AT CS 
ZB, wel ayMARAF EAR. EBA RN ERIT, Sa. e 收敛. 
回 到 空间 XX, 仍 是 a.e. BCS. EPH 6 说 明 X 具有 RN 性 质 . 

2” BX AA RN 性质, ,X->Y 了 是 同 构 股 射 ,了 是 到 上 的 并 
AM PRE CE Xa ile i <i Pall selar] ab > o nee. 
IAS AY FRE OY (PRC, Brnon STS Bn EX 

BR. sup Il Fn Why < ce 时 ,sup OOF, ha <L S, ave. UBER, 
f, ave. IOS. 由 定理 6， y 具有 RN 性 质 . 反 过 来 的 证 明 也 一 样 . 

3 设 每 个 X, BA RN YRS SEX (AR. 由 
定理 6 ,不妨 假设 sup Wid, Sc. 注意 对 于 每 个 4€ AS) = 
PSE Cw) arr cere) 并 且 对 于 每 个 固定 的 i S 1， Bon 
宇 1) 是 X, (AR sup AP Wh < so, 于 是 LY > FO are. sid fle) 
= (Fw) fw). ") ,我 们 证 明 对 于 几乎 所 有 w€ N. fw) E 
XX 并 且 fE LX). SEM EV mS, 

Co No 0 FP Cw) se fw) We) 
从 而 几乎 处 处 有 
DO = lim I 
应 用 Fatou 引 理 和 控制 收敛 定理 得 到 


Fg = Í, lim X) j f° (w) I Sd 
mn A 

< lim | St | fC) | de 
ed a a 


= lim| lim 3) || AC) || de 
meod A neoe 全 | 


= lim limf, > | °C) || xdp < < 
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现在 ,由 于 PP DL UXO 收敛 于 产 ,由 定理 EG” |2, = 
LP AT EAA) = Si FES Bon > 1) 的 右 闭 元 . 再 由 定理 
1 得 出 fLs UX) US. EE 2 说明 S a. e WS. ATX BA RN 
性 质 . 

4 WX AARNE. Bon S 1) BUNS WOH 
测度 空间 的 LC XD (RRIF A 


sup | A la =f AWD Ii uode)” 
nEN 2 t 


= S [fw hdd < (2,12) 
Eh S) = flw w) EXw € Ow E ,由 著 性 质 
Efri hn) = f). 
At FLEA ENR, So ,w) EX (BR. (2.12) 说 明 对 于 几 
平 所 有 wE€ DEEL XD 有 界 的 .下 具有 RN 性 质 ,由 定理 1， 
FE Sw) € L, X) 使 得 l 


A 
Jp fw) — Fla! ew) || Pde! 一 0 (2.13) 

男 一 方面 ,Chatterji 定理 说 明 , 对 于 几乎 所 有 w Er Flee 2, 
If, (@! sa) — fw! ,w) || x > 0. (2.14) 


必要 时 改变 各 个 函数 在 一 个 零 测度 集 上 的 值 , 由 广 (w ,wo) 关于 
的 可 测 性 ,Fw' .@) 关于 可 测 , 实际 上 (2, 13) pea, e. 成 立 , 即 


I, | F.C" vw) || del > I, | Fle! w) || ?dp peace, 
由 Fatou 引 理 和 (2. 12) 
[J EA rdp iim mtf f ea an dw 
NI Y now > AJ Y 


即 Fo ) = fiw w) E L, X) 
最 后 ,(2.12) 表明 广 (w ) 是 一 致 可 积 的 ,再 由 (2.14) 得 出 


| | F sw) — flo! oo) || xdudy! 一 0 
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ER || fw) 一 fw) 6, 从 而 

EC fo") R) = f(a"), 
H Ca) EL, CX) 和 Levy 定理 得 出 大 (wo) > fla") aF 
Fe lp UGAD BG RN 性 质 } 


S3 fF inh A Be 


定义 1 GES 2) EEE A nS Yo ft 
BA REI, RE > N U [ood 称 为 一 个 停 时 Gtopping 
time) AIETE n P liwra) Sn) © B, 4 p = os) = 0 
时 . 称 = 为 有 限 停 时 . 当 suprtu) < oc MHE cy AT IRE AIEI 
时 的 全 体 记 为 了 
有 时 称 递 增 " 代数 序列 为 一 个 随机 基 Cstochastie base), 
HF on > 1 ERI ELPA orlo Sn} ©, BY 
以 换 为 fw,r(w) = n) © A, HS BE So ELLY lw) < 
alw) ae W S ”是 了 或 全 体 停 时 集合 上 的 半 序 .从 而 使 之 成 为 
E fH] SR. 
定理 1 126%, .n > D 是 随机 基 , 则 
G) r(o) = k EE. 
Gi) t,o 是 停 时 , 则 r A osr Vor + o ER. 
GD 5 是 停 时 (k > D, supr infe, 是 停 时 . 
证 明 ana OO rene Feb. 
Qn=k 
2” 由 下 列 诸 式 可 知 
{rN on} ={er<n}U lo<nh E B, 
(VaLa) = {Ln N o<n EB, 


ir+o0<n} =U Cr = 7} N Sni E 4%, 
i=] 


3° 同样 地 
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定义 2 设 + 是 停 时 , 称 
B. = {AAE SAN =n) € ZnS}, 
是 与 + 相应 的 o 代数 . 
直接 验证 可 知 多 确 为 o 代数 ,函数 ceo) A, 可 测 的 . 
定理 2 Broo 是 停 时 
Qro, Mj B,C Z, 
Gi) {t= o},{it<o} dr < oo) RRF S.A B. 
(iil) 若 A E B. Mj Ta = TXa + Xa PRAY. 
证 明 1° 对 于 每 个 4€ Z Mnl HEXANE 
B, Wat AN {o<n} = AN fo<n} NiS) 加 ,所 以 A 
E B, El B,C ZB. 
2° (rz 一 “) 作为 一 个 集合 ， 


NT =n) € Z 
{r<o} N ir= n? Nir=n} 
N te = nye Z 


{r<o} N {¢ =n} rín 
fira = {r<oU {r=0 
第 一 式 说 明 {r = 0} € Z, r= n) A oI n Wir = o) 
E Ba | r< oj) € 2,, 第 三 式 说 明 {r 之 o) € Ze RE 
的 式 子 说 明 {z 委 co) € BK. 
定理 3 a. Bin DERNE, SB, nS 1) 是 适应 过 
程 ,rE TAU Se) = fan (wo) 是 关于 -B 可 测 的 函数 , 若 此 时 令 
Fon = 0 U Fin) ,人 是 杞 -可 测 的 任 一 函数 , 则 上 述 z 可 以 是 任 一 
停 时 ， 
证 明 ”事实 上 
Fela) = SUF Lam + SCO) Xtra B.D 


n=l 


} 
= {ø > n) 
Ty 
= { } 
} 
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对 于 X 中 任 一 开 集 B, 

{w, fw) € B} N {r =n} = {w, f, (w) € B) € Z, 

fw, fw) E€ B} N {r= 00} = {w, fow) € B) € Zo 
于 是 {w,f.(w) E B} € BW S 关于 A, 可 测 . 

Pl i BEX HY Borel 集 . C.F, n> 1) 是 适应 序列 , 令 
rlw) = inf {n, f, (w) © B}, Gnt Ø = œ), ME r 是 停 时 ,实际 上 


(r= n) = (f, E€ BIU U EB) E D>), 


{Tt 三 oo} =i, € B), 
故 得 之 ， 
定理 4 BC, Ban 1) È LX) BR 
G) 对 于 任何 t,o E T, 4 0 Scot EGZ.) = fa 
Gi) ECG Zn 之 1) 还 是 正则 著 , 则 对 于 任何 停 时 ot 
上 式 成 立 . 
证 明 1° 对 于 有 界 停 时 t,o ET, 不 妨 取 m 之 max{r,0), 对 于 
每 个 4€ 多 ,, 由 于 4AE€ BMPR nS LAN =n) EZ, 
ANM{r=n} € Z, Mit 


| fede = > [fide = > | Sade = | fede 


=l an fo=n n=l an foment} 


类 他 地 | fidp = f Sdr th 
| fede= | fdp VAC, 
即 EGB) = fo | 
2 BELG OKBES|S) = fa if. = lim f,a. e. 
HFE AE Z | 
| fdu= > > | fad | fan 
: = antra AM {r= 0} 


-y | EC Bd + | ESIC UH, dp 


< 
=l Aniren AN {rao} 
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= 5 B fdu + | fdp =f fdp 
=l Ani AN frescos 4 

ROA ECS|4) = fe 注意 由 Levy 定理 , IFEN S > 
ECF {oC U BD ae ,所 以 上 面 第 二 个 等 号 成 立 . 现在 上 式 酚 端 同 
时 关于 : 2, 取 条 件 期 望 得 到 

EC.) 40) = EEU NID) |B) = ECFA) = fa 
在 第 一 种 情况 有 Ee = 此 | EC lS YE SEV SM oe TE 
AMEE | fe) = EV ECS SO SEW PI oo. Wiis, 
E L (u, X). 

PHE 5 BRU Bon 1) EW, iH 

O sup | A a < o HBf sup S a < oe, 

Gi) (HERE HE J optional sampling property) Ron ET 
AGA INA REI U, Bon > 1) ER EG Bn 
之 1) IEMA. 1B on 之 1) 也 是 正则 的 ， 

Gii) (HEEM stopped property) CS. Bane 
蒜 , 则 对 于 任何 停 时 r, finn Bran 之 1) ERR. 

Gv) 适应 可 积 序列 (三 ， Bn D DER, 4 BLES = 
Const. 

证 明 1 MF TET Rm Se MEANS =f 
fei S ESA) Wi SSF. Wa. EBG). 

2° BER 4 SGD. AS, = EU Bn) n> DFE 
LX) MF ce, ET Rm Sc, BM EARP A, 取 条 件 
WEEE EC 1B =f, RFC Zon 之 1) 是 正则 的 , 则 
Fe = ENB) = EES |Bm |B) = EG |B) 

3” aiD 是 Gi) 的 特例 ， 

4” 必要 性 是 显然 的 . MU EP = 二 r+, 并 且 r,o€ 1 ,oo 所， 
EAE BEM u= ola 十 ro 可 以 验证 AGE 于 是 


r=Ef,=| fdu + | fede 
A MA 
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=| fdn + ES | pan=|ran-|run 


| fsdx = | fda 实际 上 ,4 WEB, pE RE BD 
ECS |B) = fo. FPA t= mio = n BP ABER. 

作为 应 用 ,我 们 证 明 关 于 拷 的 所 谓 局 部 收敛 定理 . 为 此 对 于 两 
个 集合 A.8, 我 们 记 A4 CBa.e., 若 ux(B\AM4)= 二 0. 当 4CBua.e. 
并 且 BCAa.e. 时 记 A4==Ba.e.. 

定理 6 若 Banach 空间 X 具 有 RN 性质. G Bonal 是 
W, d' = sup Il fn — faa} Cfo = 0). 4 Ed* Coit. S < 

= (FW ja. e. l 


证 明 $ 
c==infin, |S, i] > Abs {inf$ = 00} (3. 2) 
则 rt 是 停 时 . 由 停止 定理 , Sonus Beane 之 1) RR. 现在 ， 
Il fin = fi Xo H A Xien 
S AXi + Cl Fe I Sem Feet Uh Xess 
SAF aA Xen TZ co 
I foo ll = TA <a, r= co 


BZ EW fia ll SC A+ Ed” < 00, BRU Senne Bienen > 1) 是 
LX) HRR, X 的 RN 性 质保 证 了 Srana. e. 收敛 ,特别 地 在 {7 
= 0c} Es Sern = Sas PRR f, Ele = co} = (f° SA} Fae, Wm. 

His <) = UU SA) AES, ELS <) E a. est + 
反 的 包含 关系 是 显然 的 


$4 ” 实 值 下 载 的 应 用 
本 节 首先 讨论 实 值 蒜 的 两 个 推广 的 类 型 ,上 款 和 下 款 ( 二 者 又 


统 PMA PBO Fra IE PY PR. 然后 利用 所 得 结论 给 出 取 值 于 某 
些 特 殊 空间 的 蒜 收 敛 定理 并 以 此 验证 这 些 空 间 的 RAN 性 质 . 
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定义 1 实 值 适 应 序列 Zon > 1) RA OP 
(submartingale) AII FRG n SLES.) 之 f,, 当 相反 的 
不 等 式 成 立时 , 称 (f,,: 多 ,,n > 1) AERA. 

显然 , 即 是 下 著 又 是 上 鞍 的 适应 序列 是 蒜 . 

# fi +B, on = 1) ETE Banach 空间 X 中 取 值 的 坝 , 则 根据 款 

I = MEGa SEC far d 1A, 
FHWA Bon > 1) EEN ETR. 

ECS +A, sn 1) ARATA pR 一 RERA K BH 
Jensen RER E) SPE Gra PN SEPS mD PD FEK 
EASD < o E D B’ SD EPR. BO Bn SD 
LAE TF REO = PS 0. pS 1) WS, Zon DEFA. 
4 Cf, ,G,n > 1) 是 一 个 蒜 时 ,对 于 1<S p oo, Sh, 
n> 1) EPR. 此 外 ,由 于 

E|f,| = Ef] — Ef, = 2Eft — Ef, = 2Ef7 — Ef, 
RT TBR Sa La GRAAL MsupL Sy < co. 

设 a.6 为 两 个 实数 ,a LOM F n BEB Ter tid 

kh, = min{k,0 Lk Snar Ka}, 
k, = min{k,ki Ck SK n,a, = 5}, 


i 


kaji = Min{k skaj GR Sas Ka}. 

ky, = min {ksk CR < nx, Zb), 
E k, 是 满足 以 上 定义 的 最 后 一 个 下 标 , 记 此 后 的 久 n 使 
ka (BE Rone) 有 定义 的 最 大 非 负 整数 万, 称 为 是 zz。 由 下 而 上 
SEAR KT (ab) 的 次 数 . 当 把 te, 换 为 2 个 名 的 函数 用 (ww)， 
ee, f, (œ) BFH, = H, w) 也 与 w AR. HIRET k; = ki(w) 也 与 
w 有关. 
引 理 1(Doob 上 穿 不 等 式 )” 设 及,(w) BPR <i 
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<a) 由 下 而 上 穿越 区 间 (a,6) BASE 则 
EH,(w) S bagel: = a)” (4. 1) 
证 明 定义 
. fi BRS Ry 或 者 kaj- IIS ky, 
i = 
i 1, HG ky <k S kyr 
当 Rou, +1 有 定义 时 


5 Tye (Cae 一 24) = Cri 一 Te) 十 … “十 (zip 一 om) 
im 


< (a — b) H.. 
当 Ron, 有 定义 (kzrr +1 无 定义 ) 时 ， 


Sin Can 24) = (ry, — 4) Hoe + Cn > Tan) 
< (a — WH, + Cr, — a). 
AS ,无论 哪 种 情况 
Sia lena — a) <(a—6)H, + Cr, —a)* 


k= 1 


将 rz HHS, (of, Cw) HF m BAY 19 2 


n—) 
5S | a Adda < a DEH, + EU — 0)" 
Mayen 
(4, 2) 
BE lias = 1) 是 关于 A, 可 测 的 . 实际 上 
fia = 1} 一 U Cika; Cw) <k + L}\ (Raja Co) <k + 14) 


ere £4] 
kia Hf SF AE ATR FB; 可 测 . 这 说 明 (4.2) 左 端的 积 
有 意义 , 根据 下 著 定 义 得 出 (4.2) 左 端 非 负 , 从 而 得 出 (4. 1). 
定理 1 (Doob) L, 有 界 下 款 a.e. MAF — A a Rew 
WAR i AESC 不 收敛 的 w 的 全 体 , 往 证 AKC(4) = 0. 
Rab 为 任意 有 理 数 ,a 二 5, 定 义 
A,, = {wlim inff, (w) Ka <b lim supf, (w) }, (4.3) 


nore 
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yA = UA. 车 w€ As aH, WM H,(w) 4 H(w) = 0, 故 A. 
C (H(w) = co) .根据 Fatou 引 理 
EH < supEH, < L supE(CF — a)* 
— d eN 


<L eul lf. li + laD <æ, 

所 以 五 E Li. uCH = œ) = 0. Mili lAa) = 0,p(4) = 0. 

不 妨 设 Sa > fave. iH Fatou 引 理 得 出 

五 | 六 < lim inf E| f, | 和 sup | fa lla <% 

了 可 积 . 

推论 1 SP FRCS Bon D, (SL, ALY 
一 致 可 积 . 若 f 是 非 负 的 , 则 它们 还 等 价 于 存在 f€ LOS, < 
ECF |B,) (aed). 

证 明 ”由 Doob 定理 ,第 一 个 断言 显然 成 立 . 对 于 第 二 个 断 
Bo MSL, Wer fat. BATER. S, SEG Z2. 容易 推 
tH MEE fa] m nf, SES n| By). EEn Sm > 09 容易 得 出 
WL, RES, |G) > ED). 从 而 所 说 的 不 等 式 成 立 . 反 过 
Hf, ERS EL, WES, n 21) — By RL MAT Son 

一 致 可 积 . 

例 ”ZL 有 界 下 拷 不 必 是 一 致 可 积 的 , 例如 : 设 包 是 相互 独立 
的 同 分 布 随机 变量 ,2 ~ N (0,1) 是 标准 正 态 分 布 . S 


` X -i g 
S, = DES. = eSa 2”, B, = ol Es 
=1 


my A 非 负 并 且 

Ea lZ) — fy = OT ve TECH |B, — f, = 0. 
EREC, Bn > 1) BRIER EF, = (Ee T) = 1,6 Zon 
> 1) EL, 有 界 的 从 而 a e gak. £ 独立 ,由 强大 数 定律 


oy Be, =O ae, 


n 


从 而 
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fi = ei = eP 0 a.e. 

WE Ef, = 1, 则 {f,) 不 是 一 致 可 积 的 . 

定理 2 (Doob 分 解 ) BRATR Bon 之 1) 可 以 写成 了 
= gr + An 21) RP (en Bo > 1) ERT A, XF Za FY 
测 并 且 

SAKAL SALSA Sey 

这 种 分 解 是 唯一 的 . 此 时 下 款 L Se ae, 1) E 
USE EL A. == lim, E La 

PR ERE P AY CA, A,n 1) 为 可 料 C4, EF, 可 湖 ) 增加 
vt fE (predictable-increasing process), 

证 明 定义 


A, = DA, = NELLA, DeD) Or 2), 


m = f, A D1). 
网 A, RF 4, ri 由 TAER. A, > 0. 从 而 
A, = A, + EG Br fro) BA 
MCAT A, 1) 的 可 料 性 ， 
Elg, dg, 1) = ECS,|.4,..) — A, 
= (ECS, | Bi.) — aa — Aad + Sioa 
= — Ana + fra = Ena 
(5B, om > 1) FER, 
设 另 有 分 解 fi = gr — Anga A, BEEE go FA, W 
Fass — Sa = Bra S Bn t+ Angi — An 
两 边关 于 Z, RR AL S 1} 的 可 料 性 ， 
Eai — In| Fund = Ang — An 
a] FEAY RI AL 1) 成立. 从 而 4 一 A, = Asai 一 4,， 
但 A, = A, =0. FRA, = ALS 1). ABE ge, = f, 一 A, = 
f, —A, = g, > 1). 
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若 (En B, on 1) 是 正则 著 , 存 在 g € Li,g, = E(g|F,) n> 
1. H §1 Levy 定理 知道 | 8, 一 g 1 一 0. 若 4. = limA, a. e. 并 
H Av € Li MOA, SAs. H Lebesgue 控制 收敛 定理 ,| A, 一 
A.. 1 一 0, 从 而 
和 访 一 人 十 4 入 委 下 有 一 有 人 二 和 4 一 4 本 一 0 
有 反之 若 f, 工 ,收敛 于 了 ,注意 到 A, 非 负 , 故 g, 夺 Jf, 以 及 gi SS 
从 而 supka* < supE f? < sup IA da < co ,这 意味 着 su EAE 
< oc. 现在 
A, = f, > g/g 
由 Fatou 3|, 
EAL. < < supEA, < supE fy 一 Eg, = supë f? — Eg, < œ% 
所 以 As © L, 并 且 
le, — E Ad a S f+ | A, Az Il 0 
(g jb, Woe. E 82 EMI, Bn 之 1) 是 正则 的 . 
定理 3 RU oZ on > 1) EPR 
CG) 对 于 任何 ro E€ Tro SES |Z) È fo 
Gi) ( 选 样 性 质 ) 车 x, © Tsin) 是 一 增加 的 , 则 Cf Z on 
之 1) EPR. 
Cit) (停止 性 质 ) SEF E A EBT T Sonno Bennom 之 1) 是 下 
ph. 
G) ENAERE, Zon > 1) EFREN (Efor E 
T) 是 递增 的 . 
OD) EF FRA Zan > 1)ssup | f a < 09 4 AMS 
sup Il fll, <0. 
证 明 1° ik nm = max{ , 则 


E|f,| = >I. Vite $< 


即 S, € Ly. ARSC Ly. HEH 2. ERS =e, + Amel), 
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显然 对 于 任何 停 时 rf, = gt APR A 之 4,, 从 而 
Ef, |B.) = Elg |B.) + ECA, |Z). 
(Er Bon > 1) RFR § 3 HB 4G) Ee, |B) = g. 总 之 
ES |B) SB + A,= fa 

2° FG) 直接 得 到 Gi), Gil). 对 于 Giv), 必 要 性 是 明显 的 , 类 
WF $3 定理 5Giv) 的 证 明 方法 应 用 于 下 款 得 到 充分 性 . BFW) 
By HP BRAY Doob 分 解 得 到 . 

定理 4 2S Bn S11) 是 非 负 下 款 , 记 广 
sup EOIN | fl » = SUP LAIL IS pS, R 


i 


G AUS > A) <| fd, (4. 4) 
Uf," >A 
AMP > AS WF i -VA>o (4.5) 
Gi) ELIP, p qa =l, 
WF t,<@alFfll,. (4. 6) 
G IF I< “IAD, (4.7) 
# logt a = loga,a È 1; a O<a<l. 
证 明 1 Roa = infin, f,(w) >A}. 
Aulon <n} = AY ale, =i < >f Sady 
<Df fdr= | fide, 
i=] mo nS 


实际 上 ,{m 委 中 ={ 记 二 人 故 (4.4) 成 立 . 令 > oo 便 得 到 (4. 5). 

2° AERA) ,让 我 们 先 应 用 Fubini 定理 得 到 一 个 等 式 . 设 
@:L0,co) 人 [0 ,co) 是 连续 增加 函数 ， 中 (0) = 0, 则 对 于 非 负 函数 
h, 


oe i 
E®(h) = {J d®(Adp = | l | xusndad@ay 
0 


= faa > Adb), (4.8) 


现在 由 1° 的 证 明 
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AEX 5+ >i 二 AWS? > A} < EF Xir >a ， AD’ On 之 1. 
在 (4.8) 中 以 BG) = RAM 
Efi? = [oe > Adit = pj a EG sada 
8 9 


=a] AEON dea All ASS We 
后 者 应 用 了 Holder 不 等 式 ,从 而 
A ,gf 
仿 -> oo 得 到 (4. 6). 
3 在 (4.8) HR ®t) = (4 一 7, 则 人 B04) = fx ads. th 
(4.4) 和 (4.8) | 
EGI = DKE — tt | wei > AdB) 


<Í i taf fdudà 
Ja I; 


=f pj Laidu = | flog” fi dp 
注意 对 于 > 0,5 > O.alog* b S alog* a + be kih EIB 
Ef, S1+E|f,flog* [A] + e TER 
上 此 即 得 (4. 7)， 
EX2 MPR. Borz D HPL EL Lo pce, 
Re € LEA Bion 21) 的 右 闭 元 , 若 


| fdp <Í gdy, A E€ Z,ın>l (4.9) 
A A 


TIES 设 (f,,. 男 ,nn 之 1) BIER PROS E Lpp, 
WF BREST 
G) r Bnn 1) 有 右 闭 元 z. 
Gi) fl, <. 
GD f° € Lp 
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Civ) fa L, WLS. 
EW OSG. Be AAT M O< S, < EID. th 
Jensen 不 等 式 
o< fL (EBY < EG |S,), 
从 而 | 
0< Eft < EEG |Z.) = Eg’. 
即 有 IFiS lgl, <. 
(GD 一 (iii) 由 定理 4Gii 得 到 . 
(iii Civ) 4 ft E ZL 时 ,由 定理 1,f,a.e. 收 化 于 可 积 B 
B SAT Sa Li KAF S. RIE Fatou 引 理 ， 
Ef < supE f! < Ef < oo. 
th SE Ly X 
[iA Fides f if lde 


+j fede z| [flay 
>c} >e 


(E f 


<f. s, fdat | tty 
S S&a 


{ff >o 


先 取 c 足够 大 ,使 第 二 项 小 于 e/2, 再 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 使 
第 一 项 当 足够 大 时 小 于 e/2. 则 知 LL. 一 Fp o. 
GDG) 车 上 一 ff 一 0, 则 /EL,. 对 于 VY AE 图,， 


tim) fade = | fan 
ATT TIER, H m > n Bt 
| fde<| fdu- | fan. 
it 
| far< | fax, VAC Bon D1 


SERS, Aon > 1) 的 右 闭 元 . 
定理 6 (Scalora) CS, 4, n> 1) 是 取 值 于 自 反 空间 X 的 
85 


oR FF Hsup 1 Fa ha < se , 则 存在 可 测 函 数 六 ,使 得 几 一 了 上 弱 a.e. 
成 立 ， 

WEAR Of, 强 可 测 , 故 不 妨 设 f.C0\A,) 可 分 .其 中 以 (4,)= 二 0 
n>1). RAC S ||. Z ou Sle PREALAR. BER 1 Ae 
lim || A) Il a.e. 存在 . 设 fCw) 目 在 人 NN4. 上 的 极限 处 处 存 


在 ,x(4%) = 0.10 A = UA, U An. 
E = span(f,(w),0 € Q\A.n > 1} 
EBX HPPARET SA AMAA RSH. lat E 可 分 . 
对 于 每 个 z* ECE a's, A onSvDeL AREA. 
sup |x" f,| < | z* | sup Il fr Ili <. 
根据 定理 1 ,存在 函数 Zj… 0 S, >Z a.e. ,不 妨 设 例外 集 为 4.…， 
WA, ) 二 0.E* 可 分 ,不 妨 设 {xx ,之 1) EE 中 稠密 , 对 于 每 个 
xt ,除去 例外 集 4 ori Fa Zu 处 处 成 立 . 记 B 一 AU CUA)» 
则 CB) = 0, 我 们 汤 定 {有} 在 ANB 上 弱 收 敛 ， 
实际 上 ,对 于 每 个 wE AB im 上 tw) 上 存在 ,从 而 存在 < 
> 0.188 IO) Sce Sw AX) ,定义 
. Q (a) = x fw Vr EE, 
Ye > 0, 取 $=e/c, 当 xz’ sy EE, ri 一 下 < 时， 
(2° - AG I< lat my | fl Ke eS e, 
{Q,) 是 等 度 绝对 连续 函数 序列 . 由 于 E Ajk >l FE 
IQ, Cri) — Qula) | = laf fal) — ai f.(@) | > 0 
(m,n —> 5 
小 是 在 度量 间 E" 的 稠密 子 集 上 收敛 的 连续 函数 列 ATQ 
eee 间 E+ EWS: 
IQ t) — Qual) | = la’ fw) — 7 f,(w) | > 0 
换 句 话说 , {Cw) 2 1} Æ w Cauchy 序列 . 
自 反 空 间 是 w 序列 完备 的 . 故 存在 f(w) E E,f(w) = w 
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limf, (o). 作为 函数 SO > ES ESRT E iw ae. RRS 
BPM ACL. § 3 ESGID). 又 对 于 任何 xz” EX 2 |, Ee 
以 实际 上 ,在 空间 和 X PS, > fwae, 

由 证 明 过 程 可 知 ,只 要 六 rw 序列 完备 并 且 X* 可 分 ,结论 仍然 
成 立 . 

推论 2 ”定理 6 中 的 空间 换 为 序列 完备 ,其 共 恩 空间 X 
可 分 的 Banach 空间 ,结论 仍然 成 立 . 

推论 3 EE 6 中 的 收敛 性 实际 上 是 ( 强 )a.e. WSL. 

本 推论 由 Chatterji 定理 得 出 . 由 同一 定理 还 得 出 : 

推论 4 自 反 空间 具有 RN 性 质 , 共 斩 空 间 可 分 的 弱 序 列 完 
备 空间 具有 RN 人 性质. 
”定理 7 EXEO EZE, G, Z, n 之 1) EXARH 
且 sup |S. Mi < so , 则 存在 可 测 函 数 SRR S> S ae. 

证 明 ”此 定理 的 证 明 与 定理 6 相仿 ,以 下 仅 指出 需要 修正 之 
Xk. 

1” X=Y ,X 可 分 ,从 而 Y 可 分 .代替 定理 5 中 "的 

TRER {r pY 中 存在 可 数 调 密集 {y;) ,定义 

209 = flwy, VyEY. 
类 似 地 证 明 得 到 ,至 多 除去 一 个 零 测度 集 4, Q) 在 整个 空间 Y 上 
收敛 , 即 f,(w) 是 几乎 处 处 w* Cauchy 的 . 

2” 我 们 证 明 当 w E ONA 时 ,存在 f(w) ,使 得 f,(w)y 一 
Sy. 实际 上 , Ae ee OA MEVV CY, EMI) = 
limf, (cody L(y) 关于 y 是 线性 的 ,由 于 { Df,(w) 1) 有 界 , 故 

O)| = lim | F691 < sup Uf.) Uh Il I 


于 是 :EY', 记 /一 f(w) € X, pene ae. 
3" 容易 知道 /是 可 测 的 . 现在 剩 下 需要 证 明 上 述 的 w' 收 
全 实际 上 是 ( 强 )a.e. 收敛 的 .为 此 只 须 修 正 Chatterji 定 理 , 苑 把 其 
中 的 w WSR w 收敛 . 这 样 做 的 合理 性 可 直接 验证 . 
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推论 S(Dunford-Pettis) ”可 分 其 思 空 间 具 有 RN PER. 
定理 8 (Uhl) O 若 X 的 每 个 可 分 子 空间 同 构 于 可 分 共 辆 
空间 的 子 空间 , 则 X 具有 RN 性质. Gi) AX HBA OPS A 
AAS SEA mX 具有 RN 性 质 . 

证 明 O) 是 上 述 推论 的 明显 结论 , BEG). Æ Y AEX "的 可 
分 子 空间 ,只 须 证 明了 同 构 于 可 分 共 思 空 间 的 子 空间 . yn 之 
1} 是 空间 Y 的 单位 球面 SCY) 中 的 可 数 稠密 子 集 ,{zw， 1) CX 
并 且 lla, Il <1, slimy, Cr D= ly | == 1, 则 对 于 每 个 y€Y， 

hyl = supiy sr EW, | ei] <1} 

其 中 W = span{z,,,n 21.7 >21}. 

Bt ye yjw 是 Y BIW? 的 等 距 同 构 . 由 假设 W* 可 分 . 由 人 和 
W" 具有 RN 性 质 . 所 以 Y 有 RN 性 质 .Y 的 X* 的 任 一 可 分 子 空 
间 , 从 而 X* 具有 RN R. 

推论 6 MFM) 具有 RN ER. 

证 明 0) 的 每 个 可 分 子 空间 本 身 是 共 恩 空间 4 的 子 空 间 . 
AEE 8 8G) 得 到 . 

Banach 空间 X 称 为 是 弱 紧 生成 的 (weakly compactly 
generated , 简 记 为 WCG ) :如 果 它 是 由 某 个 弱 紧 集 生 成 的 . 

:定理 9 (Kuo) 设 X 是 Banach Bla), HH SET 
WCG 空间 Y 的 子 空间 , 则 X' 具有 RN 性 质 ， 

特别 地 ,每 个 WCG ERS AA RN 性 质 . 

证 明 ”由 定理 8(iD ,只 须 证 明 对 于 X 的 每 个 可 分 闭 子 空间 
ZZ 是 可 分 的 . AZ 是 这 样 的 空间 , 取 2 的 单位 球面 中 的 稠密 集 
fenn lR leon 1) EL EE. EMER TTL > Zz, 
Te) =z,i 庆 1. 了 7 了 是 如 到 2Z, 上 的 连续 性 算 子 .由 开 上 映射 定理 知人 
是 开 上 映射 ,从 而 TZ 一 i 是 同 构 .因为 Z 是 XX 的 子 空间 ,所 以 
Z* =QX'.Qzx' = a |z FET QX? 一 人 是 有 界线 性 算 子 . 但 
Lo 是 内 射 Banach 空间 (1 是 内 射 空间 , 若 对 于 任何 Banach 空间 XX 
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入 的 任何 子 空间 Y, 有 界线 性 算 子 人 :Y 一 L., 有 到 羡 的 有 界线 性 
延 拓 ). 现在 X* 是 Y 的 子 空间 , 故 可 将 7*Q@ 延 拓 为 从 Y FIL. A 
界线 性 算 子 , 仍 记 为 2'Q. 由 于 连续 线性 算 子 把 w ARR A w 
紧 集 ,所 以 ZT'Q(OY) 是 7 中 的 包 紧 集 . BFL. PH we BRE w 
紧 集 ,并 且 是 可 变量 化 的 ,于 是 是 ww 可 分 的 从 而 是 范 数 可 分 的 , 即 
annie TZ) CT" QY) FBT CZ") 可 分 . 
= (1°) (1 (Z")) 可 分 . 定理 得 证 . 
定理 10 (Chatterji) Er Bn > 1) 是 在 Banach 3 fi] X 
- HIREK PAAR SL, a. e. 收敛， 
证 明 ”由 Krein-Smujian 定理 ,不 妨 设 天 是 团 四 集 或 绝对 闭 
aia 不 失 一 般 性 ,假设 天 是 属于 X 的 某 个 可 分 子 空 间 的 , 这 保证 
T X HSS) PAX 的 可 数 确定 集 , 不 妨 设 (zx? ok > 1) ,使 得 
wees EX, l 


ll =suplas()}. 

由 于 ww SE wR E w POR. E n Bron S 
1) 完全 可 以 看 成 在 一 个 ww FA SSH Eja Haarby Banach 
Ase HAA AUER. 由 推论 3, 此 种 空间 具有 RN 性 质 又 弱 紧 集 是 有 
界 集 ,从 而 {jf,.n 之 1} EL, 有 界 的 ,从 而 Sf, aoe. WSK. 

引 理 2 if Banach 空间 区 上 定义 有 有 界线 性 算 子 序列 人 :六 
一 区 ,其 中 X, 是 和 的 闲 子 空间 旦 具有 RN 性 质 . AT, 具有 性 质 : 
OL Ty = TT, 对 于 任何 x EX,imTz = 2 Gi) 
M (yuo 1) HEX REE EIIE E Cay. = 时 ,limy, 存在， 
Wl X RA RN 性 质 . 

证 明 ORFS SOX RAR ES ESM. 由 (Ci AX, 
的 RN 性 质 . 对 于 每 个 A € SZ, 

F(A) = limT F(A) = imf fay (4.10) 


其 中 f,(w) EX. T, 是 有 界 算 子 . ATTE BARRE iS 
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WE AF, E LUX 存在 . 由 (i) 对 于 任何 4E X, 
| fade 一 TF CA) = T, T, EFA) 
= ,| Jonide = | aaan 
FHA = TS eae ATRL WARE. 考虑 实测 度 
PF SR Bg = HEL a g € L RRS BAB, C Bess 


k >10 = Ü Bi.g ERA Bi LAF. BIIN gw) < Mw E Bi 从 
而 EIAN BD <S MEA 站 Bo 此 时 必 有 jA | SM, 
wE Bn St. 由 Gii), 在 Bi 上 ,limf,(%) = f(w) ,py-a.e. ,实际 上 ， 
在 整个 如 上 ,极限 oe. RSL fp 可 测 , 从 而 fp 可 测 , 现 在 由 控 
制 收敛 定理 
F(A N B) = lim | fid = | fap 
nocd ANB, 


ANB, 
HF AR EE SE LUX 并 且 
FCA) = | Jana € 2. 


FEF ERN 人 性质. 
回忆 Banach 空间 和 的 Schauder FE {z,.1 2> 1) Rir on 2 1} 


是 有 界 完 备 基 (boundedly complete base) ,车 对 于 任何 序列 (ay 
> CR, 当 sup | Sax | <o ft, Syam RCSL. 此 时 对 于 


任何 z= Sant AT 2 = Saz, UT) 满足 引 理 中 叙述 的 条 


件 . 于 是 作为 推论 下 面 定理 成 立 
定理 11 (Dunford,Morse) ”具有 有 界 完备 基 的 Banach 空间 


具有 RN 性 质 ， 
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1. ARR CRW SSI 


6s BAS: AY HE” RT SAL BRA TAZ OH, 1964 年 
Fisk Æ X T W. 从 1974 Æ FF 4G, Chacon, Austin. Baxter, Bel- 
low, Sucheston, Edgar 等 人 引进 并 研究 了 实 值 和 向 量 值 的 渐 近 
蒜 ,一 致 渐 近 蒜 以 及 其 它 蒜 型 序列 . 本 章 将 叙述 这 些 蒜 型 序列 的 极 
大 下 数 性 质 . 分 解 性 质 . 选 样 性 质 、. 停 止 性 质 , 以 及 关于 它们 的 点 态 
收敛 定理 ,讨论 它们 与 Banach 空间 的 某 些 几何 性 质 的 关系 . 


$1 Hf 近 ® 


定义 1 TREFI G A, n> ER ATH BE (armart , i 
asymptotic martingale); BEE cE X, E felimES, =r, XE T 是 


关于 递增 子 o RIEC, nL) HA FEAR Set, sup | Ef; || 
<00 , 称 ( 放 , 允 ,,w 过 1) 是 半 渐 近 蒜 人 (semiamart)， 
8S, Bian S1) ERR MRE TE MAME, 
HCA) = | fede €E B 
定理 1 ROU. ZnS) Æ., 
G) r Zo’n 之 1) BAER. 
Gi) 对 于 每 个 AE Bo aU, ,极限 (A) = limp,CA) 


存在 ,yw Bo 上 的 有 限 可 加 向 量 测度 
Git) 上 述 极 限 在 每 个 SA, 上 是 一 致 的 , 即 对 于 VY > 0, 存 在 
rm E 7' 使 得 当 rt 时 ， » Sup Ie CA — po (A) |] Se. 


(iv) 4 supE If, | < co， 则 sup lu, | (2) < oœ, 其 中 
91 


[i CQ) 是 x 的 半 变 差 . 
ae 1° HAR Plime f, AEE. Hn, re Tc ny tt 


IES, = Efa | KIERR S, +L, = Fev, + fiww(Y tom) FE 
EtV no 之 ae 
| Ef, | 一 | Ef enn, + Ef = Fn, | 


PES | +1< 2E LAI 1< w. 


=] 


2 RMAC BS, ,对 于 Ye> 0. ry > m fË ct, > r Et 
| Ef: -~ EF <e 1.1) 
$n > max(Tt,0), 定 义 
T = TXa H nX, of = OX, + XK, 
则 To ET, >r,” 之 0, 从 而 
| CA) = pa) = FER - EP | <e (1.2) 
BD (.(A).t E T} 是 Cauchy 网 从 而 是 收敛 网 ， 

Am.(4) 在 用 .上 的 有 限 可 加 性 是 显然 的 ， 

3” 注意 到 (1.1),(1.2) 对 于 任何 r,z 之 mm 成立, 对 (1.2) 取 
极限 得 到 | (A) 一 HA | Se 此 式 与 4 在 家 中 的 选取 无 
关 , 故 得 之 ， 

t£ 设 M= supe IS. i). AB 1 知道 sup | Ef, =M < œ% 
iE sup |7 |) = M” <w, hR l B $1 eH 4, AME 
sup || (A) | <M”. 


BY No 使 当 T € T.r 之 No 时 ， | Ef, = Ef, | < 1 ,对 于 A € 
Ban Br ENLT = TX t nX Mc > n HH 
pA = ne) — BNA) = Efe — | fade 
从 而 MeD < ef | + EWS | <M+M. Bo € TLR 
E BoM BN {o> m} € B,C Bon FEA 
(B) = BN {a S nm}) + uB AN {o> np). 


人 
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从 而 
| (Bl EEN fom) + Wee CBN fe} | 


Ny 


< Xj jal + M+ M < eco， 


i=] 


定理 2 KS. Bn > 1) 是 可 积 适 应 序列 , 则 以 下 的 条 件 
BASU 
( nB,’ 2 1) Bree. 
Gi) 存在 向 量 测度 eB. — X [E13 
lim | x — (usl BLN) = 0. 
Git) lim | 4, ~ (#1 Bz) | CQ) = 0. 
or€ET 
其 中 uo | B, E ao EB, EY RG |B, E e EB, EPRA. 
证 明 OSG HFEA, B, n S 1) we. (A) = 
lim# (A), A € 万 ,定理 1 的 3° 说 明 Y e> 004 n BR r> n HF, 
J — l BILM 之 sup | CA) = HAD) <e, 
得 出 (ii). 
GDS) ro, M 
| te — (l BILD S |p — o B) OQ) 
+ e E 一 Ce |.) | (2) 
由 Gi) ,第 一 项 极限 为 0. 对 于 第 二 项 ,由 于 .和 %, CBR 
| Cp. 1B) 一 (|B) 1 (0) < sup | ga CA) — 2 CAD || 


< sup | #. (A) — CA) |l 


其 极限 为 0, 得 出 Gii). 
GDS 对 于 YorE 了， 
WES, — Ef, = | 2€2) e || 


S D pW H Een) ~ pr) 

< | fe = panr| (2) + | Lo = Hore | 2) 

= | Cel Ben) ponr | (0) 十 | (te | Bone? T Horr CQ) 
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由 Gi) ,最 后 两 项 极限 均 为 0, 故 得 到 (i). 
定义 2 EFN Ga Zor 之 1) 称 为 是 (B) 有 界 的 
((B)-bounded) ; #sup E Il fel <x, 
定理 3 ( 极 大 引 理 ) 42S) 是 任 一 可 积 适 
列 , 则 对 于 任何 * 0, 极 大 函数 Co) = sup EACE al 
AuCf* > a) < supë IEA | (1. 3) 
证 明 不 妨 设 右 端 是 有 限 的 ， WEE AS LEX 
o = infi Lk, | f,(w)| >å}, Cnfg =k +1). 
记 A, = {w, sup |f Cw) | >A, Bms ETHE 


MAIS | MANEKENA <supEl fl 


S k — oo 即 得 到 所 要 的 结论 . 
在 讨论 取 值 于 一 般 Banach 空间 的 渐 近 靳 的 a.e. 收效 定理 之 
前 ,让 我 们 先 看 一 下 实 值 情况 . 容易 验证 ,对 于 一 个 实 值 渐 近 鞭 
fis Byron 1) GE Br nN FSB nS 1) 也 是 渐 近 拷 ， 
ATO) Zon > 1) BAR. SB EP PRS IR, 
必须 并 且 只 须 它们 是 有 界 的 . MIPS Bon 1) on Bas 
n21) EPER, GS, V ane Feeney, N go Bonal E 
HERR. 
定理 4 TES. Bon Sl) 是 实 值 可 积 适 应 序列 ,g 是 关于 
o UB.) 可 测 的 函数 并 且 每 个 (wo) 是 {fw)wn 之 1} HRAN 
WEY E> 0d > Ot me N, FETTET HR rSmHA 
pw, | fw — g(w)| > 9d) <e (1.4) 
证 明 dF ek UZ) 可 测 ,存在 函数 & KER A, 
可 测 ,不 妨 设 m Sm (BG 
ulw, {gw) — g (w)| > 8/2) <€/2 (1.3) 
8(w) BRS AK 
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{w.|g(w)—g' Cw) |<6/2}C{w.3 n>m, |f,(w) —g! (w) | <8/2). 
MF RTS nS LEX 
. [min (k, EEE n Sk < na [Silo — g' | < 8/2}, 
"la HE. 
HF g' KFS, Mc, € VER (ce, =n) D (1,2, =n 4 1) HF 
且 由 8 的 定义 , Ain =n} = Ø, AMM, = 2) = 0, MER 
足够 大 ,使 p(t = n') < e/2 ,并 且 记 mm = r, fij 
(ws |f w) — g w| <€/2} = {wr <n} (1. 6) 
从 而 (1.5),(1. 6) 给 出 
po, |J) — glw)| > 8) < plo, | f,(w) — g'(w) | > 3/2) 
+ p(w, |g (w) — g/(w)| 2 8/2) 
< ulw, T = n') + ulw, |g) — g'(w)| > 8/2) 
< e/2 + e/2 = €. 
定理 5 (Austin, Edgar ,Tulcea) 在 定理 4 的 条 件 下 ,存在 严 
格 增加 的 有 界 停 时 序列 rm > n ES 一 gg ae. 
证 明 ”由 定理 4 可知, 存在 rm Tot, ee >n f, MEK 
SCF 5, 过 滤 到 子 序列 可 使 a.e. 收敛 ， 
对 于 实数 网 ix.,r € 7'), 其 中 是 定向 集 ,我 们 将 记 
lim SUPT: = inf {(supz,) ; 


lim infz, = sup Cnt, ). 
reT o€ET osr 


定理 6 WS. Bon 之 1) 是 实 值 可 积 适 应 序列 并 且 f* E 
LN FEAREN: 
G) limEf, 存在 ， 
(ii) f, ave. 收敛 . 
证 明 >G 设 了 = limsup fa +f = liminf 了 ,由 定理 5, 
TE MAH RTEA en D1} 和 {0,,n > 1} 使 得 
f. >F. feo/ ave, 
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但 由 Ifo) 一 Cw) 过 2f” Fl Lebesgue 控制 收敛 定理 ， 
0 <f e — Ddy = limf Cf, Cw) — f, ody 
< limsup| (f. — fde = 0 
FEJ = fae. A f, ae WA. 
DSG) 车 一 gg ae. Wim, = ga. e {H 
Ifo) <r BERAE limes, = Eg. 
定理 7 FTL 有 界 实 值 渐 近 坝 是 a.e. 收 敛 的 ， 


证 明 OS. Zn SD EL, ARR MUCH a VS A 
a, Bn > 1) EL, AFE M, JF H sup | —aV\V f, Aal <a. H 


EHE 6 HER 0. 0. 收敛 , 但 由 极 大 引 理 , 当 ”足够 大 时 ,wx(w, 广 
>a) 可 任意 小 ,于 是 f, a.e. kak. 

定理 8( 推 广 的 Fatou 不 等 式 ,Chacon) (O, 2,021) E 
KÉ L, 有 界 适 应 序列 , 则 

[e 一 .站 du x iimsup| C —fodu (1.7) 
LOE. Bon > 1) 是 (B) 有 界 的 , 则 了 ,了 是 可 积 的 . 
证 明 rO 先 设 E Ly. ERE 6 的 证 明说 明 
[a — Pdu x lim sup] (Z. — faddp 
RL REBGS Zn > 1) 是 (8) 有 界 的 ,此 时 存在 有 界 停 时 序 
Flin > 1} 使 得 太一 了 ae. ,由 Fatou 引 理 
EJF] < liminfE |f, | < supE |f| < ~ 
故 子 可 积 ,同样 地 ,上 也 可 积 . 

由 极 大 引 理 ,存在 02, € o( U ZD A WOH) <> sup lS], 
WEY WE AAS o Ka iBS = 一 aV fAa(a>0), 则 
Fr? +B, on 1) 是 适应 序列 ,从 而 

| — foddps lim sup] CA 一 ff du 
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<limsup | = fa ddn. 
Ba ow Ff FTE 性 得 出 (1:7) 
2” #supk |f.| = co. H FsupE |S, | = M< o BH 
lim oof Cf, -- f ydp = oo, (1. 8) 
从 而 (1.7) 仍 成 立 . 实际 上 ,此 时 有 supE& 广 .从 而 对 于 每 个 
E T. Rn Ssup{t(w) we (ft 一 0}}, 令 YY = Tit ms: tN yb ow 
Wc € TFA. : 
[fe - Sodus | Sedu = M 
a Ln . 
于 是 (1.8) 式 成 立 . l 
现在 让 我 们 回 到 一 般 Banach Z EMERE. 
定理 9 GERED RS. Bn > 1) BHM. | cen 1} 
EA AOE), Bon 21) ERDEM 
TR te 一 ,多 = D T BEES, WAR aH 
p 意 关 于 {5,} 的 停 时 m 一 定 是 关于 {多 ;} W. 因此 关于 (g,， 
Gon 1) 的 网 lim Eg felimEf, HFA. 故 结论 成 立 . 
由 定理 9 又 可 得 到 l 
“定理 10 (停止 定理 ) BDF n> 1) 是 浙 近 拷 ， 则 对 于 任 
(oy PS AT r PIE FES Penne Bennett 21) ERER. 
定理 11 (Riesz 分 解 定 理 ) EX BARNES, ni 
1) EMIT RRIF Aliminfe || A || <oo WA = g, bh > DK 
He, Bon > 1) BRR, (h, Bn DS 1) 是 强势 (strong potential), 
Alina |_| D = 0; 其 中 (4) = | haua E B. 此 分 解 是 唯一 
的 . 四 
证 明 WV AE€ @,.4.(A) = lima, (A) FE. $ F, = 


holZ 即 对 于 每 个 4 € BFAD = lim fade 由 于 
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liminf E WS | <œ. RDR F Z2, X ARSE it 


由 Vitalli-Hahn-Saks 定理 .是 4 连续 的 .六 具有 RN 性质 nee 
Bn :02 一 六 使 得 


FCA) = | gdp, VAC A, 
A 


对 于 每 个 A € B,C Byars 


| 8rd y = limf Jnd = | edu (1. 9) 
lEn as n 之 1) EH, Sh, = f, — g, WAE B, WY, 
lim Jede = = lim | ， fndpe— lim Í Endu =Q (1.10) 
INOS, m= MD A 


EE FA) = | gadu D CA) = FCA) 十 (4),AE€ Z. ii 
ERR YE Ri E 2 l 
lim |, — (ue | 4) | (2) = 0 (1.11) 
YE 了 
但 由 F, = H~ |B, 知 F, = Hoo (B, 从 而 
一 (fon | B) 一 be — F5 v 
(1. iD Elim O) = 0, h, Bon = 1) 是 强势， 

EA n> 1) BASS. g +h EP, Gian Sl) 
sem, (hrr Bron 21) 是 强势 . 刚 gn —g,=h, 一 六 (7 之 1)， Ha eR 
HEE. om > n BT 

h, = h, = En 7 En = EC gy41 ~~ Lone) (Z) 

=E(g, — g» | B) = Eth, — hn hB, 
IETF VAEB., 

| = hodu = | Oin — huda 

A JA 
& m > œ 得 到 

| (hi, — h, dpe = imf h, —h, du = 0 
A meod A 
hoh, 关于 Fi, 可 测 ,从 而 h, 一 ho TÆ En = 2,01 = 1) 
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Hil 1 WX =1,1<p<0co), (e,} 是 人 的 标准 基 ， (2.244) 
是 (0,1] 上 的 Lebesgue 测度 空间 . $ 

el = eje} = e, e = eg, e} = 6t, 

A! = 0,1], 4} = (0, : 14; == G ,1], 4} = O41. ta 
定义 


] 


= ete. B, = Al AM) n > L 
i=l 
注意 此 例 中 ， 


1 X 是 自 反 空间 ,具有 RNEER ARRAZEN TA. 
2 AF | fw) 一 RENAN = 1 supe Il fll <o. 


3° limEf. = 0. 实际 上 


| ES, ll 


I 


a 2! 
| Eea = Goo 
i=1 i=] 
= QE PHF» 0 (n —> o0), 
Wee T RIE eS aid 
f= SSS Nini = Seika, (1.12) 
7 
Et U AL = 0, AL BAR ALDH 2 KR HR AREA, 
的 子 集 , 此 时 


Je = OaD" = OS) D wean 


i=l a oat 


PER mote on 是 满足 


站 
2 gr J 9% 
的 目 然 数 时 ， 
1\? 1 1 1 17 
fa] Sl) ttl} > 


从 而 | EF | < WES, Ile 2a 并 且 得 出 limE/ = 0. 
4 对 于 每 个 w E OS, (wo) 不 是 收敛 的 . 
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定理 12 (Chacon,Sucheston) i X 是 具有 RN PE RAY 
Banach 23 [8] , RZN X" BTS. BU Ban DS 1) 是 (8) 
有 界 的 六 值 渐 近 拷 , 则 f, 弱 a.e 收 襄 ， ' 

证 明 RB n> 1) 是 (8) 有 界 渐进 蒜 , 对 于 a > 0, 定 
Mr = inte. | fil) >a}. Gof = o>). HAGE Y = sup | fenat 
注意 在 {rf = o) bY <a. Eir < oo} Ei fea lo Well 
a.e. ,从 而 由 Fatou 引 理 


Of Weide <timintf ol free ide 
< liminf 人 MAr dp supe fil < 
HIE HELE) Ke Ial < fel OATH 
JYax=| de + 站 yan Saupk | f. || +a < c 


BUY € Li RATE ARE, Foris Boron D 1) 是 渐 近 蒜 , 从 而 对 于 
每 个 六 EX” ar finns Bann 2 1) EAR, EB 

E suple’ fru) | < < lz YCw) (1.13) 
由 定理 6,x* Sanae WARDI a Senn 一 sae. AEF X* 可 
分 ,由 1. §4 Scolora 定理 的 证 明 ,存在 着 与 r 无 关 的 0 测度 集 
4 ,使 得 当 wE ON4 时 

at" fern > hy (n> œ) (1.14) 

由 (1.13), 对 于 Y AE 0 UZ,). 


limf x fdu = | Ay dp (1.15) 
HOH BF Sans Bern S 21) EBAY A EUA, 
Ho (A) = limuna (A) = limf fend (1. 16) 


存在 . 由 sup | fen | Yves UB, +X BAREA EE, 
160 | 


A 到 ok UBO) 上 的 延 拓 仍 记 为 ws oth X AY RN HEE FETE g: > 
X ,使 得 
(A) = | ede, A € oUF,). 
WEY et EX, 
| a gdp = r'o (A) = lim] 2° funde = f hodu, 


于 是 六 = 2’ grace. AEO. 14) 恋 为 z Sern > x'g ae. EIT 
= o} Efer = fa FEBS, € (r= 00} E w-a. e. WK. 但 由 极 大 
引 理 ,p(t 之 00) = py(f* >a) 的 测度 可 任意 小 , 故 最 终 有 ftw a. 
e. 收敛 . 

下 面 例子 表明 当 把 (8) ARKH L GX) 有 界 时 ,定理 12 的 
结论 不 成 立 . . 

例 2 ig X =/,,(2,2,4) 是 (0,1 上 的 Lebesgue 测 度 空间 ， 
Be EL PORE Yn Aan! Rn aw (iA He, Len. 


|v = 132, sl gn = Leder EM 


yn = Saeta k 一 12 2 二 1 2 
其 中 ww = Leis ha, =n Bi=hk. 

若 yt Bean PF HE aE SEY EIA San <n 或 
#n =n (Ak <k oy T ye WIS, = oak Sn), AGE 
EDI CS, Zanz 1) 满足 l 

1° supE IAI < se, 实际 上 


Elyl <>) lel AD + a l e Il CA) 
ith 
<K1+@-D Zz <3/2. 
2° limEf. = 0. KREBS = >，we'X ,这 里 的 和 是 
rET 7 
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有 限 项 . 当 aCA) = > 时 ,一 1 或 & 并 且 互相 直 交 ,并 且 
S) Ai) = 1, 于 是 
WEF? = | N aeua) |? = S2a? uci? 


< max (a? pC A’, )) SS HAL) Sz 
其 中 & = maxr(w) ' 故 limEf: 一 0， 
re 
3” (f+ Bon > D FÈN pea. e WOKS AT FRET w 
E 0 ,{f,(w)} 不 是 有 界 的 . 
此 例 也 说 明 ,一 个 Li(x,X) RR EB) 有 界 的 . 


$2 HANER APR EZ H] 


定义 工 可 积 FICS, Bon 之 1) RHR 
(uniform smart) 
lim || ECF |) — Sell = 05 (2.1) 
ET 
称 为 一 致 势 (uniform potential) : 若 lim | f, ||; = 0. 
OERI fee Baon > D R BARES HATETE EY 
度 kora -> 使 得 
lim le. — Cp |B, | (0) = 0, (2.2) 


其 中 Bun = U Bin to | Bie FE bo 在 A, 上 的 限制 ， 
证 明 EO FBTR Bn 1). F A) 
= limp(4),Y A € Zo EEH r So Bt, 
re 
| EDL Z) — Soli = la — pl CQ) 
sup 5) || CA) = pl) | 


EP r ÆA OB A, 的 任 一 有 限 分 划 ， ,由 一 致 浙 近 蒜 的 定义 ,对 于 
e > 0,3 nm ,使 得 当 r 之 0 之 ;时 ,对 于 每 个 x， 
102 


SY (Ad 一 pa) <e, 


tet 


关于 re T BORER (85 
SDAA) — CAH Ee VAEZ, 


tex 
由 x 的 任意 性 得 出 lim Io lZ — pl CQ) = 0. 
充分 性 free, 
IESI) — fella = lla — pl D 
< le — Cu B CD 
+ |] tB) 一 l BDD 十 | n | B - pw) (0) 
由 《2.2) ,第 一 .三 两 项 极限 为 0, 又 对 于 每 个 4 E ZCA, 
(to |B (A) = limye (A) = lime (A) = (pn |B, (A). 
eee eT 
从 而 
| Cp 1B) — Ce. |B.) | (0) 


= sup D7 || Ge [ZDA 一 (|B (AN = 0. 


推论 1 每 个 个 一 致 势 是 一 致 渐 过 车 
证 明 (A) = = limp(A) = 0, VAEB, 
| He — Cen B) fl D = lal = if lh, 
定理 1 说 明 推 论 成 立 . 
推论 2 ”每 个 实 值 渐 近 蒜 是 一 致 渐 近 款 . 
由 $1 定理 2Gi) 以 及 lle BDD = lw 一 
(pow |B) | (0) ,得 之 . 
定理 2 KS. Bon Sl) Æ LX) FRR 
D Cl, Bn > 1) BRR. 
GD Sr Zun > 1) 是 (8) 有 界 的 . 
证 明 1° 首先 ‖ Cp |B) OQ) 关于 7 是 单调 增加 的 ,又 
取 ? 之 z, 则 
| Ce. |) | 0 < | Ge |B) (0) < < sup If. I< 
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于 是 极限 jim || |B) | (D 存在 且 有 限 . 由 定理 1, 对 于 Ye > 
0, Hl ny TE t > n Hf 

|| e — Ca |B) || ( <e. 
BEA =| [flde = Wee pA) = Hae AD 


eA) — BAAO = pA) | e B Al 
pm lB) <s VAE Z 
故 lim | xe (Hos |B.) | (2) 一 0, (2, 3) 


由 § 2 定理 2G. S, | B.S 1) LR. 
2° (2. 3). ny € N (8924 cn, Ht 
lee — a |B) [(Q) <1, 
于 是 根据 | Ce. | BO 12) 关于 r 的 递增 性 ， 
supe (2) <1 + sup| (Ho: | Bed | 2) <1 + sup I fala. 


最 后 对 于 任何 r， 
ENIN SEI fin, | + EW Sev. + EWS, I 


< EWAN +1 sop fll FES, < 


推论 3 MFRS, Gon S 1), 以 下 条 件 等 价 ， 
O {fon 之 1} 是 ZL 有 界 的 . 
Gi) Pon > 1) ECB) ARB. 
Gii) fo Bs. > Xu. (A) = limy. (A), A E An 是 有 界 变 
差 的 ， 
证 明 GC) Gi) 由 定理 2 得 知 . 
(0) 二 Gii) Rr 03) BS 的 任 一 有 限 分 划 , 则 


5S eA = X) lim || eA) l 
Agr Ager "TS 


= lim 2) IA S sup I A la 
x 是 任意 的 , 故 | z ICD < sup ll falls < ec 


104 


Gi=>Gi) 4 u. AAR BBM lim | pe If CQ) = 0. 
取 ny, BY cS. we ew Il (a) < SIM lad D < 
le CD +1. Mitt 
. |i 2 i (2) = = i ta | ANTS)? DY | th ll (ON {r>m)) 


< Saha + 上 ws. |} GQ) + 1 < 00 


EDS, Bn > DEW 有 界 的 ， 
定理 3 PPA EMAL Aon DMS re 
TY Li Gee XO WRT, S, a. e. 收 生 .特别 地 每 个 一 致 势 a.e, 收敛 
证 明 er © TO SE LyX) 中 的 Cauchy 网 ,对 于 每 个 e= 


让 ,存在 NE Nan, A ou , TRY a € Tso pm, HF, S 


It = fall < 3a BD 


记 L =f, — fh (a 之 Sn) MUS = ff 一 一 (rT 之 ny). (2.4) R 
EUP, Bn > n) 是 (B) 有 界 的 .由 极 大 引 理 ， 
ulwsupl UP (a) | S 3) < 2! sup LU hh < > 
Ay = tosup [UPW || > a) DBE = VAG > DA 
ulB, x es < > 去 一 TA 
Á w E B, Bh. {f,(w) sn > 1) 是 Cauchy EI]. ATIRSAN. 
B) 可 任意 小 ,于 是 foe He Oy. 
定理 4 (Riesz 分 解 ) ECS. Bn > D EBER N S, 
= g, th, nl) KRCg,,B,.n > 1) BR, hn Zon) E 
致 势 . 此 种 分 解 是 唯一 的 ,此 外 {fon SLX) 有 界 , 则 {gn 
之 1} tue. 
证 明 对 于 每 个 n€ NN， yi => nhf, 
I ech BS Peat, f 
10s 


= || ECE |B) — SZ, I, 
< EGIZ) — Fli > 0G, j— o) (2.5) 
于 是 EIZ) > n) 是 Le X)-Cauchy 序列 . 记 g, = 
limE L2.) ,显然 g AF B, 可 测 并 且 g, © LX). H i EB 
大 时 ,由 L X) 收敛 性 ， 
Ele, |Z.) = EUME, 2,1) |B,) 
= IME |-%,) = g,. 
En Ban > 1) ER MFA = fn go BRAS m go E> 
0 ,一 方面 由 一 致 渐 近 部 定义 , 先 取 n E ro Sn 时 ， 
| ESB) — fall < e/2. 
另 一 方面 ,不 难 验证 ,在 L(x,X) 范 数 意义 下 ， 
ge = limE(f,| 2). (2. 6) 
Rito ERK WET lee — EI, Ii < e/2, 则 
Ell. = Elf gl SEW EGIZ | 
HEJ ECS |B) — gl <e. 
Ch,» Bon 之 1) 是 一 致 势 . 
Ef = g 十 hx 之 1) 是 另 一 分 解 ,其 中 (gs 加,,n 之 1) 是 
Bh, o Ban 之 1) 是 一 致 势 , 则 由 蒜 性 质 ， 
lg — eh lla < Wegner — Baer a Soe <S ar — Sree hs 
(2.7) 


另 一 方面 ， 
gi — Grea la = ho Blew Ly > OCR 《2.8) 

两 式 一 起 说 明 tg, — a ll, = 0R g = gave 1). FRU 
Ap A, =h,a.e.,(n = 1). 

sup IAdi<co. Wh EG ZD < WS) 知道 

sup | gu li < sup ll li < ee 
推论 4 AOZ, n> 1 EB PLR. |S — fila 
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0; 则 f, — J a.e. 

WA G f, = g, th, ECL Zn 之 1) 的 Riesz 分 解 ， 4 
上 hi 一 0 并 且 h, 一 0a.e. ,从 而 上 g, 一 了 ;一 0. 由 第 I 章 
定理 2,g, 一 gae. ,所 以 f, > face.. 

定理 S(Bellow) Æ X RA RN 性 质 , 则 每 个 上 , (x,X) 有 界 
一 致 渐 近 轩 a, e. 收敛 ， 

WA UF LX) 有 界 一 致 渐 近 蒜 ( 广 ,双人 之 1) 作 
Riesz 分 解 f= g, +h, RPU B,’ Sl BL sx) BRR, 
和 具有 RN 性 质 , 从 而 是 ca.e, 收敛 的 , (4h, 多,,n 芝 1) 是 一 致 势 , 由 
定理 3h, 一 0 a.e, ,从 而 fae. aaa 

定理 6 KSB n> D 是 可 积 适应 序列 并 且 /* EL N 
下 面条 件 有 (iD=> AD: 

G) f, a. e. WSK. 
Gi) (F, Bon > 1) 是 一 致 渐 近 扶 . 
EX RA RN 性 质 , 则 又 有 Gi) 地 3). 

证 明 1° MIS > fa.e. ,于 是 lim/: = fa. e. , 当 广 
EL, Ef, | fo || < f* (@). 于 是 由 控制 收敛 定理 ,lim | 一 
fall, = 0 WEB tS 0.70 € TM 

WEAN) = Fla S | fe f(b 

< | fe Feli t If. fehi mo 
BA it ae Be. 

2 NAA RN ERES E Ly AE bX) 有 
界 的 ,定理 5 保证 了 J.a e WR. 

推论 5 i X E Banach 空间 , 则 X 具 有 RN 性质 当 且 仅 当 对 
于 任 一 测度 空间 CQ,3,p) 和 随机 基 {.%, ,nn 之 1) ,每 个 L(x,X) 有 
Fi BST RCS, Gon 之 1) a.e. iat 

定理 7 GEED WOZ on > 1 RTI tk 
> 1} i ERREA a, = fa Lr = Be WW Cee Sok 
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SD ERA BA nS DELCO X) 有 界 的 , 则 (ev， 
Gok > 1) WHE LyX) 有 界 的 . 

证 明 ” Ve > OR m HAS’ ETc Sra it 

EGS 2) 一 六 上 < (2.9) 

设 一 suprevrr REFL, nS 1} 的 停 时 。r: 可 能 不 是 有 有 限 的 ， ， 
对 于 每 个 = 
Ba 1 Fas MOLES sup |} Fiw) | 
并 且 | oe | 
lim Fyne = Fan, 62) a.e. (2. 10) 
HERG, Sarn Zok > D EKAR. 

由 推论 3 得 到 gi AY Lil X) BARE. 

定理 SIRE) RS. An 之 1) 是 一 致 浙 近 园 ,r 是 关 
TA m>) HEARE RY Soans Beron S 1) ERER. 

结论 由 定理 7 直接 得 出 ， 


二 义 2 .可 积 竹 应 序列 0 之 1) 称 为 P 1G quasi 
martingale) (1 S p<.) FF 


YES, B) S l, (2.11) 
当 p = 1 时 简称 为 拟 著 (quasimartingale).,- 
定理 9 na PRR <p So). 
证 明 RB p= 1 的 情况 . 对 于 任何 AE &,, 


m~ 


Wf pate I, fdn <E AY finde f san 
< Sf, [EAB Fi | dx (2.12) 


i Hon CA) = limp, (A) 存在 ,A € Ü BoP uA) = | Side. 现 
在 对 于 任何 rE€ TA k > :之 mm, 利用 (2 12), 当 4€ Z, Hf 
lA) — 4 (A) Il l 
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<5 aA nN ir DAAN GEDI 


Ena 


< > EB) — filap 


<5, | Efi B) ~ fl dg, 
Peon 
HCA) AD < xf, LEGS) — Sf ldu 
从 而 E 
| a Gl) 1 0 < Y EG alB) fl 
lim | æ = l9 | D = 0 (2.13) 


例 — SRR ARAL. 只 须 考虑 S = Dt 


定理 10 (Doob 分 解 ) BE p HBR CS, ZB, on > DADI S, 
=g, +h RPG Zn 1) 是 革 ,(h， Bsn 21) BOR pW 
BR. 若 sup || fi ll p< oo. Wsup Il g tl» < ee. 


证 明 S g = h = 0,2, = {2,2}. 


dg, = df, = Eld f,| Buoy) Bn = S dg, 
. i=] 


dh, = E(df,|By1)s h, = Slah, 
容易 知道 , Ce, Bron = 1) EBA, B, 0 S C 是 可 料 序列 并 且 
X IEG B) = fra Ip < (2.14) 
实际 上 B 
X | Eh, |B) — hi ,= -也 | dh, i, 
<> | ESI) fall, <2 
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hy +B, > 1) È p BB. MH df, = dg, + dh, Mill f, = Be + 
h (n21).F# 
sup |g, ll < sup Il FI, + sup || ha < we 
定理 11 (Riesz HR) LCS Fran > 1) FE p ME A = 
En +h, Cr 1), EA Cg, Bon DS 1) SERA, Bon D 满足 


on 


| h, les > ， | E Gma t) — f, | P (2.13) 


特别 地 有 一 0 ae. n 
证 明 对 于 每 个 n 4 j>i akt 
| ECS, |B) — ECS, 1B.) 1, 


< |] EC S D EGB — fd) l 
各 =f 
an) 
< >) I Ee ds) — Sell p> 
kei 


FRIES, |G) of Sen} EL, CX) PA Cauchy 序列 .不 妨 设 La 
一 lime (f, |.4,). 由 于 l 
Elg, B) = E(imE(S, (Bri) \ Bu) 


foe 


= limE Cf; | B,) = 一 gn» 
Bo B Faa -之 之 1) TH. 令 h, = Ía E gn M 
| h, | P = lim | Ía T EG 2, | P 
i=l 
< lim sup 7, 2 ECG) Af lle 


imo 


jon 


<5 IES) — Lill, (2.16) 
注意 h. = ff — 9 ,于 是 对 于 r， cE T, 
hla he = EU, LBD — fe (2,17) 


o Zon > 1) WR, ME — BT a BA ATLA Ch, ot S 1) 
是 一 致 渐 近 款 . (2. 16) 说 明 Il An t, > 0. FV E> 0R n EE 
X r> o> mh}, ` 
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| EA |B) — hell S EAB) — felli <e 
特别 地 取 z =n FALLS n> 00,0 | EAB < 
I h,, li 1 一 0, 于 是 I h, I ISE. 
同样 对 于 户 拟 蒜 也 有 选 样 定理 和 停止 定理 ,这 里 不 拟 叙 述 
定理 12 RX Æ Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
G) dim X < œ. 
Gi) 对 于 任何 测度 空间 和 随机 基 , 每 个 Z CA,X) 有 界 渐 近 
靳 是 (8B) 有 界 的 . 
GD 对 于 任何 测度 空间 和 随机 基 , 每 个 浙 近 靳 是 一 致 浙 近 
oh. 
Civ) 对 于 任何 测度 空间 和 随机 基 BES L Cw,X) 有 界 渐 近 
BR a. e. 收敛 ， 
证 明 OGD 我们 已 经 对 于 dim X = 1 的 情况 证 明了 (ii)， 
见 推论 2 与 定理 2, 到 有 限 维 空间 的 推广 是 容易 的 . 
GDA) $1 例 2 说 明 有 中 存在 L(x,X) ARRAS 
(B) 有 界 的 . 但 由 Dvoretzky-Rogers IH? 在 任 一 无 穷 维 空间 了 
中 是 有 限 可 表现 的 . ( 详 见 Vi. 8$ 4). 由 此 我 们 可 以 在 LY) 中 
构造 出 一 个 与 上 述 例子 类 似 的 渐 近 蒜 ， 
@>(v) 由 推论 6 得 之 . (iv) 二 G) 由 $1 例 1 和 上 面 论述 得 
之 . | 
(>>(iii) BZ. on > 1) 是 渐 近 蒜 , 由 $1 定理 2， 
lim | 44 — (ys tZ = 0, 
其 中 心 (4) = lim(A) A E Ba Eh |. 8&1 定理 6, 对 于 有 限 


维 空间 可 得 出 
lim lg ~ (pu. |B) | (2) = 0. 
réT . 
定理 1 AACS, Z n SS 1) BBE. 
(ii 一 (ii) ane 2 得 到 . 
定理 13 if X Æ Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
lil 


G) dim X < œ. 

GD 对 于 任何 测度 空间 和 随机 基 , 每 个 强势 是 一 致 势 . 

GD 对 于 任何 测度 空间 和 随机 基 , 每 个 强势 v.e. 收敛 于 0. 

Civ) “对 于 任何 测度 空间 和 随机 基 RS L CX) 有 界 渐 
TERR AG a. e. WE. 

(v) ”对 于 任何 测度 空间 和 随机 基 , 每 个 上 (x,X) 有 界 强 
AP ae WS. KHL <p o, 

(vi) SEF FET ES BEE OLX) AR 
HERS. Bion > DOAI o Zon > 1) EHER. 

WER Os(GDsGii) 由 定理 14Gii) 和 定理 3 得 到 , $1 例 1 
说 明 GiD 过 (i) 成立. @=> Gv) 是 定理 14(iv) 的 结论 ,(iv) 一 (Cv) 显 
然 . 最 后 3 1 例 2 和 定理 14 证 明 中 i) 二 0) 的 论述 说 明 (v) 过 (1) 
成 立 . (人 ) 人 (vi) 由 定理 2 和 定理 4d) 得 出 . WD>G) 由 定理 
146i) 得 出 . 


$3 著 型 序列 的 收敛 定理 


我 们 已 叙述 了 作为 对 于 著 这 种 随机 序列 推广 的 拟 拷 ,一 致 渐 
近 靳 和 渐 近 靳 等 概念 ,它们 和 下 面 定义 中 所 说 的 概率 渐 近 质 , 极 限 
BR, WARE. CRT 对 策 等 统称 鞍 型 序列 . 这 里 我 们 将 着 重 讨论 它 
们 的 a. e. 收敛 性 质 . . 

EM iB on S 1) 是 可 积 适 应 序列 . 

O PRB on > 1) 是 慨 率 浙 近 靳 (pramart); 若 对 于 YY 
é>0, 


lim A( EGA) — fl 2 8) = 0 (3.1) 

tu or 
Gil) BROS, B, om 之 1) RIRA martingale in the limit); 若 
lim IEG, |\%,) —f, || =O ae (3. 2) 


Gii) 称 ( 广 ， DB, 21) 是 亚 极 限 蒜 (mil) : 若 对 于 V e> 0, 存 
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在 No 使 得 对 于 每 个 n 之 Nos 
pC Sup WEG) — f, | >a<e (3. 3) 


(iv) 称 ( 广 ， Bnl) 是 趋 于 会 平 的 对 策 (GF T， i.e. game 
fairer with time): #3} F Eff 6 > 0， 
lim ge f ECS, |) — Sf, | 20d) = 0 (3.4) 


nes 


容易 知道 ,一致 渐 近 款 必定 是 概率 渐 近 蒜 PRR R 

IRS. 后 者 又 是 趋 于 公平 的 对 策 . 另 一 方面 ， fa sup LAI E 
L, WUE TE TR. TASNA EER 

限 款 之 间 也 存在 着 一 定 的 包含 关系 . 

定理 1 设 { 今 ,,n 之 1) 是 随机 基 , 对 于 任何 t,o ET >o, 
fr 关于 2, PMH AME Vn S 1S oot) = fa, 
Tom ESET S Ther ARE KU a. e. 收敛 ， 

证 明 Bor) S Ther PE ae KAT SH WEE 
e> 0 HF 

yo, lim sup ILon — f.. || Sead > 

对 于 Sf. RSS 关于 某 个 A, 可 测 并 且 vw, | fC) — fl) | > 
€/4) 过 e/4, 从 而 


palim sup || fore) — Sl > 3e, 
于 是 对 于 每 个 m EN, 
HCW FN Tay Snr, | fod I > > ) > =, 
取 上 充分 大 ,使 得 
uwa maon Ka Kk, | fort) — fl Ss > > 
定义 


A, = {w,4 Mlan < m < k, li f Cnr) T F || 之 


D 
ice 
D 
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由 引 理 的 条 件 知 4, € Z, 并且 WA) > 5.4 
jminiasm Sn Skew E A}, WEA 


0 = 
Re we A’ 
ts k = minim, | AOs En) 一 fi > >) 
T = »—I 
1 w €E ANCU Aj) yn = 110 yk, 
k we A. 


U or € 7c 委 rz, 由 引 理 中 的 条 件 
Feot) — f = SFG) — P) Xoan 


k k 
= SY (Cr — P) Kion Kir! 


=n =h 
) 


0 


注意 在 每 个 集合 fr = n) N (r= m} 上 ,上 frm) 一 了 之 


于 是 
pw, || fCo,7) — fl > >> > uA) > > 


pw, | FD — fall SPS 
与 {f(o,r) ,tr 之 0o),er WEAF So FE. 
推论 1 每 个 概率 渐 近 拷 是 极限 拷 . 
定理 2 ”每 个 概率 渐 近 鞭 满 足 选 样 定理 和 停止 定理 . 
证 明 ORS, Bn > 1) 是 概率 渐 近 款 ,{r ,之 1) 是 单调 
增加 有 界 停 时 序列 ,g, = Se SG = B, ,ln 之 1). 对 于 Ye 之 0, 取 
m 使 得 当 r Sr Sn Hf, 


£ 
4 9 


po, | ESZ) — ff, | moe. (3.5) 
ic Te = SUPT, , 取 ky 使 得 
ulin S Ta? 门 CT LE (3. 6) 


E 0,0 FEF (Gon Sl} 的 停 时 ,并 且 ko <ogo',M 
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ulw, || Elgo |E — g, |] > ©) 
Set elo, WES IA) — Sf, |] Set. > 1) - 
+ plo, | ECA |) — fl > er S m) 


< 2e + Siuo, WEA IB) — Se || D> eTe = n). 
n=] 


对 于 每 个 {zr = n}) ,存在 &, 使 得 
ACE = MA (Mims (te = nD Seng, 
EM o! > o > max (by skis sk,) SAE Nisa (ts =n} Eats = ty 
=n FBE EG |B) 一 f= 0, 从 而 
Hw, | Elgo |) — gl >E <3e 
定理 3 (Millet ,Sucheston) 34 X “a RN ERM Banach 


空间 ,(f,,. 多 ,,n 1) 是 慨 率 渐 近 著 , 则 当 {f,,n DS 1) — Aai 
(B) BRS, ae. Uy. 
证 明 1 Rona) 一 致 可 积 ,此 时 必 有 
limE il IZ —f, || =0. (3.7) 
Fai fat 


E || Elfar] B) — Eln B,D | 
SEIE Gal Z — Sa l 0 Gj 0) 
不 妨 设 在 Llu X) 中 ， limE (Sy |B,) = g, Kil 
Ein |Z.) + EdimE frr: Br) | 4,) 
= limE C, +i |B) = gn 
(g, ,名 ,,n 之 1) FEB. Sh = f, — Bn» C3. 7) 
limE || A, || < lim supë Il fn Eal B) |] = 0, (3.8) 
此 外 
Eth, |Z) — he = ES |B) — Sas 
MAB. > 1) RRR, A 3.8), 4a SoH, 
E || Eth, |B) | SE || hy I > 0, MT E Ch, | Bo) bose PRIME MC SL 
115 


于 Oh Re RE SIF OO. FAITH, > 0 ae. ,从 而 fna. e. WR. 

2 GS Bin S11) 是 (B) 有 界 的 . MEAS 0. 定义 

t= inf{n, | faco) | > a}, 
由 定理 2. (Senne Beane > 1) 是 概率 渐 近 著 , 又 由 Fatou 引 理 
[falim| /fal ax 
< sup Ife lla < oo， 
从 而 
[cup I Senn | dp 和 4 十 sup I fi < 20， 

Bllsup Sera ll E Li EBT Aina Beane D1) HE BOR MTT 
a.e WS. 由 uir < 0c} 随 着 1 的 增加 可 任意 小 ,在 (= oo} ES, 
= Sonn RIEA Se a.e I 

定理 4 (Talagrand) 8 C, Z, > 1) Æ ER R A, 
liming || f, la < oo. M FF EME — E Sa = Be H ha RP Cens 
Zon > D BL) ERR, Zon > 1) ARR RRIF AL A, > 0 
ae. 

一 个 采用 集合 论 方法 的 非 平凡 证 明 见 Talagrandr- 

推论 2 Banach ZH X RA RN 性 质 当 且 仅 当 每 个 AF 
TEAR RR BR a. e. WEL. 

定理 5 KRW. 4.1 之 1) Re ae. 收敛 ,又 
FEL, eX) WSN UCL, Bn S 1) ERR YR. 

(ERRORS Lae g Oe, = ED), H Levy Cog, 
+g ae. Mifth, =f, — g, > 0a.e FEA LX) 范 数 成 
A.F V e> 0, 由 太 w2.e. 收 敛 于 0, 故 存在 六 使 得 

p(sup || hy | > ©) <e, 


又 由 Ly WHE HE m > ERF V a Sos Ay Ih S ee 


极 大 不 等 式 ， 
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KGsup || Eh, | B,) || So < e, 
pn 
从 而 
eC sup || ECA, lB,) — h, |] 2 2e) < 2e. 
Nyt PosK 


这 说 明 Ch, FB, n> 1) FEAR PRR, MTT A = 8 t+ ha LBs 
n> 1) BURR. 
定理 6 ix Banach 空间 具有 RN PER, (n Bron S 1) 是 适 
应 序列 ,并 且 E 志 , 则 以 下 条 件 等 价 ， 
a 14%, .n 之 1) #— BERR. 
Gi) (f,.4, on 之 1) ERS eH. 
(iii) Sas Znan > 1) ERRA. 
(iv) (Sr Bron 之 1) ERRA. 
(v) f, a:e. 收敛， 
证 BA 我 们 已 经 得 到 过 MOSW)($2 定理 6)， 而 
M> G> Gii dv) 是 至 今 已 知 的 . Gv)>(v) 即 定理 4. 
有 例子 表明 亚 极 限 款 不 必 是 极限 蒜 ， 
定理 7 设 X 是 Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
(Ddim X < œ. 
GD YF AE (a7 HOM) RE Z BE BE a eR. 
GD eh AE (a YO EZ Ta] ABLE, ET SE BE RR. 
Civ) 对 于 任何 测度 空间 和 随机 基 GES eT BR BT PR. 
Cv) 对 于 任何 测度 空间 和 随机 基 , 每 个 浙 近 巩 是 趋 于 公平 的 
对 策 . i 
证 明 ”实际 上 当 dim X < oo it, EAK E - RHR 
($2 23 14). FEM? G)> GDS GNV) 成 立 .为 了 证 明 
(v) 之 (我 们 给 出 一 个 例子 ， 


若 dim 久 二 o0, 取 {zx,) CX, Sx, WHS Il a || = ce. 
n=} a=] 


Jie, 


Rn, Elbe, = > fall > 1 的 最 小 自然 数 , 记 几 一 {1,…， 
t= 1 
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mh Zyn = a EJW DY lsd = WAS? = [o, |y {], 


fed) 


k—i 
AP S Aa A Modo = 2a E 
7 i=} i=} 
fo) = >) 


To yaw. 
E D. | 全 


取 nn 是 使 4 = 》) lal > 1 成 立 的 最 小 自然 数 , 记 = 


k= +1 


(mt Liam) y = EE E Jeo D) ell = ZA” = 


key 
1 1 worl 1 
[ 2 , 2 + | yn 十 1 ) ， 一 L 2 + 2, I Yi | 3 2 十 


k 
SD) dx. =m + 2n) EM 


ien tl 


fio) = >) pear 


bed, 


用 类 似 方法 作出 函数 ,fs，,…, 当 为 奇数 时 ,的 作法 如 同 
Sion 为 偶数 时 其 作法 如 同 So SB, = of Ld BR 
多 ,,n 之 1) 是 可 积 适 应 序列 ， 

Sir Ban 之 1) BAER Ae € 了 ,实际 上 


[ fede = > far 


= ad 
D Èf EA 


or er =i} NAP) 
= 


由 上 站 外 三 Ap) AE U.P OS eC r=} NASS I vl. 
最 后 的 式 中 每 个 仅 出 现 一 次 .从 而 minr 一 co 时 ,| fdp 一 0. 


但 由 于 
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gw EC 天) lD 
Far Fuon > D 不 是 趋 于 公平 对 策 . 


§4 Pettis Hy ek Spratt 


R.E 0) 是 完备 概率 空间 ,X 是 Banach 空间 . 本 节 我 们 讨 
论 强 可 测 Pettis 可 积 函 数 空 间 的 蒜 与 渐 近 蒜 , 尽管 某 些 结论 对 于 
并 非 强 可 测 的 函数 仍然 成 立 . 我 们 仍然 记 这 种 类 型 的 Pettis 可 各 
函数 空间 为 P(p,X). 在 工 .5 中 我 们 讨论 过 Pls, x) 中 的 范 数 


= sup file fldx. (4.1) 


BRAT 0 (CR, fe Pe, X). HF Ra M E P o 
AAEN ¢ 称 为 是 f 关于 ZARAR, MPEP AEA, 


P| gay = (P| fdu. ie = EGIZ). 容易 知道 , 当 g 存 在 时 ， 


EE wae. 相等 的 意义 下 ( 见 1. 8$5) 是 唯一 的 ,此 外 ,对 于 每 个 
r E X* BR cig = E(x’ f |B). AY AR AR AH 
的 性 质 得 到 

lelle = sup Ele gidu = sup EJE f|B)| 


er ja" el 
< sup Ele" fl= fl» (4.2) 
即 ECFA) 1e < WLM RBA EC |B) 是 收缩 的 
(HALE EME ST SE PCp,X) ES ID) 都 存在 . M 
句 话说 , 算 子 EC |B) 不 是 在 整个 PCp,X) 上 有 定义 , 另 一 方面 ， 
fi 52 S Bochner BY BAY AR MTG ECS 12) 存在 并 且 Bochner 可 
R. 从 而 ECI) € P(X). 
弱 RN 性 质 以 及 局 部 Bochner 可 积 的 概念 ,已 在 第 ! 章 $5 
中 定义 , 一 个 测度 大 称 为 是 。 有 界 变 差 的 , 若 存在 可 列 个 互 不 相交 
集合 14 O= ÜA A, N An = Som An (EEF EET A, ER 
119 


有 界 变 差 的 . 容易 证 明 , 函 数 了 局 部 Bochner 可 积 等 价 于 相应 的 测 
EF o RRS, 现在 我 们 有 如 下 结论 . 
命题 IX BAA RN 性 质 的 Banach 空间 ,fE€ P(X), 
F(A) =| fduy AG SAREE RA MESA) 存在 当 
HR FES ERE P|. 是 c 有 界 变 差 的 . 
证 明 EEU) FEM ESA) € Plu, X) 
(Fis) (A) = | Jau = | Eade. YAE Z. 
ECZ) 是 局 部 Bochner ARRA |) 是 ac 有 界 变 差 的 . 
BZ. EE- 是 o ERTEN, Dii o = UA, Fl 在 每 个 
A, 上 有 界 变 差 并 且 是 4 连续 的 . 根据 弱 RN 性 质 ， 存在 g. 使 得 
(DC4 NA) = | gudu. YAE B 
g, © Bochner 可 积 的 ,并 且 是 关于 ARAM. Ae 不 是 别 的 ， 
正 是 gX ,从 而 & = ve 是 关于 ZB AR AT AY ABW Bochner 可 
积 的 . g 即 是 f 关于 z 的 条 件 期 望 . 
定义 1 HABER EME, CA.AC A) 是 递增 子 c 代 数 网 . 
称 适 应 过 程 ( 访 By E A) ean E ; 
GQ》 ff 是 (DP) 可 积 的 , 即 A E PX) AEA 
Cii) E A > A, ,出 Efa, (Br) = Sao 
定理 1] HTA, Z.A E 4) ,下 面条 件 等 价 : 
G) H Piu, X) HER limf FE. 
Gi) aBa E A) 是 正则 蒜 , 即 存在 了 E POX) SRF 
aU Ay) TT EB EHZ) =f, AEA). 
(iii) 存在 关于 a B 3.) 可 测 的 函数 fe PCp,XX) BS, 
BAEC A) 的 右 闭 元 , 即 
lime?) | fad = (P| fax A € Y Zn (4.3) 
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a e r ERE AR EREEREER A e E p p apa les pia 


证 明 SG) REPA RR, limf = f. f ath 
可 测 . 由 鞍 性 质 可 得 出 (4. 3). FEG > Gi) 也 根据 鞭 性 质 质 得 出 ， 
FE (0 GE BA Gi => G). RHF V e > 0,78 Bochner Fy fey BFE 
PCa, X) 中 是 稠密 的 ,而 简单 函数 在 Bochner 可 积 函数 中 稠密 , 故 
存在 简单 消 数 g ,使 得 上 一 g Il, e2. AMIE eK A, 可 测 ， 
M4 A> A WE Ce |B) = g, 
WA- Sie gl le sie 
= -i EGB) — EBD) let be/ 
tle—-fllp<e 
在 讨论 AAEN. 我 们 需要 下 面 引 理 . 注意 此 引 理 理念 
空间 的 RN 性 质 和 弱 RN 性 质 . 
531 1(UhD wD ASHI RIOHA I= 0(3,). FRESE 
的 可 数 可 加 X 值 测度 , 则 下 面 两 条 等 价 : 
(1) EESE P(e. X) ,PC4) = a| Sdr (WV AE) 
(2) 同时 成 立 :(a) F 有 界 , O) 连续,(c) HAF Ve > 0， 
存在 弱 紧 凸 集 天 人 大 ,使 得 对 于 任何 8 > 0, 存 在 A, € 2， 
NAD Ce FF 
F(A) E ADK +U (WACA,AES,) (4.4) 
其 中 U 是 X 的 闭 单位 球 ， 
证 明 D20) HEE), O), O ERE E E 
的 . 根据 第 | 章 § 3 定理 5,F 有 到 上 的 延 拓 , 仍 记 为 上 .万 是 可 
数 可 加 py 连续 的 . 
Ys mee > 0, Hi Cc) WRG A eK, 并 依次 取 人 = 4, 则 有 A, € 
Zu HN\A,) < €. 
F(A) € (ADK -HE MAC44EZ EN) 


SA =N U 4,, 则 根据 测度 论 的 结论 。 
wD) eS lim supp( A,) < BA), 


MANAD 二 e. 车 AC A464 E35. 则 对 于 YnEN,ACUA,. 
记 Sn = A, Ona] = Anat SO, = Ani2\A\Anes oth ny U A,n 
= Ü Sn S, 互 不 相交 ,4 = U (A N Sn). F 可 数 可 加 , 故 有 


F(A) = S)F(ANS,). (4. 5) 


注意 到 4 门 $C A,, 故 存在 序列 Any © Zo BMI H n C 
An) 使 得 imw(4 N SAH) = 0. 此 时 
limp(Hm)) = #CA N Sa). 
由 过 的 连续 性 
limF (CH,) = F(A N Sa). 
HC) KA, CA, 可 得 出 存在 zx) € Kin, EU, 
F(A) = HA, Inj H M Yny (men jEN), 
K 弱 紧 ,由 Eberlein-Smulian 定理 ,必要 时 换 为 子 序 列 ,不妨 设 
w- limz,,; =r, © K, 
4m 之 于 时 l 
| FCA N Sn) — A N Sn) En || 
* <lim inf | FH p) — KH nEn N 


7 一 co 


S lim sup || m’? Ym | S m, 
j> 


故 不 妨 设 
FCA N Sa) = WA N Sadwn + mms 
KA w, € K,z, € U. 此 时 
F(A) = YECA N Sa) = SMA N Sw + Dm 2,. 


两 个 级 数 都 是 绝对 收敛 的 , 故 得 到 
| FCA) — DAN Sad = US) < Doe 


由 于 
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mon 


SHA N Sd, = A) D) EAN Sa) 0 


pia) em Cy =O 
w. © KK EARED MAN Se) 一 yay 


mn 


mn = PUA NS, Vw, 天. 


但 
lim | CA) 一 2 Ady, || < lim Sim? 一 0， 
所 以 
FCA) 
WA EK WAESD,A C Ay nA) > 0). 


K 具有 RN 性 质 (I.8$84 定 理 10), 故 存在 Bochner 可 积 函 数 
f (8 FCAN A) = i fdp, AC Z ACA. HIS BB 


部 Bochner 可 积 函 数 的 不 定 积 分 . MTI E Æ Pettis 可 积 函 数 ( 记 为 
D) 的 不 定 积 分 . BUC) 成 立 . 

MSA) ESE P(X) Ma), (0) 是 成 立 的 . FETE (CO) 成 
iA, = (w, |f] Sn}. MPV > 0R na E NAE uA) 
之 e/2, 由 u ERE, 4 n 充分 大 时 ,可 使 | FCA) || 之 6,YVY AE 
人 \4,, 其 中 6 是 任意 事先 给 定 的 正 数 .注意 了 在 4, 上 是 Bochner 可 
积 的 ,从 而 1(4,) 是 范 数 紧 集 . f(4,) 的 绝对 闭 凸 壳 记 为 及 ,由 
Mazur 定理 K 是 范 数 紧 集 (从 而 让 KE). 对 于 任何 4 € ZAC 
A, All. $4 定理 4 推论 得 出 C4 © AK. R A € 三 ,使 
p(4Aa4 Ze/2, 则 pONA0) Ke. HAE ELACA Hf, 

A= (A N A) U CA N ASA, D 
ANA, CA, RFA NAD EAN ADK C BOADK. 
A N CASA) C AA, ik | FCA) — FAN ADI = PECAN 
(ANAD || <8. FE 
F(A) € ulA)K + 8U. 
123 


定理 2 1S. BAC A) 是 PCAX) 中 的 款 , 则 (AGE AD 
依 Peu X) PURINE ES PE PUXAR 

Ca) sup | fi Ihr < ee 

(5) IIF Y e> 0. FETE O > 0 ALA, © A, 使 得 jC4) < 二 6 时 ,对 
于 所 有 A = Ass |! Xa |! P < E. 

C RFRA e> 0 FE w RnR K 忌 XX, 使 得 9 之 0, 存 
TEAL CARA C Z ,其 中 ov <e EH 

>| Side E MAK +U WAC AnA © Beh BA) 


证 明 RAPER oC U AD = X. 
必要 性 #lim |] A= Sl = OF © DCX), 由 定理 1， 
ESIZ) = fae A). {8 | fille = ESIA les IS les 
故 (a) 成 立 .注意 到 lim ll Xs Ip 二 0 并 且 
lim | Axa he = MAX Me Slim || Saks = Fda | e 
<lim | A= file = 0, 


RECS) 成 立 . 
HSE PCN) .根据 引 理 1( 注 意 , 将 忆 紧 集 换 为 范 数 紧 集 成 
立 ) ,存在 范 数 紧 凸 集 天 ,对 于 VD >0, 存 在 AsE Z, 


Pj fale E MAK + 6U (WW ACA;.A EB) 
不 妨 设 AEC BWA SAH BAC 2 AC A WERE 
P| fdu = P| fan E p(A)K + ôU. (4. 6) 
充分 性 FCA) = lim? rf faa A EBn, 


| FCA) Em sup | | fdpl = lim sup | faxs i r 
aA€ A A aca 


由 (6) SF È  ESENY. 从 而 在 Z 上 可 数 可 加 .由 (2) BP A 
界 的 向 有 量 测度 . 此 外 由 (ec) A > 0, 存 在 也 紧 了 凸 集 天 CCX, 使 
得 VE>0, 存 在 hhE AFP A, € By, C Bar pN A) < e FA 
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P| fap E MAK +0 (ACA, AC BARA), 

利用 款 性 质 得 到 
f fdu € wAYK + òU. 
3X EAR ME FA SPR 1 中 条 件 TETES E PX), 
F(A) = | fap MAE Ba), 
特别 地 
| fae 一 lim| fidu N AE 4.) 

由 定理 1 知道 lim [fm fl.=0. 

注 # Ban: ach 2 空间 X RA RN 性质, 则 以 上 两 定理 中 条 件 
Cc) 自然 成 立 . 

定理 3 (Uh) Ri ZAE ADH PX) 中 的 款 . 并 且 
lim Wf. Fl e= OF © PX) MW Sy eNO A = 
N , 刚 pea. e. WEST AR ar. 

证 明 ”实际 上 我 们 证 明 , 对 于 VY s 盖 0.3 A, E., MUNA.) 
之 使 得 

lim || Aika, — fa, li = 0. 

例如 设 A, = w, | Í | n> , 则 A, € oU B) ,并 且 A, AQ 
现在 考虑 实测 度 v4) =| 1 Fl dec Ro ARH. BT A, (8 
uA) < €/2 FFA CAD) < o, 

一 般 来 说 A。 E Nee 利用 外 测度 的 有 关 理 论 可 以 找到 一 


列 互 不 相交 集合 S, € Ba (ER A, CUS. TXS» < oo, 
Eme U Sn) <E/2, SE, = U SuN vE) < >-， E, €E B. 


并 且 
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HACDNE) = iQ US.) + nCUS,\E,) 
n= m=] 


< SAD + el Ü Sa) < e. 

现在 不 妨 设 E, € Bo BI Xe BoA S A) BR. 由 于 
lim | Xe 一 J Yr, | ;==0, 由 定理 1 Ske, = ECfxe, |2). 但 SX, 
€ Liu, X). 从 而 lim l fixe, — Xe, lla = 0. 由 此 得 出 ,fiXs, 依 测 
度 收敛 于 .js E UNED 可 任意 小 , 故 广 测度 收敛 于 大 

i As NE 1. 8 2 HE 2, Fie a. e UOTE Ste. AIT A 
-> face, 

在 第 ! 章 $ 5 中 我 们 已 经 提 到 过 ,Pettis 可 积 函 数 空 间 一 般 
并 非 完 备 空间 . 这 一 情况 即使 在 X 为 Hilbert 空间 时 仍 可 能 发 牛 . 

Bl X =,L(x,X) 可 能 不 完备 . 

R N = (0, 1, 三 为 有 上 的 Borel o (UR. X Lebesgue 测度 ， 
Ele) 是 的 标准 基 . 定义 


e wE [54 a] 


2 gin 
yw) = gj G = 1,2) 
一 erj vE | Da 2] 


F = Y yw), B, = re fa). 


i=} 


PRAG Bon > 1) Æ PX) 中 的 著 . 


2 
lor= sup | tetylde= sup $) le 0127 
| 1 ` 


br" I< ta" | <1y=1 
2! 
<2" sup ( X jet ce) 1?) C2) 
la’ <1 j=l 
<2)? = 2-7 
实际 上 若 z EX Ia || =ar’ = Ñ ae WIS irre = 
2 . 
Sal? eS lace, = 1. BrE ma n N 
j=] 
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TARE SN， C Is V1 :了 A a 
Som ad PS Yi kd < 
ot " 1 EYE = 


(fan 21) Æ Ple, X) 中 的 Cauchy 列 . 

如 果 存 在 三 E PC us X) 使 得 | Se > 0. 由 定理 3, 必 有 
I> fave. 这 是 个 可 能 的 ， 因为 对 于 Sco) HEE n DRE 
HIRIREN M. i Cw) l = ln FE A | 
o 与 定理 3 Y 

引 理 2 12 X OW Banach 空间 .以 下 两 条 等 价 : 

(1) dim X < ©, 
C2) IEF FE — HN RE SS a] CQ, 2 PCN) 中 的 每 个 序列 
fiom > DÆ I A lle > 0.00 SF, REF o. 

证 明 D> # dim X < œ, A e > 0 时 ， 
i ty Hy > 00 -> 20), FEO 成 立 . 

2)=(1) dim X = æ., fy Dvoretzky-Rogers 定理 ,我 们 
RIFE X = E 的 情况 . 仍 设 y) W EE AREE, M I ydi 
KP FO + of elo yd) =)= PRO ZK 
是 测度 收 你 于 0 的. 

定理 4 (Musial) 78 X X Banach 室 间 ,下 面条 件 等 价 

(1) EAR w RN 性 质 . 

(2) 对 于 每 个 完备 概率 空间 (Q,3,1) A PX) 中 的 
Pettis —3F] REBAR. Bn 2S 1). FESE PX), BE 
‘lim If. f=0 


其 中 变 差 有 界 是 指 pA = | fade EA, LRE 
sup ll, | GR) < co ,Pettis 一 致 可 积 是 指 ， 


lim sup | fd | =0 (4. 7) 


H(A) +0 MEN 
证 明 G> RFA = limf fades E Zao. AYER 


性 质 , 此 极限 是 存在 的 ,(f,,n 之 1) 变 差 有 界 , 故 上 是 变 差 有 界 的 . 
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HPA REP < u 对 于 每 个 zx” EX'S An 之 1) 是 实 
(RHA ARERR. 从 而 x' 玉 是 可 数 可 加 的 . 

将 FF 延 拓 到 oC Us BO) 上 得 到 有 界 变 差 py 连续 向 量 测度 , 仍 记 
为 .根据 w RN 性 质 ,存在 SE P(X) 使 得 

F(A) = | fae AE oC UA,) 

特别 地 对 于 每 个 A € Bo. 
由 定理 1 知 ,lim || f, — fll» = 0. 

(DQ) KE 2+ X BARES RSME ,对 于 总 


的 任意 有 限 分 划 序 列 元, 定义 


x FCA) 
=> L(A) 


AET, 


F DRE e an n S D RH AS CA) =| Budp A EB, 


— Xa Cr E N) (4. 8) 


lal = eda = X IEAI S IED <. 
E, - 
sup sup | AN BN =supsup lf ede < IF Gb. 
故 lim sup sup | (A N B) Il = 0. (guon > 1) 28 Pettis 一 致 可 


HUB) 0 WE 


积 的 . 由 (2), 存 在 / E PX) 使 得 lim || g, — S | p = ©. 
对 于 每 个 A € Zas 
| fdu 一 lim | gdp = F(A). 
由 Pettis 可 积 函 数 不 定 积分 的 连续 性 ,对 于 每 个 4E oC U, 2), 
PCA) = | fdu RL. E RAER WX RH w RN 性 质 
定理 5 (Edgar) 4 X RA RN HEIR. Zon > 1) 是 


Pu X) PARR 
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ci) sup ft, l < os, 

(2) aon > 1) 满足 条 件 (E): 存 在 互 不 相交 集合 序列 (4,， 
n >D Bouin YA) = 0， 使 得 在 每 个 A, 上 ， 
supk I Aida, i < OO, 
nEN 

RU CA, ot = Da. e. WFP) BY FR Rr. 

证 明 注意 到 若 An € ÄB, m) 9 A plij 
(六 WH, la, an = n(m))} 

是 Lil. X) ARWR., 其 中 Kan 是 A,, 的 = (if eh BL. B, ha, 是 g 代数 
B, A An 空间 XX 具有 RN 性 质 , 故 Fats, ae WER. 其 极限 记 为 
J. W] Fatou 引 理 


| | Je dus < lim SupE MAXa | < ee。 
A 


MERS 二 YAO, BIR S ERR Bochner IRIE S, a.e. 


ma) 


收敛 于 f. 但 对 于 每 个 +” EX ,Cr' fy Bion SW FEL, GM. 
由 此 不 难得 到 x*fE L. fF Dunford 可 积 的 .由 第 ! RES 5 
7 知己 可 积 .因为 根据 1 .$2 定理 6, 具 有 RN 性质 的 Banach 3 
间 不 包含 与 c, 同 构 的 子 空间 . 
定义 2 AMMEN. Bun 之 1) 称 为 渐 近 蒜 , 若 
r= lim (P| fade € X (4.9) 


EFT BHF C, n 之 1) 的 有 界 停 时 全 体 . 

容 易 验 证 , 象 Bochner By PLAT RA OL — E X PET A E 
BARD u (A) = lima CA) FEE. > X 是 有 限 可 加 向 二 
测度 ,并 且 在 %, Elim sup |A) — aCA) | > 0. 

定理 6 WX AA w RN HE JA AY Banach ZH), ae Zon 

> DÆ r OR aT GFA Cn D 存在 子 序列 满足 条 件 (E)， 


则 Cf,， Hyon 1) 有 分 解 
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f= th, OS) 
HA Cg... Hn > 1) EP TR RCE). BY 


lim || A. || » = 0 (4. 10) 
证 明 FEI k> 1) 满足 条 件 (E) ,不 失 一 般 性 可 设 
ny < rÌB H(A) = limp(A),AE Boor AP uw (A) = 


| fede PRIA A) = lim] fide AE Be. 
对 于 每 个 n € NN, 现在 考虑 lB 由 于 每 个 a, K xo i 
《As |.) Kh 由 条 件 (E)， FECA, mS 1) CB... ERT An 
上 sup Saxa, | < 0. FPE pZ, 在 A 上 是 有 界 变 差 的 .根据 
XB w RN 性 质 ,在 A, 上 存在 gs” 使 得 
(A) = [eras A E B, N An 
S g, = JPX ,显然 &, 是 强 可 测 的 并 且 局 部 Bochner 可 


m=) 


an. 根据 I, § 5 定理 6.2, € Plu, X). (g, ZB 2 之 1} FER, 由 
于 性 质 (E) 

sup| lg ldu<oo, (VmEN) 

nE N A, 


现在 定义 及 ,== 一 g, n21) MFR ACS WEET. 


i | hdg || = iÍ fod pe — | gdr || 
A A A 
= | lim Í Jade 一 | gdu || 
nee A A 


< sup | | Aadu — | gde, 
n >o A A 
所 以 
cup || | Adal < sup sup II | fade — | gde 
AEB, 


= = sup se | En, (A) 一 - Po (A) | > 0 Cry > Co ) 


n >r AES 
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Bllim || A, || » = 0. | 

若 另 有 分 解 Í, = Ln + his Banh, BAR En 与 hn 类 似 的 性 质 ， 
We, — g, =h, — hae N). Mit h — h, LER 对 于 VY ASE 
Bons 由 lim lh, — A, lp = 0 4 


ike — h,)dp = | 0 dp > 0. (k> o) 


于 是 | fede = [fade 从 而 
h, =h, g, = Bg1 ae. 
定理 7 #X RE w RN 性 质 ,(f,,B,,n 之 1) BP aR 
wr RF A 
(1) ”存在 子 序列 (f, 4 > 1) 满足 条 件 (E). 
(2) (Faen 21) Pettis 一 致 可 积 . 
WW EES © POX) 使 得 (f, nS DUP PAH ae. WF Sf. 
证 明 EHS. RINER. nS DUP ERIK SR 
EER 6.06.8. 21) 有 分 解 f= 二 g, th RP G, Bn > 
1) 是 满足 条 件 (E) BPX) B.A, Bon SE 
lim || hy Il p = 0. 
考虑 极限 测度 Ap- :名 .一 XX 
u- LA) = lim| gdy AE Ba. 


由 条 件 CE), 存在 C4,,,m 之 1), 在 每 个 A, 上 ,supE Ii Bika, | ~ 
oo, HH (Fron > 1) KI P BHT BLE Asup | hy |] r 一 0 得 到 (g,,n > 


1) 是 了 一 致 可 积 的 .于 是 根据 定理 4, 存在 f”” E PX) 使 得 
lim Xa, 一 FP lp = 0. (4.11) 


ie f= /Xx EA 产 ”是 局 部 Bochner 可 积 的 , 故 /是 局 部 


ma] 


Bochner 可 积 的 . 容易 知道 ,f 是 Dunford Hy Ay. X RA w RN 性 
质 . 故 不 包含 与 同 构 的 子 空间 ,所 以 / P 可 积 . 
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现在 对 于 VY ACB. ,例如 A E B, o BEEE), FE An E 
得 4CU4. 


I f ede — | fel < S Meats, — f° U0 


i= 


由 定理 1 知 ,lim || g, — fl» = 0. 
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N. 西 集 的 几何 理论 


在 第 1 章 中 我 们 已 建立 了 Banach FEH RNG RS MI Sy 
性 质 之 间 的 等 价 关 系 . 具有 RN 性 质 的 Banach 空间 中 的 凸 集 有 许 
多 几何 特征 , 本 章 将 首先 介绍 凸 集 的 可 四 性 ,可 四 性 和 诸 收 敛 性 的 
关系 ,暴露 点 和 端点 表现 定理 ,Bishop-Phelps 定理 ,Edgar- 
Chouque 表现 定理 ,然后 叙述 共 氏 空间 中 相应 的 结果 以 及 Banach 
空间 的 树 结 构 性 质 . 


31 可 MM 性 


对 于 Banach 空间 中 的 凸 集 ,同样 可 以 定义 它 的 RN YEA 
收敛 性 质 并 且 可 以 建立 二 者 之 闻 的 等 价 关系 . 

定义 1 称 Banach 空间 XX 的 有 界 闭 是 子 集 KK 具有 RN 性质， 
若 对 于 任何 有 限 测 庶 空间 (0Q,5,x) 和 平均 值 域 在 K 中 的 向 量 测 
BPS — X, 4 Ket EPC LX) 使 得 


F(A) = | fae VAES. 


这 里 忆 的 平均 值 域 是 指 集合 Ave) 会 [TSW AE 2, 


A) > 0). X 的 闭 凸 子 集 称 为 具有 RN 性 质 ,车 它 的 每 个 有 界 闭 
ye Bly RN 性质 . 

当然 ,X 本 身 具 有 RN 性 质 的 定义 已 包含 在 内 , 这 就 出 现 了 前 
后 一 致 的 问题 . 一 方面 容易 知道 ,第 ! EP X RA RN 性 质 的 定 
MH SRR BEL. AEP PIA Ave) A 7g a ir 
度 是 有 界 变 差 的 . BAM IIe TAP ee 1 的 结 
论 和 第 1 Be $ 2 的 Chatterj 定理 得 到 . 
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定义 2 Banach 空间 X 的 有 界 闭 四 子 集 K PIRAS 
CMC) 性 质 : 若 对 于 每 个 有 限 测度 空间 (9,2,w) 和 任 一 取 值 子 天 
RR CS, 1) BEE SE Lia x) frh ae. 

定理 1 设 K CX RARMDR WK RA RN 性 质 当 且 仅 
当天 具有 MC 性 质 . 

证 明 EK 具有 RN 性 质 , (9,3,A 是 任 一 测度 空间 ， 
SyvB.sn > D 是 取 值 于 HM REA = limf fda 4 


E ÜZ. F EHE o UAD 上 , 仍 记 为 因为 K 是 有 界 闭 本 


FCA) 
E.H (A) > OR,” at) fidu E cof,(E) CK Mil cay © Ks 


即 /的 平均 值 域 在 K 中 . 由 定义 1, 存 在 f € LX) FCA) = 
[ fae A € U.S) APE WBE TF Ae B, | Ldn 


= | fd pe = lim | Sade = | Jdu TRG, = ESL AD an . 
>i. I. $1 Levy 定理 知道 ,f, > fae. 

RIE. E KRE MOHER, F: X— X eA MERA 
AvelF) C K. Biron S 1} EO AYRE SAMY RF. RR 
般 性 设 of Uelx,)) = I FE o C) FEA TERI a, 生成 的 " 代数. 定 
p4 4 


F(A) 0 
fa = Be Ay FD > = 


i f,.8,.n 21) RHA f,(w) E K. 于 是 由 MC 性质, 存在 f 
E LUX), fa 一 了 a.e. 实 际 上 _f 是 一 致 可 积 的 ,从 而 
F(A) = lim| fd = f fary AES. 
FA K 具有 RN 性 质 . 
HA 0 & § 4 定理 10 可 得 出 下 面 推论 . 
推论 1 w 紧 集 具有 RN 性 质 . 
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ee 


让 我 们 明确 见 个 记号 ,对 于 任 一 集 台 天守 X, 记 eco) 是 天 
MAELO FÈ K API ENAE oK = {Nagata > 0, Da, 
m v1 
= Lr, C 大}. 容易 验证 ， . 
ORK) G s-co(K) Cwlk) (1.1) 
定义 3 一 点 x EE 称 为 人 的 四 点 Cdenting point) (s 四 点 ， 
c fet (s-denting point,c-denting point)): 若 对 于 Vs > 0. 

x € col KNB. (a)r E s-co(K\B.(0)) ,rT € co(K\B,Cr))). 
RP Ber) = only al <e BAK CX EARNE 
(dentable set)(s TJ p yc By H Æ (s-dentable set,c-dentable 
set)) FE Y e> OFT r € kk 使 得 
z, © COCK\B Cre) ) ry E sco (KAB C) te € co K\B. LE). 

由 定义 直接 得 到 , 若 天 A-TH RGM A cM). WK 
FAM Gs 可 种, AMD 的 . 另 一 方面 ,由 (1.1), 每 个 可 问 集 是 * 可 
叫 集 ,每 个 s 可 征集 是 < BT BER. | 

命题 . ig X 是 Banach 空间 ,KK CXx 是 任 -- 子 集 

G) #eo(K) WL. A FE. 

Gi) EKRAR ADE, KARAR ES, KRE, NK? 
不 是 可 四 的 ,从 而 更 不 是 :可 四 和 可 四 的 . 

GID 4 X 赋 于 等 价 范 数 时 , 子 集 的 可 凹 性 不 改变 ， 

证 明 1 设 co(K) HM, 由 定义 ,对 于 Ye> Oda € 
co(K) {E x, € coleco (KNB lr) AQ. 注 意 K\Q@ 非 空 ,否则 KC 
Q. Mifico(K) CQ, KH r. € co(K)NQ 了 矛盾 .现在 我 们 证 明 ,对 于 
Y dE K\Q.d E co(K\B.(d)). ERE FHA d E Byla). 否则 
d © K\Bu: (a) Ceo(K\Bn(zd)) CRS d € KR FA dÆ 
K\Q 中 任 一 元 ,故居 \Q C Bult). 其 次 必 有 KK\B.(d) CO. 因为 


E y E KBD Ay EQ MAE ly- al >> BWR 


时 有 yd E KQ C Balad & y= dil Slys ard + llar 
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—d|| <e. FR. Bit, coK\Bd)) CQ. 既然 4 区 Q, 故 过 二 
co(K\B.(d)).K FEN. 

2 KATH, RE Ee > 0, HA Ve € Kr € 
co(K\B.(2)). Har E K° WUE O> OB) CK. Raya, E 


KER way, > a 一 1 使 得 |z 一 xz Se A<i<n# 
r=] 


All Dac, 一 zl <mn, i) ysam Vax Mat y E 


i=} f=) 

BOCK ELAS tpt tne K’, GQ<i<n). 另 一 
方面 

1 


9 
a 


1 1 € 
| party panel Sy banal Flyby 


LPa ty) + fa) = 2 BF © € co KB) ,x E 
i=l = 


K° 是 任意 的 ,所 以 天 "不 是 c aH, 

3 Bl | 5 + l BEER MEV ee Xale] S 
lz <b x | BP ab > 0, Br) FB. Cr) 表示 在 两 种 
范 数 下 以 x APD e 为 半径 的 球 , 则 由 

coO(KNB Cx V) ) D coCK\B,(r)) D co(K\By, (x ))) 
得 出 所 要 的 结论 . 


例 1 C[0,1] AER D FE s HY PAZ 不 是 可 站 的 
EBA D Es ATMA ARTES coo se EDA ETA. 为 此 


iM FEE €> 0, fo € seo (ONEA MW fo = S anf EP Sf, 
n=l 


€E D, li Í, ~ Ío |! I E,d, > p2 Qu = 1, 为 要 此 | 成 立 ,， 必须 


LO =1, > 1.B f, =S aD. FR. EE, aa = 1AE, 
ED 的 s HE. 
WE D RÆ A MFR SE DA ce > 0.8 R014 
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a ge ee 


分 划 [0, 上 上 ) 4,2) pen L, 1S 
H 1 n 


n 


FOD = fO E potty, 
pue e (Lod 1) gaa ye PUP) 一 FU) > E, 对 于 其 余 的 


1E (4 一 ESOO 保持 线性 ,于 是 ISSN > fa < 


I<). KAP ED BNA LL 一 了 二 全 ,是 任意 


的 , 故 .EE coCD\B,,(/)). 六 不 是 可 四 的 . 
定理 2(Huff-Maynard-Kunen-Rosenthal) i K CX BG 
RAALTE, Æ 天 RBA. 
O 存在 9 之 0 和 测度 空间 (92,2z,w) 以 及 取 值 于 天 的 co 拟 
MCS Bion 之 1) 使 得 对 于 任何 w € 2, 
inf faa o) — few) | D8. 
Ci) 存在 8 ,0 一 8 天 8 和 测度 空间 (2, 荆 ,Ap) 以 及 取 值 于 大 
HBR Cg. Zun > 1) 使 得 对 于 任何 wE R, 
inf || gns CW) 一 Baw) |] Bo, 
待 别 地 ,K 不 具有 RN 性 质 . 
证 明 ”实际 上 ,我 们 可 事先 确定 ==50,1j,> 为 人 上 的 Borel 
0 代数,p 为 Lebesgue 测度 ,然后 构造 拟 著 和 园 | 


1 Hee, 0, Ve, < oo, 由 于 K 不 是 可 四 的 , 故 存在 8 之 0 


使 得 任何 x © Kix € 6CK\Bs(z)). 任意 固定 一 点 xi € KK, 令 
fi(w) = 2,58, = A. 
取 Zap ott Ly „EK, || Zu — xi | >ô, 1S jS m, 使 得 


I > Panel ZT ll <E, (1. 2) 


RP ay > 0, Yay = 1.4 By = Slane <j Sm BX 
j=] 


i=] 
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My 


fw) = 了 Te hyp ’ 


Jel 
By = o| [Bu by) 1 SIE m2}, (Ba = 0). 
则 . 
| f:(@) 一 f,(w) | S min layan || SOWYeEQ (1.3) 


2 
Efi: |B) = Efi = X aytay 
gal 
从 而 由 (1. 2) 
EGIZ- Afi ilo = | Xasay =al <e 


1 
为 了 定义 f;, 考 虑 区 间 [B, 1;,Ba) ,在 此 区 间 上 ,fCw) = Tj 
EK. Rays ene EK, 1 cP — 2, || 281 Sk Sm” (BF 


n) 
my 


| Dar? — xyl < ez (1.4) 
k=l 
my 


ayy > 0, Dae = = 1,4 BR = Ba- + (By — Pu-i) Yay 
ISKS m9 ,定义 fs FE LB; 19 B2;) 上 的 值 为 


P 
Seva, AD) (1.5) 
” 当 j 取 遍 1,2,*… me 时 ,得 到 
ms ni? 
flo) = >) Dy ote, Ars 
j=1 k= 


By = ol LBP, B sh dpa leer em RE my}. 


直接 验证 可 知 ， 
I Aso) — fao) || > min min | z$? = zul >. (1.0) 


又 当 w 和 LB,,_1» Pa) 时 依 定 义 


、 1 Pry 
EGI) = Bo Pae 
J I 27 一 ! 


Q) 
My 


_ CP) aD 
J:dp = > Jas, rsi 
k=1 


138 


从 而 


G) 
ms 

| EG, |.Z,) 一 Í: | ~ S sup | 了 > alPz — Trj | < e. 
i png 


依 此 做 下 去 , 简 而 言 之 ,在 f 取 常 值 + 的 区 间 上 ,利用 大 的 不 
可 四 性 , 取 一 列 向 量 使 它们 中 的 每 一 个 离 x 的 距离 都 大 于 5, 而 它 
的 山 组 合 离 + 的 距离 小 于 ,然后 将 区 间 细 分 以 定义 水 数 f+ ,对 
于 其 它 区 间 同 样 泡 制 ,……, a Zon 之 1) 即 所 要 的 co FURR. 

2° BATH AL FA FO BRAN Riesz 57 AERE 38 #9 EIT EAT RR, 注意 上 


面 证 明 中 的 e, 带 有 任意 性 , 故 不 妨 取 e 各 meme Ye <5 > 


人 0). 所 得 到 的 co 拟 蒜 仍 记 为 ( 广 , 瑟 ,之 1). 现在 令 
Ba = Les 一 limE(fil%,), 

其 极限 的 存在 性 可 从 生 $ 2 Riesz 分 解 定理 的 证 明 类 似 地 得 到 ,并 
H 8r Banon Z1) HETH. 现在 只 须 证 明 Er) € 太 并 且 对 于 
Vog Qin lgo) 一 g,(w) || So. ERE S EN 
法 ,对 于 每 个 wE OES |S) 都 是 天 中 元 素 的 凸 组 合 , 开 AG 
集 , 故 ECfi| 多 ,) E K. UK AAR. 故 对 于 每 个 vg, = 
limE (A| Z.) € 天 ,其 次 

len — Sill o = lim | EA |B) — fr ll 


天 一 】 
= lim | ECD Ea — SAP) |2, |- 
k—t ba 
<lim © I EQ — FB) Nao < De 


所 以 
| EnC) £,(@) | 之 I Fai (@) = f,(@) | 
| Sati 一 Enti | | Ja 一 &u | oa 


定义 4 RK OX RARER Z EX, "0,70 
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MIK.) = supir’ CO €E KY. PT aw > 0,8 SOK yr aa) - 
ieee Kiri Cr) BMK, r)a}, PSK ,4a) 是 x' ,4 确定 的 
K 的 切片 Glice). 

定理 3 BARRACK RAMS AMS K 有 直径 任意 小 


的 切片 . 

WA AK KRM HA e> 0, 存在 x € KE 
NB CY. i 上 Hahn-Banach 定理 ,存在 x € X’, 上 x 上 =]1 
MrER, 


a’ (x) >r > supir“ (y) y € coCK\B,Cr))}. 
WRa=MK,r)— r MSK, r*a) CRB) 门 上 .实际 上 ,对 于 
YyESK,r' ay E KHT O >MK.r')—a=r. ff 
LI y E co(K\B.Cr)). 得 出 y € Br). FH diamSCK x" a) < 
2E. 

反之 , 若 对 于 Ye>> 0, 存 在 x EX a AN. o 使 得 
diamS(K,x' ,a) < e, IJF Yr E Ka Cr) > r= 
M(K,x') 一 4, 于 是 

coCK\B,(r)) C co(K\S(K x" ,0)) Cart (= o,r] 

{E xt (xr) > rkt x € co(K\ B(x). 

引 理 ” 设 F;53 一 XX 是 关于 测度 空间 (02,2,p) HARE y 
连续 测度 , 若 忆 有 局 部 直径 任意 小 的 平均 值 域 , 即 对 于 Ye 二 0 和 
4E3Y, 若 Ap(4) >>0 则 存在 4 © SLA CAA) >o 


F(E) ' 
mE)" EEC S,ECA' CE) > 0} 


则 存在 AE LUX) EF AY RN 导数 ， 

WEAR Fc > 0, 应 用 竭 举 引 理 ,存在 不 相交 集合 序列 

E,(e) € En(E,(e)) > Olimu CA UECe)) = 0 并 且 对 于 每 个 六 
damAvel F |E, (9 


= diam! T, ECEE EE (e) pE) > 0) <e (1.7) 


diamAve(F|A‘) & diam (一 站 < 
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et + 和 


定义 


FCE, (Ce) 
> EE (IX Vwen 


fo) = 


WR FE) = | jan 则 对 于 2 HRSTE r， 
SPF) — FEN = X EE) 一 | fede 


EEr Eer 


2 I |F (ENE, (e) 一 | par l 
| FE (NE,(e)) 
LCE N Ele)) 


_ FE, ()) 
LCE, (Ee)) 


Se: 
-名 各 


ii i 


| HCE N EC) 


<5 Ven(E N E, C) < N). (1.8) 


feni n=1 
最 后 的 式 子 应 用 了 (1. 6), 于 是 
lim || f — Fel (2) < lim | Fe — F || 


+ lim || F, — F || (M = 0, 


即 lim | 1 天 一 六 lan= 0 取 e= +, (fin >) EL GX) F 
edna 
的 Cauchy 序列 ,从 而 存在 € LGX). 
f= L — limfa. 

由 (1.7) 知道 必 有 

F(E) = lim FLE) = limf fide = f fde Y E € 3 

定理 4 (Rieffe) (2,2.4) 是 测度 空间 ,K CX ZAR 
hE, XE pe ESE Ave F) CK, 则 以 下 条 件 等 
价 : 


O EES E LX) EFA =| fde N AES. 


GD 对 于 Vs > 0, EE R C EE UA) <e HE 
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AveCF \Q.) 是 相对 范 数 紧 集 ， 

GD 对 于 Ye>0, 存 在 只 后卫 使 得 AGONO.) Ke 并且 
Ave(F pN) 是 相对 io 紧 集 ， 

Civ) 让 具 有 局 部 s 可 四 平均 值 域 , 即 对 于 Y AS XA) > 


证 明 =i) ”由 于 fAE LX) FER BERS, E 
得 
b Al >o paces (fam Fi, -> 0. 2) 
由 Egorov 定理 ,对 于 Ye 之 0, 存在 QE Tie (QD) <e R E 
f, BORE FAB CAD = | fde ACO tt ETE n 
non, Ht, 


FCA) FCA) 1 | | 
- _ 1 
< sup | f, ~ fit <e. (1.9) 
ogn. 


FCA) 
， a 
Avel F, |29 = i uA) 


是 有 限 维 空 间 中 的 有 界 集 , 故 为 相对 紧 集 ，(1,8) 保证 了 
Ave(F|\0,) 是 相对 紧 集 . 

Gi)> (ii) 是 显然 的 . 

Gii)=> (v) 当 Ave(F|Q) 为 相对 也 RR, CRAG 
也 是 相对 w 紧 的 ,由 推论 1 和 定理 2 知 ,Ave (F102.) BAMA 
Æ s TPA. E F 有 局 部 s 可 四 平均 值 域 , 

GVS) i Ave(F) CK HE F RA s 可 四 平均 值 域 . 
ig K' = Ave(F | A') RP Ave(F |A) Æ s Ma. FRM FV > 
0, 存 在 x € K' 使 得 x E s-co(K\B(2)) , HIA r = om HHA, 
E 5, uA) = 0,4 CA 我 们 证 明 存 在 B C4v 使 得 对 于 Y EE 
S,EC Bau) > Ok | ES 一 xz <e RR, A 的 任何 子 


AE ZX pA) >0ACH!} 
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集 8(B E ,ptB) > 0) 包含 子 集 B' BBB’ EB) > OF 
E 
O EW), 
Iz- gn | FS (1.10) 


应 用 竟 举 引 理 可 知 存在 可 列 个 互 不 相交 集合 B, B,C Ag eB.) 

> 0, 在 每 个 已 上 ,(1. 10) 成 立 并 且 对 于 C= UB, KCAAC) = 0. 
n=l ， 

Mili CAC) = 0. 于 是 


_ FCA,) _ FO) _ Sn FCB) , (已 ) 
uA) (C) Z gB) eC) ` 
a FBD oo, 、 _ 
BAB) E€ K.(1.10) ead x E s-co(K\B,(v)) ,矛盾 .= 是 任意 


iy DROS FG ER DAA A. SIE PR eA 
有 RN 导数 ,定理 得 证 . 
定义 5 Banach 空间 中 的 集合 称 为 是 子 集 可 四 (subset 
dentable se) CFH s TM, Fc 可 四 ) 的 : 若 它 的 每 个 有 界 非 空 
FRETU WM 可 四) 的 . 
例 1 表明 ,对 于 一 个 有 界 闭 凸 子 集 , 可 思 性 与 * 可 四 性 是 不 同 
的 ,但 若 转 到 子 集 可 四 性 ,情况 就 不 同 了 . 
定理 5 KE Banach 空间 和 的 有 界 闭 凸 子 集 , 则 下 面条 件 
等 价 : 
G) K 具有 RN 性 质 . 
Gi) K EFRI HM. 
Gi) K EFE s 可 四 的 . 
Gv) K BFR c 可 四 的 . 
C) K ET ATR. 
(vi) K 的 每 个 可 数 子 集 是 <- 可 时 的 . 
TH “〈i 让 >(ii) 一 (iv) 一 (vi) 是 显然 的 . 当 (i) 成 立时 ,天 R 
有 黄 收 各 性 质 ,从 而 开 的 每 个 闭 凸 子 集 具有 款 收 全 性 . 定理 2 说 明 
(v) 成 立 , 定 理 4 说明 反 过 来 的 结论 也 成 立 , 故 (D<>(v). 4) 
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成 立时 ,对 于 大 ETTR D coD) EE, ARA A D E, A 
TGD 成 立 , RTF ODS (v) ,一 个 构造 性 的 证 明 见 Bourgina). 
推论 2 Banach 空间 XX 具有 RN 性 质 当 且 仅 当 关 关于 :0,1] 
上 的 Lebesgue 测度 具有 RN 性质， 
证 明 ”注意 定理 2 中 构造 的 壮 和 拟 蒜 都 是 定义 在 L0,1] 上 的 
Lebesgue 测度 空间 上 的 .因此 车 六 关 于 此 测度 具有 RN 性质, 则 X 


”的 BES Fe BT EE. 但 定理 5 说 明 可 止 性 是 与 测度 空间 


的 选择 无 关 的 ,从 而 和 关于 任 一 测度 空间 具有 RN HER. 
推论 3 Banach 空间 X BA RN 性 质 当 且 仅 当 对 于 任何 可 测 
空间 (2,3) 上 的 有 界 变 差 X 值 测度 下 ,存在 JE 700 天 | ， 
X) 使 得 
FA =| fale YAES aid 
证 明 ”必要 性 是 显然 的 . AT AOE ERR PHASE 
# fa] HEM EY. || F I CATR INTE. (2.3, |, F |) 是 有 限 测 


dF 
NR, ED RE FSu EH EI S FEE = ZTET | 


d\| Fil 
du 


ae, 存在 . 


$ 2 暴露 点 与 端点 表现 


有 两 个 经 典 的 关于 局 部 凸 拓 扑 线性 空间 中 是 集 的 定理 ,它们 
在 分 析 数 学 中 有 着 广泛 的 应 用 . 
Krein-Milman 定理 ” 设 大 是 局 部 凸 Hausdorff 拓扑 向 量 空 
间 中 的 非 空 紧 西 集 , K 的 端点 集合 exK 关 名 并 且 玉 二 
cotexK ). 
Choquet 定理 ” 设 K 是 局 部 是 Hausdorff 拓扑 癌 址 空间 六 中 
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Saare -eper pratan t = > AR ek EAERI NRE NR DAE A MELO EO Pa PHARE. RD 


的 可 度 基 化 非 空 紧 凸 集 ,z E 天 , 则 存在 以 大 的 Borel FRA o ft 
数 的 正则 概率 测度 w 使 得 x(exk) = 1 并 且 


| x deco) = r(x) VY r E X’. 


本 节 将 就 Banach 空间 情况 ,首先 介绍 第 一 个 定理 的 推广 形 
A. 然后 叙述 第 二 个 定理 经 过 Edgar MOE T WER, CIRM PR 
的 RN 性 质 . 

定义 1 设 玉 是 Banach 空间 和 中 的 有 界 闭 集 .zE 大 MAK 
的 端点 (extreme point), 若 xz 不 能 写成 K 中 任何 两 个 不 闻 点 y 与 x 
的 凸 组 全 wy + (1 一)z,0 Cal, 称 一 个 闭 是 集 是 具有 
Krein-Milman(KM) 性 质 的 , 若 它 的 每 个 有 界 闭 凸 子 集 至 少 包含 
一 个 端点 . 

定义 2 12K Æ Banach 空间 X PHAR Rr € K, 
oa EK WSR Al (exposed point): AFE xr’ EX ila’ || = 
1, 使 得 对 于 VY yE Koy Hex Mat O) <x’ (x). 此 时 称 x” 是 在 
x Fa AY SE RUZ h (exposed functional). 若 此 外 还 有 7 On) > 
x` (x) Bt y, > 2 JER q AGRE HR. (strongly exposed point) ,7 
为 点 的 强暴 露 泛 函 . 记 天 的 暴露 点 的 全 体 为 ezp 开 ,强暴 露点 的 
ZIRH strexpK ACIR RR K WEA AN RTEZ A EASE). 

例 1 iZ K = Bee.) Cc, 的 闭 单位 球 ) , 则 exrK = 他， 


_ ] 
实际 上 任何 x = Cx,) € K,z, > 0, 故 q4 Ha 使 及 iy, | <7 HX 
y= 《Ti se 1 tl gore) 
1 
z = (CITERE VEEN 十 gitar) 


Wyz E€ Ker = ty 二 sx 不 是 端点 . 
例 2 if K =BMI Merk = Ø. 


实际 上 对 于 VE Kos fiolar] IF) lds $ 
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:的 连续 函数 . KEEL OLL] f IF |ds = +f FG) [ds He 
SiC) = 2f Xiron Se) = = 2f CEO Xt, ,上 ] 9 


WASLA S LS=t + fed. Mili exK = Ø. 
例 3 BK =B(CLO.1)). Rt Co] BRS. Merk = 
{Xros 一 Xero} s Miiico(erK) + K. xen AE IEW Z. 
例 4 设 天 是 平面 上 单位 园 周 卫 与 点 (1, 一 1) 张 成 的 凸 集 ， 
则 (1,0) 是 端点 但 不 是 暴露 点 . 
例 5 ik{e,.n 之 1) 是 1, 中 的 标准 基 ,K = co{e,,n 之 1). 由 
4 的 自 肥 性 和 KK 的 有 界 闭 凸 性 ， KBwAR. 我 们 可 证 明 o 是 暴露 
点 但 不 是 强暴 露点 . 
实际 上 取 rt = (— 1,0,0,0) € L , 则 对 于 任何 x Ecofe， 


1} ,不 妨 设 i 一 (aa FERD) 其 中 Q; > 0, Sra, 一 1 则 
i=] 
xi (xT) =— a <0 = x" (0). Eh EBR ṢE x = 0 a @ x(n) < 
Xx' (0). 0 是 暴露 点 . 另 一 方面 ,车 x" 是 在 0 点 的 暴露 谤 函 , 则 M = 
supir (rx),T EK) = 0,8(K,x*.e€) = (x E€ KT (4) > — 2}, 
diamS(K,z ,e) = J 2. fa Fee. 7> 1.7 As) WEE 
证 知道 C558; E€ SCK x" ,€) ,diamS CK ,z* ,E) 之 | € — @; Il 2 = 
V2 limdiamS(K,z* ie) Æ 0,0 不 是 强暴 露点 . 
eed 
Se ” 设 KCX 是 有 界 集 , 则 
(GD 天 的 每 个 暴露 点 是 天 的 s 四 点 . 
Gi) K 的 每 个 强暴 需 点 是 凹 点 . 
证 明 1° 设 x, 是 K MBB CX ,1 站 =1 是 在 


r MERE HA e> OF Bax = S az, EP x, € K\B CT), 


n=l 


a, > 0, Ste, = 1, 注 意 由 暴露 点 定义 
ns] 
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ee RR CO, ee ee ne 


TI) = Slax’ Cr) rr) Srila), D 


n=] 


为 使 (2. 1) 成 立 必 有 x (xo) = zx' (zx,), 从 而 x = co F A.. 
2° 若 z 是 天 的 强暴 露点 , 则 对 于 Ye> 0, 存 在 > 0 使 得 
当 yE KABET) Be" Cy) <r" (zo) 一 a, 从 而 
suptz (y) y E 开 NGCro)) <2" (ar) ~ a, 
supir" (y) sy € co(K\B.(a)} < (xzo) — a, 
故 xo E coCK\B.(2)) ,zo 为 四 点 . 
引 理 1 (Kunen,Rosenthal) i$ KC X RARAGA 
有 RN 性 质 .x* € X*, |rt || =1,M = sup{r* (x) z E KK). 
e> 0,4 > 9 > 0, 则 存在 xo © SK, 2" ,7) 使 得 
ry € co((K\B.(2))) U (Bi (2) N {x E Xx’ (r) <M — @}) 
` (2.2) 
证 明 ” 记 右 端的 集合 为 W., 若 结论 不 成 立 , 则 对 于 任何 x。€ 
SCK, a Doty E WBE Tzn BB be — Dawn || ee 


是 任意 事先 给 定 正 数 ) EH a > 0, Ve = TXF zi = 1, 


ym, BZ aa; €E 天 并且 I Ti — Xo Ii >e BZ | Ti — Xo |! <1# 
Az’) < AM 一 a, 注意 在 后 一 情况 有 
a— <a" (ay) a Ex | ieoa ll = l roma: N 


总 之 ,对 于 Vx, ll eo — x || 2 min(e,a-9). 
H (e) 是 一 列 正 数 并 且 6, = De <x*(m) —-M+ 9. 现在 


应 用 类 似 于 $ 1 EEE TT ENE o WRC, Bon > D. FERS, 
= xz,, 对 于 之 2, 考 虑 了 所 取 的 值 zi, 当 XiE€ S(K,z' ,7) 时 , 重 
复 上 面 过 程 得 出 x ,… ,zw 并 且 细 分 x; 所 在 的 区 间 , 象 (1.5) 式 一 
样 定义 Soa, Ma ESK. ,7 时 ,就 不 再 细 分 二 所 在 的 区 间 并 
ANS fr =a. BL Zon > 1) RAM PER: 
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(1) fi(w) = Loe 
Gi) li Elfan |.%,) — Í. |! a> < Eror > 1 
Gi) Ba’ (f,(@)) >M -— 9, Hi 
li fario) — f, Cw) |] 2 minea — 7) > 0, 
Civ) 4 xe Cf, (@)) <M — 7,0 fi. (ew) = f, Ce), 
a) REF SK, r'a p CK FF AEE MEI IF SK, o ,7) 时 
停止 ,由 于 天 BAA RN RAA PASE S E Lip, 
X), J, >f ace. AIG RTF RP AA ns Gi) aoe. A M ili Civ) 
| (flw) de = lim| af, (waydusM—y (2.3) 
Ja nerdo 
5 — Fi 1A. FRET BE ME Gi) 
need 
| Ef, — To | 一 I EC > CEF |.4,) ~~ fi) i > 


pet 


n=] aod 
<N EG a 2) = Ale < Nes 
i=] i=} 


从 而 Ef 一 zi = lim Ef, — rn <e HE 
fe (fl dp x‘ ad — 6) >M g, 
矛盾 说 明 ra € W 不 成 立 , 引 理 得 证 . 

引 理 2 Hay EX’ Ia = ily’ | leh 0. BUF 
Y rE€EX, zl 和 lz (x)=0 时 ,| y' G@) | Se WBA Ia’ 一 
y || <2e,BZ lx +y' || <2e. 

证 明 考虑 y' h EP MSEX, r Cr) = 0) yt La RR 
WUE = EX Wet et ll = yt dyll SeH ra= 
时 y' (x7) 一 xz* (xX) 二 0, 从 而 存在 a 使 得 y' 一 z' = ar’. UE 

[= lelj= yt l- lot —z* Lisle | Se, 
E a 之 0, 则 

lety | =| oro i Sla] fle" || <2e, 

若 a<0, Ml 
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letty | = | ator Hz | <li+al+ | 2° || <e2e. 

定理 1 (Bishop-Kunen-Rosenthal) i KCX 是 非 空 有 界 闭 
四 子 集 , 人 RA RN 性 质 , 则 SECK) 是 六” 的 单位 球面 Sp CX") BY 
范 数 稠密 Cs FAB. 

证 明 对 于 Y p>0, 令 、 

A= {xr EX’, | | =1, FE a>0,diamS(K,r' 5a) <f}. 
(2. 4) 
我 们 将 证 明 As 是 Sp CX" ) 的 笛子 集 , 由 An 是 SCX*) 中 的 开 集 并 
E SEO = f) Ar Baire 纲 定理 将 导致 本 定理 的 结论 ， 

不 妨 设 太 包含 一 个 以 上 的 点 《否则 结论 是 平凡 的 ),z ES 
(X ,6.8>0. 不 失 一 般 性 设 x' 至 少 有 两 个 不 同 值 . 我 们 证 明 必 
A oy CAs E1 lly’ 一 x* || <6. 

取 e,7,a 满足 2e<P,2acd 以 及 

n+e+6d<supx* (K)—infr® CK). (2.5) 
HY x, 如 引 理 1, 由 Hahn-Banach 定理 ,存在 y EX. yt | =1 
使 得 supy W)<y* Cao). 此 时 存在 r 汪 0 (FB DESK oy" WF 
AWAS(K.y* OHO. BITE 
VY rE SK ay’ or)s rz || <e (2. 6) 
FELA y* © Ap. 

E lytt 过 56, 因为 y' 隔离 zx 与 Bi(xo) 人 {rEX， 
x (r)<M—a} ,所 以 y' 隔 离 0 与 BO 站 (xEX,zx' <M 
es— x) =B ON (re Xr (2) <M—a— ar" Cx) DB ON Iz 
E Xr (<a). HE re B, CON fe E€X.2r* (7) 达 一 a} 时 ， 
y` (xr)<y’ (0)=0. 

反 过 来 , 当 y* (7)=0 时 必 有 xz' (C7) 之 一 a, 总 之 当 上 rE 全 1， 
y aD =0 Mt la’ Cr) | <a. 由 引 理 2, 要 么 上 zx' 一 y' || 二 24; 要 么 
j z’ =y" I| 2e. 

注意 supy (K) 一 supy (S(K ayar ŽE Iy | = 1. 


(2. 6) 
y" (ao) supy" (K)—e. (2. 7) 
Ellet +y" || <20,3X BHF | sup[—y* (K)]—M| <2a, |x" 
Crad ty’ Cro) | <2e 从 而 |infy Ge) — y" Cry) | <4at+M—x’ (x,) 
<7 + 4a. W E1 E 
supy” (K)—-e<y* Cro Sinfy* (K) + 4a -H7 (2. 8) 
HF laity? || S20, He Ze] BE 
supr” (K)—infa* (K)<6a+te+y, 
X52. FH. 于 是 最 终 有 x' 一 y* | <2a<e. 
定理 2 设 K 是 Banach 空间 的 有 界 闭 凸 集 , 则 以 下 等 价 ， 
O K BA RN WER. 
GD HF K 的 每 个 闭 凸 子 集 K' ,strexp K'ÆØ. 
GD 对 于 的 每 个 闭 凸 子 集 K, 
K'=co(strexp K’) (2. 9) 
Gv) 对 于 天 NBA OTE K' SEIKE SX PB 
密 . 

证 明 Gd GERRI. > GHmBG) AM § 1 定理 5 
得 到 . (i) 之 (iv) 即 定理 1, 剩 下 只 须 证 明 (iv) 之 (iii)， 

AR RR K 来 证 明 ， 3 Kco(strexp K)AW ,由 Hahn-Banach 
定理 ,存在 x EX’, llet | =1 Mr CREB r (W)<r<sup 
a” (K). KR a=supr” (KK) 一 a,; 则 WASK, za) =O. H Gv) SE 
《K) 在 SC(X") 中 稠密 , 故 存 在 y* ESEK), || yt l =i l 一 
y <p  M=supl |l a l| EK). 4 yESCK ay SI 

ry>y ay) lrt y" (y) | >supy* (K)—~ 5 — 77M 

>supz* CK) -supr (K)—a. 
所 以 yESCK,r sa) BISK, y" 3)CSCKz ,0). 若 xz.EK 是 


150 


相应 于 y' 的 强暴 钟点 , 则 xz,EW, 从 而 WNS CK Vy’ SHS F 
盾 . 

记 dent K ERE K 的 四 点 全 体 , 由 命题 (ii) 和 定理 2 知道 下 
面 结论 成 立 . 

推论 (Phelps) 38 X Æ Banach 空间 ,CX 是 有 界 非 空 闭 
GTR KRA RN 性 质 , 则 

K=co(dent K). (2.10) 

若 将 SECK ) 换 为 支撑 WIZ BARA suppl Ks (r EXN 
(O}>,4 cE K 使 得 x Cr) =sup (fG) ye K}} WAGER — tE 
它 导 致 一 个 不 依赖 于 空间 几何 性 质 的 结论 . 为 证 明 Bishop-Phelps 
的 这 一 定理 ,我 们 先 做 一 些 准备 . 

引 理 3 CR XMM ATR. CX HA ECLA 
界 ,M>0. 则 对 于 每 个 =zEC, 存 在 mwEC 使 得 x 一 zE KaM) 
A{rEX, zll<Azr r)i # BCI (x +K ,M))= ir). 

证 明 OE A MEADOW. ier Sy 当 且 仅 当 x 一 yEK 
(x ,M),“ 之 "是 C 上 的 半 序 ,对 于 zxEC, 今 之 = (re Cr Ss) Fe 
W 是 尖 中 的 全 序 子 集 , 例 如 W= (ee ASG A}, 则 {x' (tw) AE A} 
是 单调 有 界 实 数 构成 的 网 ,于 是 

lima" (wo) =a=supa ' Cun). 

H Kiert MO AB FF a EM 4 AA, BY te, wa,» Mill Wa, — Wa 、 
EK Cr’ M), ATLA || wa, en, | <M Cr" Cry, (tw )) > 0. 
twr AE A} FE Cauchy 网 ,于 是 limtw 一 w€ C. 后 者 是 因为 X 的 完 
备 性 . 显然 wr we w WY OLA. Zorn 引 理 保证 了 之 
中 有 极 大 元 .由 人 > 知 z 一 zEKCr M). H nE nE 
Nr tKa MDY. ABRA yW EER R yae EK 
Ce Moyers 从 而 ye 2 fh r 为 极 大 元 , 故 必 有 yor. 

引 理 4 rty EX, et ll = lyt I =1.0<e<1,.M> 


1 十 二 . 车 对 于 Y rEK lz M) r Cr) 0. et yt | ee 
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证 明 EEX, lzil=1 使 得 Mz' (xz)>1+ 之 .车 yEX， 


Il y | < ita x” (y)=0,N4 fl ety] SIH <Mr (r+ y). Bp 
二 yEKRCr M). 又 对 于 Y rEKCr*, M) x (rr) 之 0, 故 知 y* (x 
土 y) 之 0, 于 是 |y* DIl<y* DK Illy’ | ae ll =1. 4 | y | <1. 
ly OPIS SHS 2eminC arty? IP. let yr ll <e 但 


M>1, 故 存在 zEX, | =| 1,18 2° (2) >max (eg). FR 
el] =1< Max" (2) .2€ K(2" MM) y (2) SOA <r“) 
rD Hy G<|izit+y || RIL | at —y’ | <e 

定理 3.(Bishop-Phelps) i% C Æ Banach 空间 X AY RA 
凸 子 集 , 则 supp(C) 是 X 中 的 范 数 稠密 集 ， 

证 明 不 失 一 般 性 , 设 0EC 并 且 x EX. Wert <1. RMN 
证 明 对 于 V e, Sec, 存在 y E supp (O 使 得 | zx 一 多 || <e. 
为 此 取 M>1+< Rn EX (8 Mar Gz O> He. 容易 验证 


Bau qo I: 7 ICK (x* MM), K(x" ,M) 如 引 理 3. 从 而 后 者 是 具有 


非 空 内 部 的 闭 凸 锥 . 取 z=0 应 用 引 理 3, 则 存在 yc EC 使 得 CN 
(wt K(x’ .M))= {y}. H Hahn-Banach 定理 ,存在 y CX’ fE 
得 

supy’ (C)=y" Cy dS inf y* Oyo tr) 


r€ Kir" ,M) 


=y" (y) + inf y’ Gr), (2.11) 


ré KGr" ,M) 
y 是 支撑 C NEM y Esupp(C) 并 且 y* 在 K(x',M) 上 非 负 ， 
由 引 理 4, Bx 一 y* 上 Se. 
定理 4 (Lindenstrauss) 设 关 是 Banach 空间 中 的 有 界 
i) ER. K 具有 RN 性 质 , 则 K 具有 KM 性 质 并 且 天 一 总 
(exK ) 
证 明 由 $1 定理 5,K 以 及 它 的 每 个 子 集 具 有 直径 任意 小 
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vair 


TE m 


R> 


的 切片 . 取 民 ,一 天 ,应 用 归纳 法 , 若 有 已 定义 ,现在 定义 ,i 不 
妨 设 SK ci ,a) 是 尺 ,的 直径 小 于 2 的 切片 ,应 用 定理 2 证 
明 中 使 用 的 方法 以 及 Bishop-Phelps 定理 ,存在 Tre EX sra E 


supp(K, ## A S Bar tiers 5 CS Karat ;0). 现在 令 Kip = (2x 


EK, rli lr) =supr4,,(K,)}. 注意 天 是非 空 有 界 闭 凸 集 并 且 
容易 验证 当 zr,yEK 天 tr 十 (1 一 DyEK a OLL GA rey 
E Kun HEIR diamK a L2 0°? 此 时 有 唯一 的 点 zj NKR 
们 验证 1, EC erK. 实际 上 车 x =trt+U-ty Ha. yEK=K,, 
O< AA EK oh EMER x. yO K,, BS XK —it 
程 知道 对 于 Y nSloe ye K, PARRA c= yar. 

以 上 证 明 对 于 天 AVE THES A RAR XARA 
KM 性 质 . YT ERA K =colerK) AW, R12 KW M Bishop- 
Phelps 定理 ,存在 x" EX' AM y,EkK 使 得 

supe’ (WU )<supzr (K) =x" Gyo). 
Be k'=(r€ Kor" (xz) 二 x (y,))CK 是 有 界 闭 凸 子 集 并 且 由 
上 而 证 明知 道 exkK' 承 名, 由 exK' Cerk 得 出 co(exK' ) CcolerK) 
一 多 ,从 而 z (om) 委 supz” W). FB. 

定理 3 的 道 是 否 成 立 , 即 KM HERE GAS RN 性 质 对 于 一 
般 Banach 空间 这 是 一 个 令 人 瞩目 的 未 解 问题 . 目前 在 略 带 附加 杀 
件 的 情况 下 已 得 到 肯定 的 管 案 . 例如 若 X 是 一 个 共 力 空间 或 者 拒 
本 身 是 一 个 Banach 格 , 则 KM ERAS RN 性 质 . 前 一 个 结论 我 
们 将 在 下 节 氢 述 ,至 于 第 二 个 结论 其 证 明 可 参见 Bourgin:1j. 

推论 cma 为 非 有 限 紧 Hausdorff 空间 ) 不 具有 RN 性 
E. 当 /不 是 纯 原子 测度 时 ,Zi CORR A RN 性 质 . 

VER ”对 于 所 说 的 2, 一 定 存 在 一 个 点 oo 不 是 孤立 点 . 考 
BEE ECM, Slo = 0. I Fil <1} ASF Bl 1 HERA c WY 
闭 单 位 球 不 具有 端点 一 样 可 证 明 , ARR Gh. AT COO) 


不 具有 RN 性 质 . 对 于 空 EM La (oe) ESR = at RP 
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Am 是 纯 原 子 测度 ,im 是 无 原子 测度 , 考虑 L 的 子 集 {/ E 
LUD IF lden =.) fldu <1) SE] ETERRAK 
具有 端点 ,从 而 LUO 不 具有 RN 性质。 

现在 让 我 们 转 到 Edgar-Choquet 表现 定理 ， 

定理 5 (Edgar) if K F Banach 空间 X 的 可 分 有 界 闭 丁子 
K RE RN ER WIF EA co € ,存在 概率 测度 1 PE 
K 的 万 有 可 测 子 集 上 定义 并 且 P, (exK) = 1, 对 于 Vr" EX, 


; 
| 2 (DAP, (2) = x" (a) (2.12) 


为 了 证 明 这 一 定理 ,需要 进一步 的 测度 论 的 知识 . 

1 (D.r) 是 Hausdorff 拓扑 空间 ,区 (CD) EH D A Borel TE 
构成 的 5 代数 ,党 (D) EAS HERE e PRA AS A right) 的 ,各 对 
于 Ye> 0, 存 在 rz 紧 集 玉 使 得 ARCXNW) <e BCD) Ei KRM 
度 的 全 体 记 为 已 CD,.r) 或 已 (CD). 此 外 以 儿 记 本 (CD) 的 完备 化 
并 且 记 

U, =N (Y u E€ PD}, (2.13) 
KW, EBD Hie AMET Ao 代数 ,其 中 的 每 个 集合 称 为 是 
万 有 可 测 集 . 若 记 

WH BD) =N NW ede AOD) 上 的 概率 测度 }，【〔2. 14) 
则 UB) D KAD). 后 者 完全 可 能 是 前 者 的 真子 集 . 事 
实 上 ,对 于 每 个 Borel 代数 都 可 以 产生 一 个 万 有 5 代数 一 包含 
BD) 的 最 小 万 有 va 代数, 另 一 方面 当 人 是 完备 可 分 度 二 空间 时 ， 
相反 的 包含 关系 成 立 , 从 而 CBD) = AOD), AAR 
上 的 每 个 概率 测度 是 胎 紧 的 ， 

完备 可 分 度量 空间 又 称 为 Polish 空间 . 度量 空间 的 子 集 称 为 
Souslin 集 , 若 它 是 某 个 Polish 空间 的 连续 象 . 由 点 集 拓 扑 的 一 般 
理论 知道 ,Polish 空间 的 子 集 同 胚 于 一 个 Polish 空间 的 必 充 条 件 
是 该 子 集 是 G 集 , 于 是 上 述 结论 可 述 为 可 分 度量 空间 的 Souslin 
子 集 是 万 有 可 测 的 ,此 时 和 CBCD)) = KCA). 
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命题 1 B K Æ Banach 空间 XX 的 可 分 闭 上 山子 集 , 则 exk 是 
K 中 的 万 有 可 测 集 . 

证 明 设 人 入 = {(x,x),xXE€E Ki}CKkKxk,K 是 Polish 空间 
Kit K x K 也 是 并 且 八 是 KX 天 的 闭 子 集 ,P =K Xx (K\A) 
是 KK x K 的 开 子 集 . 由 上 面 所 述 ,D 同 胚 于 Polish 空间, 定义 gD 
—K,p(r,y) = F(x + y) ,9 连续 从 而 PD) Æ K 的 Souslin 子 集 ， 


但 VD) = K\exK, 从 9D) 万 有 可 测 推出 exK 万 有 可 测 . 
我 们 将 Kuratowski-Ryll-Nardzewski 选择 定理 的 一 个 推论 作 
一 个 命题 列 出 来 而 不 加 证 明 , 详 细 证 明 可 参见 Diestel.-.;. 
命题 2 ” 设 刀 是 Polish 空间 ,(Q2,Z) AIMS [a] A, D> Q 
E 
G) IFY vE Oh Gop 是 D 中 的 非 空间 集 . 
Gi) 对 于 D 中 的 每 个 开 集 ae ) € >. 
WETE > BCD) 可 测 的 映射 ;2 一品 使 得 hCf(w)) = w. 
BK EURAK KARO. AMS V eye KA 
<Ag1, 


pAr + (1 — Ady) EW) + AYO), (2.15) 
o 称 为 是 严格 是 的 ,车 对 于 任何 x A y, 严 格 不 等 号 成 立 . 者 人 是 
Banach 空间 X 中 的 可 分 凸 子 集 , 则 SpanK 有 可 数 决 定 集 {x; on > 
1} C (spanK)" ,此 时 


pr) = > A 7 T 


是 上 的 严格 上 同 有 界 连续 函数 . 
现在 我 们 考虑 测度 的 分 裂 , 设 (Q,3,x) 是 有 限 测度 空间 , 孝 
HETRRCQHBY AEC ZANRADANRF OX 
x = (AN BU (B N R9.Y A,B EE) (2.17) 
WS Ro RRGFA TCL. 2 LS 
HCANR)UCBARD) = FEA) + #(B)). (2. 18) 


(2. 16) 
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FA "A, € 2! 两 两 不 相交 ty ot Ty, €E XM 


le Stat. jdu = Say (A N R) = Ff data dee 
i=] 


i=] i=l 


同样 地 ， 
ST ae pi ya lf es 
| $3 XXa dp! = 2 (A; N R) = gh È etde 


推广 到 k Ape er 了 , 则 
| fae = T idus | far = = yhde (2.19) 


命题 3 if K Æ Banach 空间 : 的 可 分 有 FA CoB MWEE 
CC. ACK )) 到 ACK) AY By ea R pK > K x KER Gir) = 
CHK) PL)), 


+ (g(r) ~ Qtr) = r (2, 20) 


FA G(r) =a ss aia rE exK, 

WEA ” 仍 如 命题 1 的 证 明 一 样 定义 信和 DD. 已 经 知道 h(x,y) 
= 方 (+ 十) 是 一 K\erk 的 连续 到 上 映射 ,从 而 对 于 YE 
K\exK h UD ÈD PHA E. BV 是 万 中 的 开 集 , 则 Y EEF 
Polish 空间 ,于 是 ACV) = irh Urh) NV = Ø} FE Souslin F 
集 , 从 而 是 万 有 可 测 的 , 由 命题 Gi), 存在 CAR \erK)) 到 
BD) ty WW HY ;Kerk > D 使 得 对 于 VYx E KrK, 
h(g (x)) = xvid 

gir) = (HAIG), Y r € K\erk 
HA Sar) = 二 (Cr) ,rE KierKy = r,r E€ exk, PH (rv) 
= ølr) r E€ K\erK; = r.z € exK. Mgr) = (Q(z). G(r)) E 
UBK) BACK) 的 可 测 国 数 并 且 对 于 了 E K\exk，- 


r=hA(glr)) =h@(x)) = Liga) + G(r)), 


WF x € exK.x = 5H) + glx) HH Ale) = p(x) =x 
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4HR r E exK ,于 是 命题 成 立 . 

EH sH ipp p 如 命题 3,4 是 全 体 可 数 序数 的 集 
合 ,2 二 {0,1}*, 人 中 的 每 个 元 可 以 看 成 人 上 的 消 数 w( ,对 于 每 
DAEA wA) 仅 可 能 取 0,1 AMAL JB A, = {fw E N, oA) = 085 
HEK AnA A} CAN TK Borel 集 ) 生成 的 万 有 o 代数 记 为 3. 对 
于 每 个 可 数 序 数 a el (AnA La) 生成 的 万 有 o 代数 记 为 2, 
EINE D = (S.2},H24O0< RB <att.3,CICUVCD id, 


是 在 {0},{ EERE 的 概率 测度 ， Sum [Tavs 是 3 上 的 无 原 


子 概率 测度 .现在 让 我 们 应 应 用 超 限 归 纳 法 构造 一 个 K fA. 
MF am E K$ fo(w) =x HAF 
F(a) = ACSC) Xa, + AEDA. 


GBA=OSRA=2N, 则 pAN 4) =A= AN] Ay). 所 
以 els, 是 uls AUP RU AE. 由 命题 3 前 面 的 说 明 
| Acay 一 | aada du + fa Cr, Xa dp 


= f p(x duet | Glaxo du 
ANA, anas 


= 1f % (xd + 1f Gla du 
2 J3 2 Ja 


一 | zidy = | f wdy, 
A 4 
于 是 ECS, IE) = fo,a.e. 
现在 假设 1 是 一 个 有 限 序 数 并 且 对 于 所 有 有 SAS 均 已 定 

X4 BARES ED = fz, 我 们 定义 frais È 

fani) = Cfi(w) Xa + PCA CO) 7X (2. 21) 
则 当 B 二 «时 ,对 于 每 个 Ay. 

LCA, N A) = SHAS) = LAs, N As, ). 


马 是 由 As 生 成 的 万 有 o 代数 ,所 以 上 式 对 每 个 4 € 2 部 成 立 , 即 
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MAN Aimi) = FA = WAN) Ain), 
GU. “| Eel 的 分 裂 测 度 , 从 而 对 于 A E 3, 
| Ande = OLNE + [aED dy 


and 


一 | ach, (wd pz + | — AS Mw) dp 


An ay, 


= 于 | ady + S| ache 


一 | Forde. 
即 Eil DD = fisa.e. 

FAR PRE OF Ea OA AEE IPAM < 
aif ECS. | 22) = fa, 我 们 定义 Se. 不妨 设 w 是 一 列 序数 w < Aya, 
> ATER, 2.07 2 1) de PROS 取 值 于 大 ,从 而 是 一 致 有 
界 的 ,K 具有 RN HET AmA BRA EI. 于 是 必 有 2 BY eR ee 
所 使 得 f。-> f/f ace, RRS SOLS a, 的 选取 无 关 . 我 们 往 
证 对 于 任何 8 <a ESS) = fasa. e. 

实际 上 ,对 于 过 a1,E(f。 (ZD = Spa e BAC 5. HAH 
收敛 定理 


[au tim] fa = | Sadie 
故 所 说 的 结论 成 立 . 以 上 对 于 YAE AGL HB RE MHA, 
By A € A) 是 上 (ABB. 
现在 设 %:K 一 人 是 天 上 定义 的 严格 凸 有 界 连续 函数 ,有 界 收 
SUE FRU Be 的 序列 式 定 义 保证 了 
EA) = | gfe rd 


对 于 任何 4E ARE. He WOH, AO), Ba A E A} 是 实 值 
PRR. BREA ECA) 是 4 的 单调 增加 函数 ,由 于 有 界 性 ,存在 jh © A 使 
{FA A Bt. ECA) = ECA.) Bf 
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| AF) Jdu = | Peta, C2) ddu. (2,22) 
定义 7:K -> Ry 
sad, _ to, 、- 
MO) = SABO) 十 SHG Crd), 
这 里 g.p 仍 如 命题 3, 显然 对 于 VE 天 ,Cry kp) 并 且 等 号 
成 立 当 及 仅 当 r € exK. AD A. 
[gwar | afew rude 


Ja 


5 | Oe (h(a) ) du 


i 


1f e 
z| PP Afi lw) A + 
2 Jn 


1 r 1 
~ y|, VASLAN 十 ole. 


P(g, (fw) ) dp 


十 4] half Codd due + al PES (w) du 
SAL, oe My, 


| (it fw) dy J- | PCs Jf wy Yd ue 


JAg: JA ga 


l! 


Pia odu = Jo) idj, 
最 后 一 步 永 用 到 (2. 22). 这 说 明 
[ (rw) — Bf (w)) ldg = 0. 

HF a(x) SE) FRAC) = OCP) ) sa. 8. FE) E 
exK. (2.21) 和 exK 的 定义 知道 Jilo) = 广 (o) ae. 

若 4 是 一 个 极限 序数 ,由 六 的 序列 式 定义 "通过 取 极 限 , 上 述 
结果 仍然 成 立 , 即 户 (o) € exzK fiw) = fi (w) a.e. (ABA) 

对 于 天 的 万 有 可 测 集 忆 ,定义 
P, (D) = | to > fwd (2. 23) 


i 
| 


SP, 是 可 测 空间 (K , AUD) 上 的 可 数 可 加 测度 ,特别 地 取 
D = exrK, 则 


P leak) = | Zax o fdu = WD) = 1 (2.24) 
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NE ME 


也 ， 是 概率 测度 ,以 eK 为 支撑 集 . 由 于 
rn = f {ody = f f; Cody, 
a a 
故 对 于 YY x* EX’, 
r . 
rin) = | fd = | a dP, (2), 
Jf eK 


$ 3 HME le) Pay oe 


在 第 T 章 已 经 证 明了 AOS RRA RN 性 质 . 而 我 们 
知道 当 Banach 空间 本 身 可 分 时 ,此 空间 末 必 具有 RN 性 质 , 这 说 
BA at JL Ae] HE Be Se SE BE a s 间 具有 更 好 的 条 件 . 事实 上 这 一 点 对 于 
它 的 子 集 也 是 成 立 的 ,本 节 我 们 叙述 那些 只 有 共 久 空间 中 的 西 集 
才 具 有 的 性 质 . RITRAE FS NB) ORIN 性 质 等 价 
FKM 性质; 等 价 于 不 包含 任何 9 树 的 性 质 等 ， 

我 们 总 假定 X Æ Banach 空间 X piyi a H. 

定义 1 设 天 CX' 是 有 界 子 集 ,z CK RAK 的 网 四 点 
(w*-denting point): 若 对 于 V e>0,r' Eco” CCK\B.(z)).K 称 
为 是 w’ BDAY Cwt -dentable) : 若 对 于 V e>0, 3 r? CK 使 得 ze 
Eco” (天 NBe(xzo) .一 个 集合 的 每 个 有 界 闭 凸 子 集 是 w WE, 
则 称 此 集合 是 子 集 ww OT TAY. 

定义 2 设 天 CX' 是 有 界 范 数 闭 凸 集 ， ae CK 是 w' 强暴 
ERS Cw -strongly exposed point): 若 存在 zxEX,z FH Xp 
的 元 强暴 露 x .此 时 记 x’ Cw" -strexpK ip w'-SE(AOB K 4 
w'" 强 暴露 江 函 的 全 体 ， 

定理 1 KCO Ew RAR, 则 以 下 条 件 等 价 ， 

(i) 对 于 每 个 w BUFR DCK.D=co"" (w -strexpD). 
Gi) 对 于 每 个 w 紧 凸 子 集 DCK ,mw -strexpD 关 2. 

GD K 是 子 集 w" MB. 
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Gv) K MEER w 紧 凸 子 集 忆 包含 有 范 数 直径 任意 小 的 
wo” HH. URE EY e>0, 存 在 xzEX 和 ao>0, 使 得 依 和 中 范 数 ， 
diamS (CD,7 ,0) =diam {x ED’ Cr) >suprC)) —ar<e, 

(v) K Wy PAE SS APR A ie fe YAR ae 
we” REAL TP A. 

(vi) 对 于 每 个 范 数 闭 子 集 DOCK EEM ids (Dw ) 一 
(D, || + |) 存在 连续 点 . 

证 明 Gi) = BBR. Gi) => Ci) BE FE owe” AR E 
we PLA PE KER TBE w OMIA. BF => (iv) 厅 象 
§ 2 定理 3 一 样 去 证 明 ， 

Gv)= G) 可 以 仿照 $2 定理 1 和 定理 2(iv) 一 (ii 的 证明 ， 
只 须 取 其 中 的 旋 函 为 X 中 的 元 ,SEC(K) 为 思 -SE(K) .co CK ) H 
yoo” CK). ,而 strexb(K) 换 为 ww" -strexp(K). 

OSOD 设 DCK 是 范 数 闭 集 , 记 D' ==cow (D)W € 
w"-strexp(D')( 由 条 件 (v),w'-strexp (D) EA). 不妨 设 xz, 在 
zo w' 强 暴露 D'. 考虑 切片 

SCD! szosa) = {2° ED ,x WMD xa) — a) 

(M(D! ro) =sup{x* (x0) ,x ED }). 4 a0NH, x ESD ro， 
a) F+ ARTE RRR AH EX, 4 a—0 时 ,diamS (D' ,zo,a)->0. 这 


说 明 当 r; ze 时 必 有 上 xi 一 zi 上 一 0, 即 xs Æ id: (D' ww’) 
>D., || > || ) 的 连续 点 . 但 实际 上 xfg CD. 否则 3 :之 0 使 得 B, 
(x? ) 门 PD 二 多 ,从 而 对 于 某 个 a 之 0,SCD’ ,zoyo) 几 DD= 名 ,从 而 xs 
E(x" EX sr (KMD ,zo) 一 a) ,后 者 包含 7 D. FE 是 
id:(D,w" ) 一 (D, || > || ) 的 连续 点 . 

(vi)=>(v) Rw FF REIMER. Sx 是 id;(D， 
w)*(D. | > DREZE. U ze 存在 w'* 开 邻 域 ,其 直径 小 于 
E. 

(vY) 过 (iv) 设 D 是 KK H w EAFA, G A=erD,B=A", 
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H Krein-Milman 定理 ,4 天 名, L B Iw Be IV HGD HEF 
说 的 wo" HE VO B4S diam V NB <e Mil ANV4S. E D 
=co (ANV) D= 00" (BW) W DoD; X w EBA DED, 
D=co(D,UD,). EFRR exD=A=(AVIUCANVICCB\Y) U 
CANVITCD, UDoCD. 此 外 ,diamDj=diam (BN V)<e #¢ A D\ 
D:~O. EM DOD,.A=exDC BV .ANV=S.F 1S. 我们 证 明 
Seat TELE DAA wA J 使 diam J<e HE D, 的 一 点 . 设 

D= {r,r = GA) aryl Ar a E D,.i=1.2,0< ras 
1}. 

M=sup{ || a*—y* lor ED: y ED,) 

U D, Ew 紧 山 集 , 由 于 DPCD, 并 且 对 于 VY r.0<r<1.D,ZD,, 
diamD, <e. 选 记 之 0 使 2r.M 十 diamDi<e. 对 于 VYV x* ED\D,， it] 
x EDND,, # 

r= 0 àri tàr ,其 中 x ED,,0 寺 A 过 no， 
所 以 

[riai || =à f ziari || <AM. 

diam (DVD, DS 2ra M +diamD, <e. 

车 xx" € DND M 2 € D\D,,. Hahn-Banach 定理 应 用 x* 和 
D, WE D Hw 切片 /包含 于 DAD rz Ed 并 且 x" CD. 

定理 2 KOX Bw ZDR. EKETIA. M 大 是 子 
Æ s 可 四 的 ， 

证 明 设 {xxi ,nn 之 1}) 是 的 可 数 稠密 集 , {x,,i 宇 1} 是 X 的 
单位 球 中 的 元 素 使 得 limx (xi) 一 lav |]. ae Y=span{z, i >l ， 
n 宇 1) ,定义 映射 id YX SRR ABR. RSE SLR id”: 
X >Y. HRPE K Et id 是 仿 射 等 距 映 射 , 即 id* Car + 
a)y)=aid'7ri+(l—o)id’ y, Y xr yED05e<1 JF# AE w- 
we LAG. 于 是 我 们 不 妨 假设 KK E YH w 紧 子 集 并 且 是 范 数 可 
分 的 ,同时 由 于 Y EETA RID yoi SL E Y 的 单位 球 中 的 
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HETE. 

EK PETE DARE s 可 目的 , 则 象 $1 定理 2 证 明 中 所 做 
的 可 以 构造 Lebesgue 测度 空间 ([0.1) DAD EHI YEE EE 

G) (filo). net. (0.1) FED AAP. 

GD 存在 se>0, 使 得 |‖ eiD —S,(w) | et E10,1),n 主 1. 
此 时 对 于 V x' “EX' ae fF, one) FER ER A TE a. 
e. ee 不 妨 设 AOAC )) = 0.0, HE ANA 

“DER RUS. 对 于 每 个 y;, 确 定 这 样 的 集合 A ACAG)) 


一 0， 则 XCU 有 4(y)) 二 0, 由 于 在 Y 的 单位 球 中 范 数 币 密 ,容易 知 


道 对 于 Y yeYolims,(w)y 存在 ,wEQNU ALY). Fw" KTE, 
w` -lim f, (wo) = fw) a.e. 


存在 . 若 改变 /, EL EY SE U AOD Ef) sa ne 
1 , 则 A EA w A. 

显然 ,f 的 值 域 是 有 界 集 并 且 是 可 分 的 ,为 了 得 到 了 的 
Bochner 可 积 性 ,需要 证 明了 的 可 测 性 .现在 对 于 每 个 y€EY, 由 上 
面 证 明知 道 f(w)y 可 测 , 即 (Cod FE w’ 可 测 的 .对 于 任何 zw' 开 集 
HCX’, f'E AREER Eel w AB POP CGE SK 
可 分 , 故 K 的 每 个 范 数 开 集 是 的 w' 紧 集 的 可 数 并 . 这 说 明 对 
于 每 个 Borel HÆ BLS (B) ES. By HE BEI ISLE. 

FAA (SF, nal ER HAM FET yCY ,六 (wo)y aie. FF 
BL, Wesel] flo) y, BRR Oe Ewy B= S, Coy sV in 
1. AURA EGB) =f MATS Bion 1) EE, 
由 Levy 定理 fae WM. SUDA. 这 说 明太 必 是 ;可 内 的 . 

在 叙述 下 面 问题 之 前 ,让 我 们 介绍 一 些 基本 概念 . 一 个 集合 的 
基数 ( 势 ) 是 指 它 的 元 素 的 个 数 . 4 的 势 记 为 A. 对 于 Banach 空间 
X 中 的 子 集 D €D PATE A EB col ADE D PA MGR 
的 集合 中 最 小 的 势 称 为 万 的 稠密 特征 , 记 为 dens D, Bi 
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dens D=inf{A: ACN «ol ADD}. 
Banach 空间 的 稠密 特征 是 由 它 的 拓扑 唯一 确定 的 ,显然 .X 是 可 
分 的 当 且 仅 当 dens X<w, ,其 中 办 是 第 一 不 可 数 序数 . 对 于 拓扑 
向 其 空间 也 可 以 类 似 地 定义 稠密 特征 ,不 过 其 中 的 co(4) 应 理解 
为 在 相应 的 拓扑 之 下 的 财 凸 包 . 

引 理 1 设 X 是 Banach 空间 ,DCSr(X), 后 者 是 X 的 单位 
球面 ,$ ETRA dens DZE WEE M>0.D "Pag AF} 
和 X* 中 的 网 {xr? AE) RF rsd | SMV ASE HER EE fot 
a Bg, - 
0 Pa, 
| |1 B==a. 

证 明 用 超 限 归纳 法 , HF dens DZE t 为 无 穷 序 数 , 故 存在 
0<8 <1 FD, CD. 8 D >E KH | ey | ery HD, 


中 任意 两 个 不 同 点 . 令 MSS AER ED, WA r EX" x 


Te Cr) = 


YAD. Rx, € D NY, dist(z,,.Y, as ,出 Hahn-Banach 定理 ， 
ò s 

存在 zx? EX sar ly 50 ri (oe) =1 FE ar SM. BRE A 

<E FH Afr e@<a} CD {ri a LAERE. S Ya=span (raa 


A} , 则 dens YiSA<6. EE Y 中 每 个 点 为 中 点 ,全 为 半径 的 球 
AH YAR AEM ME Do. 否则 由 于 6>densY,, D 中 至 少 有 两 个 点 


属于 同一 个 球 , 于 是 此 两 点 的 距离 小 于 ,这 与 D。 HERTE. 
于 是 DAY: AØ., W nme DoNY， 且 dist (YES 由 Hahn-Ba- 


nach 定理 ,存在 x EX' sri =l; IY,=0 HEH | xt | <4 
<M, 如 此 做 下 去 , 则 {zx:A<<e (zxA<e} 满 足 所 要 的 条 件 . 


定义 3 设 ACX’, EX’, K rt EAH wR (con 
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A VOL ZT TP Bi ee et ar en, 
Grain pant) zr a Ap ce Sb th te Se A AN] Ryo af Bj 


引 理 2 i2 X fH] or Banach 空间 ,4 一 X AHA a 
集 , 则 除去 至 多 可 数 多 个 点 之 外 ,4 中 剩 下 的 点 都 是 AN ue BR 
点， 

证 明 X 可 分 ,4 为 有 界 子 集 , 故 X“ 上 的 wT E 
化 的 . 作为 拓扑 空间 ,(4,z”) 满 足 第 二 可 数 公理 ,于 是 成 为 Lin- 
deloff 空间 , 引 理 结论 直接 从 Lindeloff 空间 的 性 质 得 到 . 

定义 4 非 空 集合 序列 {3,,n 宇 1} 称 为 准 Haar 系 , 若 

A Dân U bens H. ôn N An- = al. 
EIA A= An U Ar + MRR A 1 4 Haar 系 ， 

现在 将 引 理 1 应 用 于 共 锋 空间 XA DCX’ ,densD 之 wr 
(wr 是 第 一 不 可 数 序数 w 后 面 的 序数 ). 由 引 理 1 EE lai AX< 
wr POX PLEI ALOT) OX EIR ri Cei) =a CELL 
w), | ri" | SM. A= iri ,4<wr),4 是 不 可 数 集 . 

引 理 3 (Stegall) 设 X 是 可 分 Banach ZH, DES (X`), 
dens DD 之 dens 六 , 则 存在 由 Sp(X*) 站 co” (DpH wt BF By 
成 的 Haar 系 {Aiwn 之 1} 和 {x,,n 之 1}CX 使 得 上 x, 有 志 M, 并 且 对 
于 一 列 趋 于 0 的 正 数 6,， 1 l 

|z Crd Xa C0" Ke KnT EA ASL. (3.1) 

关于 这 一 引 理 的 构造 性 证 明 方 法 我 们 不 准备 在 这 里 叙述 ,可 
参看 Diestel Uhl 4# Stegallni. 

引 理 4 if AXZ Hausdorff 空间 , (4,121) Eh AMET 
集 构成 的 Haar A. 则 存在 在 A 的 Borel 子 集 上 定义 的 概率 测度 y 
使 得 Snt . 、 

HOA) =27*. (kÈ) (3, 2) 

证 明 $ Y=span {Ys n>) AE MR YR 使 得 所 

(xs 一 2 (2 魏 2<2 0) 此 定义 是 合理 的 ,因为 Xs, +X, = 
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车 SEY, 四 对 于 充分 大 的 人 
fo S dx ,其 中 d ER (3. 3) 


是 正 算 子 并 且 FO) =1. T tsh 主意 到 每 个 A he 紧 集 从 而 是 
io” 闭 集 . 所 以 可 以 将 了 视 为 CG 的 子 空间 ,此 时 FEY' 且 
MF = 二) 二 1 设 A ECA 是 天 的 保 范 延 折 , 则 局 也 是 
CCA)" PANIES PR. 由 Riesz 定理 ,存在 概率 测度 u EXE A h 
Borel 子 集 上 使 得 对 于 每 个 f € CCAD. [fee = E OO. FER 
PADS Fit) = 2.2 Sn Ak] 


引 理 5(Bourgin- Huff-Morris) Ve M>0,.10,,.4=1} 是 正 数 


EPs, ~> OFF Hsupô; = =a< Felden DEX AYR at: 
Mw’ 紧 凸 集 构 成 的 Haar 系 ,r © X, |x || <M. # E. 
fat (x,) = Xa Ce) <o dar E Av.2! = <L Pt 
MEERI on 2 1} Coco” (3). 满足 
G) faye D1) FEO Hd = = oe. 
Gi) # K = tx" € co” (A). lime” (x,) = 01 0 K 是 无 端点 


AN SES AA EAR. 

证 明 Ee XS CWA ely (Cr) = xr") Vx € Xr 
E A. 设 x 是 引 理 4 中 的 概率 测度 , 令 

w= Fala ECA, 2 Sen). Vn 2) 

le" H e WERT), ,上 为 概率 测度 

HE x, E co” (A). 否则 对 于 某 个 y € X, 

inf {xr* (y):r* E A} > af O) = e* (mn) y) 

= [e (dx 之 inf(z Cy) r E A}, 
矛盾 . 
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1” (af .n 1} SER. 容易 知道 
` ， 7] 1 1. 1 . 
Ta Fe (pg) == e Cy Ha 十 g Min) 一 G Tta 十 g Timms 
现在 对 于 = supd. < 二， 
M || zi —- 2; | > (xh 一 Tins) (Lan) 
= e` (4) (Lon) TT e” (Honi) (Lm) 


= [x (Tadd, Cx) 一 fa (Lod Mins lr) 
= t da "(Tad e, (at) 一 fe (zw) dp Cr )) 
= + | le ` (Ta) ~ Xa, r“ ) Jd Hon ~~ Mone Cr, ) 
t HERG Jd (pe 7 Honei) Cr” ). 
由 于 la" Cran) 一 Xa, C| <et 
| 4] [x (2m) 一 Xa, Cr" Yd Ce, — ploy Or?) <a, 
if Xa, (x° Jd Coy Money Ce) XS Lid, _. 
lJa 7 2 
从 而 


1 
7 


一 2 
laze ay | Sp asm alee 


2M ` 

MF ra — ae | 可 以 得 到 同样 的 估计 式 . 

2 容易 知道 K 为 有 界 凸 集 . 为 了 证 明 K 是 闭 的 , 设 E 
K. 此 时 zx Eco 《4) ,只 须 证 明 limz" (x,) 一 0. 对 于 Ye> 0, 取 
y EK, lly’ 一 x* || Se/2M, MA ny {E4 n >n Ht by Cr,) | 
< e/2, 于 是 

lz Di S yts t eh + ly (Cz)| <e, 

即 zx” EK. 

A PIER K Z Ø FH erk = Ø. A1 PRR eX > 
C(A), 4 20 L n < 2 Bt, 
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be = Xa ha SO 
e HERTE CA > XY tet e 连续 的 , 它 将 每 个 点 质量 
6,. BRA r GU PAI 4 上 的 概率 测度 集合 . 则 
e (PEA) = e Cot {6 0" E AY) = 0" (A), 
FrEe PCA). H 
0 = lime” (vy) (7,) = limf eG, dv 


= lim „Xa, dv = limy(A, ) 

得 出 e* (EK. ERG 1* 中 的 证 明 .和 一 (ve PT 
非 空 , 且 PIANT K =K, AT e (CQO =K 

为 了 说 明 exK== 名 .首先 证 明 y" ,yz ca gt zi ty EK 
时 , yi ,yz E K. 为 此 设 eee Pe =a i (v2) 二 yi H 
Feet (A + eK pet 3 (Wt) ED vag z O(A) tA )) 
ones). WRR nsn € EX. 故 yr ,y? EK. 现在 车 有 xi EexK ,由 
上 述 论 证 知道 zz Eer(co” (A)) ,从 而 存在 EC exP (A) 0° Gy) = 
te. GREW ee Ur IN PAE PCA) 中 的 端子 集 . 若 风 是 e*! 
Cro A PCA) ASS TU vo 满足 两 个 方面 的 条 件 ). 由 Krein-Mil- 
man 定理 ,存在 x" EA4,%==6,: 但 是 %E WU. 因为 x' 属 于 无 穷 多 
个 4, slimsupy(4,) =1. Fike’) =x) CK FE. 

定理 3 (Stegall-Huff-Morris) 7K KCX’ Bw EATS, 
WA FRESH 

(i) K 具有 KM 性 质 , 

Gi) K 具有 RN 性 质 . 

GD 对 于 X 中 的 任何 可 分 子 空间 Y ,Kly={zx’* lrer EK} 
是 可 分 的 . 

(iv) 对 于 任何 O>0.K RE èW. 
此 外 ,以 上 四 条 与 定理 1 中 人 一 (vi) 的 任何 一 条 等 价 . 
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证 明 i) => in), Gi = Civ) Fb ERY. HEHE CDG). 12 B= 
Dalia K 中 的 可 数 子 集 , 取 X 的 单位 球 电 的 可 数 子 集 4 使 


\/ 


sup (ay Cabral haD = ag mas te fay 

IFAC Y=spana,yY 为 可 分 的 . 由 GiD K ly 可 分 ,由 于 天 | 仍 是 
w RGR HEILK fy Æ s 可 由 的 .定义 id;Y->X CA ATR 
Ht Ul id" X ->Y7 在 总 上 上 的 限制 是 仿 射 等 距 , 从 而 id (B) =B 
DEK |r Æ s aE. 自身 也 是 8 可 种 的 ,更 是 < 可 外 的 , 由 关于 
一 般 Banach 空间 的 结论 ( 见 $1 定理 5Giv)) 知 道 X 具有 RN 性 

现 证 (Ci 一 (ii 和 (iv) 之 (ii), 先 设 民 CCX ) BGI ARK 
立 , 则 存在 六 的 可 分 子 空间 Y,dens( 开 | ) >dens Y. 假设 D=K l; 
TSY), D Æ SY AY w EB. 由 引 理 3, 存在 由 SCY') 
Nico” (DY) w Z TERRA Haar BLA nes Ale, elec 
Ys ila. | <M 使 得 

| Cad Xa Ce I< 2 OT? Osea EA’. 
RFR n WAS EK, ar're dt BIE A, ni} K 
的 w 紧 子 集 构成 的 Haar 系 并 且 

Jr" Crn) — Xa, Ca" )|<2°EF? Fn 2 EA. 
引 理 5(i) 说 明 K 中 含有 65 树 ,与 (iv) 矛 盾 . 故 (Gv)=> Gil) MZ. 5| 
FRSC KK 包含 有 子 集 不 具有 端点 ,从 而 K 不 具有 kM 性 质 ， 
BK ii) => Gii) RITZ. 

为 了 证 明 最 后 的 断言 SASK EF Rw TM. UFR 
个 有 界 子 集 九 ,因为 co(D)Cco” (D), hk w” AE E A e hy, A 
w 可 钊 意味 着 大 具有 RN 性 质 . 

反之 ,由 (iii) 可 推出 子 集 ww" OTM. EAI DEC Hw’ 
紧 凸 子 集 ,e 汪 0 使 得 对 于 DD 的 任何 非 空 相对 w' 开 子 集 ,diamV 
>e MUFE V 的 非 空 相对 w 开 子 集 V1,V; 使 得 关于 某 个 rE 
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SAD HEV" ,f=VY 时 ， 
If Crd— f(r) | Se/3. 

令 W =D. FANG AY pK, T SB SE ZS Ht we 开 子 集 列 
{Wn 之 1} 和 序列 {x,;CS(CX ) 使 得 

G) WW CW, 

Gi) BSEWS, gE Woe SM F(a) ~ gay) | e/3. 
4 Y=span{r, n >i} A= N U Wx , 则 4 至少 有 连续 统 的 势 ， 
4 是 C 的 子 集 , 设 人} ,on } 是 互 不 相同 的 自然 数 的 增加 序列 ， 

Ny == = lsn == 2n K Qng tlom = 2, 或 2m +1, 
这 种 自然 数 序列 的 全 体 有 不 可 数 多 个 ,此 时 


nw, "AD, NW #2 


GSE nn gE NWE , 则 存在 i 使 得 /EW EWE RH 
二 者 交换 ), 从 而 [f(r) 一 g(x) | 之 e/3, 所 以 fl 一 g ly || e/3. 
Aly 包含 有 不 可 数 子 集 , 它 的 每 两 个 点 都 以 ef/3 范 数 分 离 .于 是 C 
| 二 Al 不 是 可 分 的 ,与 (iii) 了 矛盾 . 整个 定理 得 证 ， 

推论 it X FE Banach 空间 ,X' 具 有 RN 性 质 , 则 

G) X 的 每 个 可 分 子 空间 有 可 分 共 思 e. 

Gi) 若 和 是 zw 序列 完备 的 , 则 X 是 自 反 的 . 

GD 4X 可 分 , 则 和 可 分 且 仅 当 X RA RN 性 质 . 

Gv) Æ X, 是 XX 的 闭 子 空间 ,Y 是 Banach Z0), T:X >Y 是 
到 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 Y "具有 RN 性 质 ， 

ERE 184 RRR SOM. 

证 明 1” 不 妨 设 Y EX PISATE. EY RRA 
的 .注意 SCX') 是 w' 紧 有 寞 闭 凸 子 集 并 且 SYS |r. A 
在 SC(Y* ) 不 是 可 分 的 ,但 由 定理 2 得 出 SCX )|; 可 分 ,矛盾 . 

2。 lr n=l) CX 是 有 界 序列 ， 令 了 一 span {x, an1}, W 
Y 是 X ES FAY a AT eona E Y PA w- 
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Cauchy 子 序列 ty 之] 六 由 六 的 z 序 列 完备 性 知心 是 io 收 线 
的 从 而 SCX) wR. ae xX A. 

3” 必要 性 显然 . 反 过 来 若 X 具有 RN 性 质 , 由 于 X 可 分 ， 
(i) 给 出 XX: 可 分 . 

£ 对 于 XX 的 可 分 团子 空间 Z, 由 定理 2 AZ a AAG 
RN 性 质 , 由 1 知 X; 具有 RN 性质 .注意 和 /TO)=Y(C 同 询 ) 
从 而 

YX/ O =X /110))+, 

由 第 1 章 §2 定理 7,Y* 具 有 RN 性质. 


§4 Asplund 空间 树 与 加权 树 


关于 Asplund 空间 有 一 套 系统 的 理论 , 它 与 凸 分 析 以 及 优化 
理论 有 着 广泛 的 联系 .这 里 仅 给 出 Asplund 空间 的 一 个 重要 的 与 
RN 性 质 有 关 的 结论 ,当然 这 里 的 处 理 方式 并 不 是 最 能 展现 这 类 
空间 的 丰富 内 容 的 , 却 是 比较 简便 的 方法 . 
定义 1 设 DCX BARR. p: X>R 是 任 一 肖 数 ,p 称 为 是 
FES EX DAA AFE EX EE 
lim sup | PT) Kx) 


tot den t 
Ra A eter HD RE 
E DHX WAR SOOM pte x DELEN pEr 
Frechet 可 微 . 4 D=\d.—d) Wek r DORM p Erih d F 
El Gateaux Al fix. 
定义 2 设 X X Banach 空间 , 称 X H Asplund 空间 : 若 对 于 
PIES p XR pE X HME C REEF 可 微 的 . 
定义 3 设 PCX HAT R.G DOR HIES hR Mir € 
DAE vc EX' 使 得 
r OD (rd) SeG) — ar)» YED (4,2) 
17) 


x’ (d)|=0. (4.1) 


WER r’ 为 2 在 的 次 梯度 .F 在 ro IK PES RIC A apr). 
这 一 概念 与 集 值 映 射 , 单 调 算 子 , 变 分 不 等 式 有 紧密 联系 ， 
引 理 1 @DCX BAGS. ¢:D-R 为 连续 上 是 函数 , 则 yp 在 

D 上 是 局 部 Lipshitz 函数 , 即 对 于 Y a €D, TETE ro GR U. A 

M, >0 使 得 

IDADI KM, Il ya ryEU,, (4.3) 
证 明 ”对 于 xoE€D, 由 连续 性 ,3 6> 0. fH | er || < 时 
IAD Klr d |i1=M. 
BER won lame l lee DAFA = <y 


CCr 一 y) oe 
E ETES -r | <Ž +Ž 9 从 而 18(z: 1E sT! 
Moh FS | z 一 ?> 目 <1 并 且 
2 (之 一 yy 
y=0-Å xy llz+4 || zyl @ ‘ae yi 


由 9 的 凸 性 
PKU lz yl 92) 


2 1 Say). 
+4 Iz y | Ha— 2 x— I 


of yer 2 _ — ey) , 
Py) — PHS 6 ll x y | |r 2 文 二 y I -¢x) | 


< = My ay | 
ar Fy 调换 即 得 到 所 要 的 不 等 式 . 
引 理 2 设 p:D-~~R 为 连续 凸 函数 , 则 3p:D 一 2* 是 局 部 有 界 
的 . 即 对 于 每 个 ED, FE r 的 邻 域 U, 和 M. >0 使 得 对 于 任 
何 LEU 和 xz € az); | x* |] SMa 
证 明 由 引 理 1,? 是 局 部 Lipshite PR. RPI x € D. 
U 和 M EREA. 3) 式 成 立 , 则 对 于 任何 zxEU, x" Capa), 
RER 8 足够 小 ,使 rot BOCU M4 we BOAT . 
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De) POEM, la |i. 


于 是 jy es sup, A iv Ce) oe 

定理 1 xX A Banach 空间 , 虽 以 下 条 件 等 价 ; 

G) X Æ Asplund 空间 . 

GD X 的 每 个 等 价 范 数 在 和 的 一 个 稠 cs RE Fréchet 可 微 . 
GD X 的 每 个 连续 半 范 数 在 X 的 一 个 稠 Gs RE Frechet 可 


Gv) X 具有 RN 性 质 . 

证 明 GS Gi) X AE PR TER X EES R R. 

GD 一 (iit) ip X EASES. WEE KO. 

pOrysK llall, VreXx, 

A Whe lil=pdrd+ loll Wiad < le A+) ded, 
i> WAS BRE o S ile EAI Cs RE 
Fréchet 可 微 . 适当 改变 记号 ,不 妨 设 外， |. e ERT Cs 
集 上 Fréchet 可 微 , 则 对 于 其 中 每 个 点 工 , 记 7. ;与 1.4 为 二 首 
的 Fréchet 导数 ,由 恒等式 

中 x 二 td 出 一 |x lil 

t 


z’ . y Cd) 
__ plattd)— pla) 
i 


|. — 
yderst hal n, 


(ri. Dri. i Cd) ) 


i (d) 
并 且 


lim su 
tre dé RX) 


中 zx 十 zd 由 一 Ie Hl 
t 
iz+id | — ial 
E 


Xii a} 


rey (d)| =0. (4.4) 


=lim sup 
i 0tde BCX? 


BN p Æ a Ab Fréchet 可 导 ， 
(ii 一 (iv) ”由 定理 1, 我 们 证 明 X* 中 的 每 个 w’ KAREK 
有 一 个 w BRR S. i K Ew RE. 不妨 设 0E kK 并且 大 是 
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对 称 的 :K = ~K CRM BIB KUCK). R op Gr) = sup 
(a Gia E 大 全 则 Ar 是 一 个 连续 半 范 数 . 当 Wee Cri ple) 
SAT. pa =p 
$ J =r" Ca -Strexp K) W JOCK. EKE, EK 
JGB D= rE X MO, D ZMK r) MCA r) =supi la’ Cr) |, 
TEAL W DED, D H, KERER yE Bas. Rat N = sup 
(lal) ..EK} =F MK MCJ. x) WU 
MOK ZMK s) 0 MCS 2) - MC oy). 
yED 从 而 Bas Gro) CD. 由 于 p Cr) A Fréchet 可 微 点 是 G; 稠密 
集 , 故 3 mwED.pz) 在 re 有 天 导数 z ,我 们 证 明 .m 在 rw 强 
实际 上 , 没 W ARA W We B.S ae (K 
UIOD=K) REE ri EW’, laar = pri). Cry <p 
CDY yt GW. AN rs Œ e’ w RR W REE v EC’, 
(er Coad Br" ar) ariar) Mi) o. by ri EW”. of 
FV ys 
x WS p rty) ar; (a= platy)—plr) +B, 
HRILA | as 一 +" || 0. 实际 上 若 反 设 ‖ ey — x" |] e> 0. I 
FETE z EX, lz, || =1, 
Cx ~ar" ) Ce, ) > 2e. 
由 于 x' 是 p(x) 在 xo BP SRA O>0.4 dll <om, 
platy) — pla) —2* (delldl. 
S y, =6z,. Ml lly. | =o. Mi 
266 <a} I Cy, =I Cy) — 2" Cy) 
<proty)— pro HL, o r Cy) el y I +8, 
由 于 PB, 一 0, 则 得 到 200<0d, FE. 
(iv) 之 (1) 若 /:D->X 是 连续 凸 函 数 ,DD 为 开 集 ,定义 
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Vy =r ED. FEV, CD.af()Cy’ tou VW yE 
Vi}, 
V= U VAG), 
vex" 
V ,是 开 集 ,为 证 V, 在 D 中 稠密 ,由 引 理 2.0f 映射 是 局 部 有 界 的 . 
4 一 trEX x" EA (yyEU,} 
是 范 数 有 界 的 . 故 co" (4) 是 范 数 有 界 并 且 是 w 紧 凸 集 , 所 以 co” 
(4) 有 强暴 露点 存在 ,从 而 有 范 数 直 径 任 意 小 的 切片 . 
设 xES(X),a>0 并 且 
Sco" (CAszs0)— {xr Eco" (A), r (Mr, A)—a} 
范 数 直径 < 元 ,其 中 Ms,4)=suptze(syzE4) MT A EH 
的 切片 有 
diam SCA. <b (4.5) 
2n 
并 且 不 为 空 集 . 
WW yl ESCA.) MWEE r EU, 使 得 yi Caf Cr). MFR 
分 小 的 r>0 可 使 一心 十 rz 和 ,从 而 Ifa ESAssa) EE 
作为 映射 ,3f 是 范 数 -tw" 上 半 连 续 的 ,所 以 存在 re KU CU, 
使 得 
IFCS CA- z.a) Y rEU,,. (4. 6) 
由 (4.5),(4.6) 和 并 ESC4ze) 的 事实 知道 
ICY LUX YY rEU,,. (4.7) 
PREP r€ V, Cy CV 又 上 zz 一 训 上 二 7 We 有, 可 以 任意 小 , 故 
V, € D PHE. . 
$ C= NV,, 由 于 具 Baire 性 质 空间 的 开 子 集 仍 具 有 Baire 性 
质 , 所 以 C 是 稠 G; 集 , 现 只 须 证 明 当 xEC 时 ,f(x7) 在 x+ 点 
Fréchet 可 微 . 
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对 于 Y e>0, 取 自然 数 ， 使 二 <e. 由 于 re V,, 故 由 上 述 证 明 
Iy EX: 及 86>0 使 当 | y | <o 时 


of (r+y)Cy’ +y Lyx ). 


Hy r Caf(r) Mt FE z’ caftrty lA 
fet zt | <2/n, 
并 且 
一 zy) 一 z (tr— (rt y<h(a)—-flat+y)s 
故 


O<f(aty)—flr)— Shea once lyd. 


这 说 明 SOE x AA Fréchet FH r'. S ARERR X 是 As- 
plund 空间 . 

定理 2 若 Banach 空间 X 是 Asplund 空间 ; 则 以 下 空间 和 皆 
为 Asplund 空间 . 

(i) ”每 个 团子 空间 M. 

GD %4 为 闭 子 空间 时 , 商 空间 X/M. 

GD 4 T: XY 是 到 上 的 同 肽 时 ,空间 YY. 


Gv) 7 乘积 空间 ( Xox, 1X p<co) 4 X, 都 是 As- 


plund 空间 . 

(v) ZW LGX) (<p<co). 

证 明 (i) 由 于 X 是 Asplund 空间 当 且 仅 当 X- HA RNP. 
为 了 证 明 (i) ,只 须 注意 到 M =X" /M1 ,其 中 M+ 是 M 的 直 交 补 
空间 . 既然 每 个 取 值 于 XH L 有 界 蒜 a.e. 收 剑 . 所 以 取 值 于 M 
的 同样 的 款 收 仇 . 

Gi) (X/M)* =M}, M+ Æ X* AUT. X* AA RNP, 故 
其 子 空间 M= 也 有 RNP. 

Gii), (vi) MAB AEA IIE. 
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(vy) 当 X RE RN HE, L, Ge XV = Ly Cpe XC p+ 
p '=1). 由 于 X' 的 RNP 可 提升 到 上 , Cu. XL, Ca XI) 是 
Asplund 空间 ， 

现在 让 我 们 转 到 树 与 加 权 树 . 在 第 二 章 中 我 们 已 迪 到 过 6 树 ， 
.在 上 一 节 其 至 看 到 了 在 共 思 空间 中 ,对 于 一 个 有 界 闭 凸 集 ,6 树 的 
缺乏 是 RNP 的 特征 

我 们 把 已 经 得 到 的 两 个 结论 叙述 在 下 面 : 

L KON 是 有 界 永 四 子 集 , 若 大 RALI e Ho. 出 
K 不 是 可 四 的 ， 

2 KON bre BDRM K Æ wt A H E AF fE 
何 SG>0,K 不 具有 人 6 树 . 

头 一 个 结论 是 第 1 章 中 定理 的 局 部 化 ,但 是 
般 并 不 成 立 , Bourgain 与 Rosenthal 于 1980 年 构造 了 一 种 Ba- 
nach 空间 , 它 不 具有 RNDP, 但 也 不 有 具有 任何 无 穷 9 P 

Yi T= (ni EN XN a 200 1 IK 2 一 个 本 B 也 可 以 
用 二 重 指标 1 表达 成 

B= {xn 2a Nel FA rw (ra F Zra). (4.8) 


车 存 在 6>0 E larin tai TORR OY B MIRR K. 
WE ER n TE ALS Ore) ILIK) RR A, An 阶 指标 .序列 
tern RO GEP 1S On) 2") A BOA Pap Be Cbranch), 
车 对 于 每 个 mr 二 200D 一 1 或 2000) ,一 个 分 枝 称 为 最 终 左 
转 的 (eventually left turn), EFE me IFD ne BA i 
(new DÈ OD — 1. B RAIER approximate tree) E rn 
一 (Cs T D 有 


il ta (Bus aF Znen) i LÒ, (4,9) 


其 中 >) <%. 
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现在 来 看 Ho 的 加 权 树 , 设 KCX 为 子 集 , 由 二 重 指标 确定 的 
XR 的 子 集 如 一 {zo7.i) ,7) EET} 称 为 一 个 K (Ae at 
(weighted tree), oe ;EK 并且 


G) OKr o S5 miD EL. 


oa 


GD WFR RAAB EZ ain M1), ae = oo, 


n= 0) 


GD 对 于 每 个 DD EL tue = (1r) Epia Fra Ea 
(4. 10) 

B RHR 6 RAGS ERTEN Ga DEL 有 

Gy) |] arz a.g | 8 《4. 11) 

由 定义 容易 知道 树 必 是 加 权 树 . 类 似 地 还 可 以 定义 避 近 有 加权 
树 . 

引 理 3 设 扩 CX 是 有 界 财 目 子 集 , 若 芭 aS AuR GE 
近 加 权 树 ), 则 必 含 有 树 ( 加 权 树 ). 

WA BRA AO ARH o > OM K 


On} R 
wart XY » 6 
SCAN CA. 9). 必要 时 可 应 用 所 给 树 的 子 树 ,不 妨 设 2 bale 


oL lil wu 
Li 一 oF 2 T, +k, j 


j= G-b+1 


这 是 天 中 元 素 的 一 个 凸 组 合 , 故 xz E K. OTE me >l, 


x 1 
Hx 一 zx = | BE Br et | 
+ 


ktm 


< Ñ d (4.12) 
jek 
{2 k > 1} Æ Cauchy 序列 ,不 妨 设 Yni = lima,’ 则 ywv 所 天 ,对 
于 等 式 xi) = FSB. + cen} 23) 两 端 取 极限 得 到 


1 
Yni 一 D re lel 十 Yreiz)» 
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于 是 Ca € 7) 是 树 . 同样 地 ,由 (4.12), 令 加 -> co, il 


‘ 


lat yl < < dy, <Ê 
<z 


kd 
从 而 
bb 
| Ynt1.2i—1 Yap, 2 | 之 | Xl, 2i-- 1 一 Tren, zi | 


= | bend 1 Yt | = | x1. T Yrs ,| 


> 6 2333, =e>0. 
n=] 


奖 似 地 ,可 以 证 明 通 近 加 权 树 的 结论 . 
引 理 4 GK EX BAR SX) 中 的 闭 上 四 子 集 ,0 < e< 


Flt SiS} CK Sy So > 0 = 1, 若 x = 


ZEAK). WEEER k MPE y. 
<i<k} een <i 
以 及 正 数 集合 {s,,1 三 


LRI (zl Si <k} Tor Si <k} 
i Ski ,使 得 对 于 每 个 )1 过 7 <A, 


oo 
Gi) yi = (A —s,)y, + sz P y = x) 


k 
aid $< Dy < 3 
i=l 


证 明 #nu> 5 RMA 1e wa Metal 一 五 , 则 xz 一 
i=2 
tx 十 (1 一 tw en 
e= al =A—4) 7 r-—2, | > lesa Se 


从 而 当 (y zi) Æ Crw) BE Cwr) 时 ,条 件 ( 成 立 , Ss, = 
min{t,,1 — A) EFi >> $A K CSCX) , 则 


1 1 之 +a —1) + I) Sax | 
i=? 
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1 
2 olla axl + rx 一 上 zi 有 


1 E 
> gle> >y 


2 

es <n <> HOA GHD 成 立 .车 5 =i Ay, =wie, EN 

As = 1- ree Yi S Tiz = w, AI BPE Gi) RE. 
Bins E AFERE ALN FEER <n. i 


,~ 2E 
g Snte tax So (4,13) 
n k 
B= Gf Med os > Ni > E RAX 
m4 j=] i=l 
n vs ve 
HE NOSA l) 
Ty f=] oF 
<j <A) Mii 
k k 
Ss < SN 1 < 2e/9 | 1 z> 
pak ` Z 1 — 2€/9 ~ i 一 26/9 < 2 (4. 15) 


1 


了 


(4.13) 和 (4. 15) PEAR Git) 成 立 . BIE y, = Spay Mata = 
ijt) i=jtl 


T, G = Lae k) = 7) , 则 


Y-a = A y+ sz, C4, 16) 
MEER Gi). ATEH ly = 2) > Se = Leda), 
FYE (4.16) 表明 
lyr = slo, - als 


故 (4.15) Rect wu 


j 
KI h 
lz- yl <M yasay < Ms de v 


i= = =] 
<Ð <2 0/0 ~ E) <e/2. 
i=] ret ` 
FE ly- al Ses) hry > FRO 成 立 . 
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定理 3 (Ho) BK CX BARAGERMK 不 是 可 回 的 
当 且 仅 当 k 包含 有 分 离 常 数 大 于 0 MAL. 
证 明 BBA AML SR ELD > 0, (raO D E 4 为 权 


序列 ,0 之 << 证 ,对 于 其 中 的 每 个 最 终 左 转 分 支 ， r 一 


EK SAMA). B ETAM. 对 于 6/4, 存 在 zi E 8B, 使 得 
zı E col(BN Ben lr )) & D. (4.17) 
DEAR ATR. AEE 7 > 0. 8G dist, D) > 0. AM 
Gea CX OCRMa>0 HE 
xO) <a. y € D)’ (a) > at 8. 
AH = (x € Byx* (x) SO}, H 4.17) Bdiam H < 8/2. SIRF 
B 的 分 离 常 数 为 6, 故 必 有 GQ,i) ET, 
X= (Ta tin 
从 而 


| Ti Tri | = (1 — bpi) | Hi2 -1 T ntizi | 


> 


由 于 EHUA diam HL È A tories E HATE (tat) 
< GYE T: = Larizio H F 
at Or rn) = (Tr (eg) H brat" Energi) 
<1 tnae" a) + Otis 
BELL r (xp) > @/ CL — ty) + Osx, © H. RE VA EY 13 Ell (xe) 
CC 并且 


x* (X41) > a/ [lai = w,,) 十 8, 


m= 


这 里 四 = tise EEE tron ay 的 值 , 它 使 得 相应 地 en 是 沿 
着 姜 的 某 个 最 终 左 转 分 支 因为 yw = ,从 而 JI = = 


ms | 
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0, 于 是 x" EREB 上 不 是 有 界 的 ,矛盾 说 明天 PEM. 
现在 证 明 相 反 的 关系 . 假设 K PBDI. RARE RE 
K CSX), 0 <8 <1, MIFE rE K,r E colK\Bulr)). W 


Z 人 
人 > 0, Se. < 1 任 取 y € 天 ,存在 Lyst 和 K\ Bis (9) 使 得 
n=] 


| y ~ Aza, | <0. Sy, = 15t, = vee = t, > 0. 


* j=] i=] 


S y= ST rh e <6, RATS 


lyo al zly- xl ly—yl SAIS <n, 
yoy, 满足 引 理 2 HRE, MAIE k A nyar, © Kas, > 0, 
(1 <i <k) 使 得 GD ,Gi), GD 成 立 .现在 令 doi = et = > 
Tye 一 Yo 一 yi， To = Rr Raa T Yno Fa F Ipe 
REF FR TS AAAI A E ee as T e 0 阶 
和 第 1 阶 . 对 于 第 2 阶 我 们 还 应 当 构造 出 x;.3,x2.4, 对 于 第 3 阶 还 应 
当 构 造 出 rs,rs…yzss 但 若 重 复 上 述 过 程 并 且 以 ri: 代替 上 
面 的 y, 以 Oy 代替 0, 则 又 可 得 到 zayzzoy7aay2a ,以 aa 
代替 y BL Oy 代替 8 又 可 得 到 Tasta ten lior 依次 做 下 去 ， 
这 些 x, 的 全 体 记 为 B. 即 是 所 要 的 (AL Le 为 分 离 
常数 . 再 由 引 理 1 的 方法 得 到 以 6 为 分 离 常 数 的 加 权 树 . 定理 得 
证 . 
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OES CaM OL ee 


V. Banach 空间 的 型 


型 和 余 型 是 Banach 空间 理论 中 的 两 个 基本 的 和 重要 的 概念 ， 
它 与 Banach 空间 的 现代 理论 的 多 种 分 支 都 有 着 密切 的 联系 .本 章 
首先 引进 这 些 概 念 , 介 绍 经 典 的 Khintchin 不 等 式 和 Kahane 不 等 


式 , 而 后 讨论 取 值 于 p 型 和 4 POSH KSA 


WM EH. $ 3 应 用 独立 增 量 靳 的 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 刻 划 
Banach 空间 的 型 . 除了 Rademacher 型 ( 余 型 ) 之 外 ,我 们 还 将 讨论 
Gauss 型 , 最 后 我 们 将 讨论 在 江 函 分 析 中 侥 有 兴趣 的 绝对 可 和 算 
子 与 这 两 个 概念 的 联系 ， 


§ 1 Rademacher p W q RA 


实 值 函数 序列 
r,(t) = sign sin2"xt, OKK, nl 
称 为 Rademacher 函数 序列 .这 一 函数 序列 有 一 些 独特 的 性 质 , 例 
如 它 是 定义 在 [0,1] 上 的 规范 正 交 通 数 序列 ,特别 地 , r0 ,n > 
1} 是 取 士 1 值 的 独立 同 分 布 随机 变量 列 并 且 POO = 1) = 


L, HIME POET K BAREIN A HA RR, 仔细 观察 
r C) AYRE SO BL AE EF ET 0 < poo Maye, EX, 


Ave | Set, ly & Ge I Sosa 
tt Ged e=+1 i=! 


= (| | Stra, | dey, 
9 i=l 
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让 我 们 先 看 一 下 实 值 情况 ， 


定理 1 (Khintchin) X FEMS po, FEE A,B, 


使 得 每 个 宾 数 序列 {a, ,n 之 1) 满足 
A yal meq | ral ed)" < B, an", (1.1) 
其 中 之 1 是 任 一 自然 数 . 
. 证明 ”我 们 先 指出 一 些 特殊 情况 ,然后 就 一 般 情况 给 也 证 
明 . 
1 若 p 二 2, 根据 {r,02),n 之 1) 的 正 交 性 得 到 
[i Mrwa tae = Sat, a2) 
此 时 A, = Bs = 1: 对 于 (1,1) 左边 的 不 等 式 , 若 p 之 2, 则 由 (1.2) 
(Slay = fi Dr (Oa d < (| Sra; a 
HERTE A, = 1. AERA FAARF lS pCR, 
fi Sr Oa do < fi Dr Oa la = Cab” 
故 可 取 B, = 1. 甚至 通过 取 实 部 和 虚 部 可 以 知道 (1. DAFA. 
1)) 对 于 复数 序列 {a,,n S 1} 也 成 立 . 
此 外 ,对 于 下 面 的 证 明 关 键 的 是 注意 到 :为 了 证 明 (1,.1) 左边 
的 不 等 式 ,只 须 证 明 当 p==1 时 ,A, 存 在 ;为 了 证 明 右 边 的 不 等 式 ， 
只 须 证 明 对 于 一 列 趋 于 无 穷 的 实数 p;,B FE. RIAL, 范 数 
的 递增 性 质 得 到 一 般 情 况 .特别 地 我 们 将 证 明 对 于 每 个 偶数 p,B， 
存在 . 
2° 实际 上 ,上 述 A, 存在 的 命题 可 以 从 B 存在 的 结论 中 推 
出 来 ,确切 地 说 A 可 取 为 B77. 为 了 简便 记 f(t) = Dna, 利 
用 Holder 不 等 式 和 (1. 2), 若 B 存在 则 
Sa; = | fe at = [fo df ar 
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< (| yo lacy? If 0 1g 
1 is 

< [AO NaN"LB ate 
i=] 


即 BoD ay < | | f(t) |dt. 
3 为 了 证 明 在 p 为 偶数 时 ,B, 的 存在 性 , 注意 在 
| | Sr Oa [ae 2 WG Ay REP A UIE | 中 rhowerhidt 的 


项 ,除了 (入 i 二 5s) 均 为 偶数 时 该 项 为 1 之 外 ,其 余 丝 为 0. 于 是 
只 须 计算 &; 皆 为 偶数 的 项 的 系数 之 和 . 以 cC2&,… ,2&,) 记 其 中 的 
一 项 , 则 


(2k, + ++ + 2k) 


(2k, 5° 2k.) = (2k) be QR! 


. 并 且 
1 

q | td = k on k. Bey oe 2k 
ja D elkse BRAM a 


其 中 求 和 是 对 于 满足 DTA =k HIA EO <i <5) WEE n 
nan Sn) 而 取 的 , 另 一 方面 ， 
[ane = = Cat ) 一 SCR, yet ak Janie an ta 


i= i=l 


其 中 求 和 是 对 于 象 上 面 一 样 的 和 ni 进行 .上 述 两 种 和 数 中 ,只 是 
系数 改变 了 , 由 于 


CC2R 5°" ,2k,)- 
c(h, sR) 


<k (1. 3) 
所 以 
fi Sir Oa, |d» < Rv Aae, 
0 j=1 i=l 
取 Bo = VE 就 能 使 (1. 1) 右 端 成 立 . 由 上 面 的 讨论 知道 对 于 任何 


1<p<00,(1.1) 成立. 证 毕 . 
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EM {XE Banach FEJ, SAEI SgS, 
(1) # X Æ Rademacher p 型 空间 (R-p-type); 若 存在 常数 
B > 0 使 得 对 于 任何 xn E NA ayer, EX, 


(| | Orz l d S B e e (1.4) 
0 j=l f=1 
H EER HRA g BEAT, A, RTO BAH 
Rademacher p 型 常数 ， 

(2) BR X Æ Rademacher q AH 3 [a] (R-q-Cotype): 4 F 
在 常数 A > 0 使 得 对 于 任何 hn E N A eor, € X., 


(| | Sra i tdt)? 之 ACS) | T: | ayia, (2 < q < co) 
0 ia /一 1 


S 


满足 此 式 的 最 小 常数 4 记 为 C,(X), 称 之 为 X 的 Rademacher q 
余 型 常数 . 

Rademacher p 型 与 gq 余 型 又 简称 为 p WH a RA. l 

C1. 4) 和 (1. 5) 的 左 端 采用 工 ; 范 数 并 不 是 必要 的 .下面 的 引 理 
和 定理 说 明了 这 一 点 . 

引 理 i(Bechner) 设 1<p<&g9<<%,7= VE 一 TD = 1 , 则 
对 于 任何 “之 0， 

{1 + Yul? + |1 — Yul? 

2 


1 n 
(il Eron laS at max |ielig=eo a5) 
G i li 


1/ p — frye 
< [Baty “| 


(1. 6) 
证 明 ”由 二 项 式 展开 定理 


- i S| 9 | yaz 
JA + Ww + = Mey] = 1+ PAE u”, 


其 中 | 2 | 是 二 项 式 展开 式 系数 . 特别 池 ,根据 7 的 定义 , 当 1 < / 
和 4 委 2 时 计算 得 出 


OCC -ear 站 生机 FERRE A NESE VR RI I MR STE a crema a ME + 


于 是 不 等 式 (1 HSI H te >0.0<s<1 给 出 
pit Malt [tm Pal 


-a4 Šg jee 


1 


bok ~~ Ê | 
Y*u* <1 十 3 


S1+ EMG 
= 501 十 ul" 十 中 一 | 全 
AIC. 6) 对 于 0 过 « 1 成立. 
当 # > 工时 , 取 导 = 十 ,上述 证 明 表明 (1. 6) 对 于 w 成 立 .由 


F |1 + Yul < lu + Y|. Aw 


pdit ru" t = Yu detrit jezy” 
. 2 


| 
J” <| | 


g, Wg 


=. nere |} — Yu 


<« EHe pnev |" =i ril + uleh lts 
2 


以 上 表明 , 当 1 pe 2 时 , C1. 6) 对 于 任何 w > 0 成 立 . 

WT WEY 2< p<q<oo MCL. 6) 成立, 注意 由 (1.6) 两 端 
的 齐 性 , (1.6) 成 立 当 且 仅 当 其 中 的 常数 1 换 为 任 一 实数 成 立 . 于 
是 (1. 6) 成 立 等 价 于 算 子 7:L,[0,1] ~L,L0.1], 


Tf(s) = [feat + ?| Flor dat + rs) 


的 有 界 性 . BEY = Vd 一 DD/(p D= e-a D 
=, ER p = p/(p 一 1),g' 一 9/(g 一 1), 代 于 考 虑 7 而 考虑 
T* ,Ly[0,1] > L,(0.1], KRIEW RAT AF Kit TAF. Bl 
(1.6) MF 2S p <q < ce 成立. 一般 情况 可 由 上 述 两 种 情况 得 
到 ， 


引 理 2 il<p gq 二 o0,7= 二 VP 一 1)/(q 一 1),X 是 
任 一 Banach 空间 ,zz EX, 则 


fly + rr let tay rede) 
2 
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< tr te WP H Wer, — x |” 


2 (1.7) 


+ 


证 明 WM = T, + Tiya = Tı — Tz. l) = Foi» I 


fi 


ye D= Fdal = y DA n = EO + yde 


FOr 一 3) ,应 用 (1.6) F uisus, Wl 


(4 a+ Yale 十 | — Ya | "| ^ 


2 | + 

-| Cpe) 

g 2 

<l |ui + Yuz|! + |u, — Yu nym 
s| 2 
<| [at +u + [ui 一 aa f 
S 2 
=|- lzi t azl’ + Boat” 

2 


定理 2(Kahane) 1<s< oo MGE K, > 0 使 得 对 于 任 
何 Banach 空间 XX 和 nn © Nizin, € X, 


| | oz J at < (| | Src, ean" 


<x,| | Sra le. .8) 

证 明 Ae A. AT 端 我 们 应 用 归纳 法 证 明 不 等 式 
(hat 7 Snes Ido < het Yn ol 
- i a. 9) 


其 中 1 二 pg 之 ,Y= 二 Vp 一 DD/(g — I, otn EX. 
实际 上 , 若 (1.9) 成 立 , 取 xz。 = 0, 先 应 用 Holder 不 等 式 得 出 


1 g 
d I Mra, || edt)“ 
ol 


i= 
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1 0 
= (| | Vz, |: MOND | PIAGET | resore n gey?” 


=j 


.三 (| | SY | aan | i Sn; | Sat) DAB- 
dO = i) a 
取 p = s,g 二 2, 对 右 端 第 二 个 因子 应 用 (1.9), 则 有 
| | Dare, || ‘dors (CF) . 
J Il > CD od | SJ riCede, et 
el 0 =1 
— 5 1 
从 而 得 到 (1. 8) 的 右 端 并 且 K, = (Lye < [a=] 
现在 证 明 (1. 9). 当 4=1 ated. 9) 即 是 (1. 7). 假 设 (1,9) 对 
于 已 经 成 立 , 则 由 /2 > 1 的 事实 ， 


n+l 


a tr a 


aK | zz 十 yz + YO) 


r=] 


+ I Zo 一 Yati + yX ` rnæ)z; | ‘dt | 


fal 


<A lrs + Yarmi + Drea || adne 


i=] 


+f la = Ye + Pra | rae 


i=t 


_ a + Syl + Yri lg + leo t+ Drz 一 zs i “ 
2 

HG xo + Yr Da, 5 r, PHN LL01] PAE VA LC011% 

为 引 理 2 中 的 空 Sa] XW Ext 


< n+ Sra; tte [E+ ot Dra- as l | 
a i=] i=l 
2 
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1 n+l 
= y {t We 1/2 
(| zw + dyna, | tdt) 

FÆ 9) 成 立 . 定理 证 毕 . 

推论 KIS pg <o WFE R K n > 0, 使 得 对 于 任何 
Banach FE X fln € N, arrn EX, 

(| li Ņ raz; 1 dt) < Kaf Il Syria; idt)“, (1.10) 
a i=l 0 


这 一 不 等 式 当 p 二 9g 时 即 是 通常 的 Holder 不 等 式 . 
定理 3 O 任何 Banach 空间 是 1 型 和 oo 余 型 的 . 
Gi) ELLPA <p. 过 2, 则 ps MSE p 型 的 . 
Gi) 车 2 声 gi 志 gs 过 co, 则 oa 余 型 空间 是 go 余 型 的 . 
Civ) Hilbert 空间 是 2 型 和 2 余 型 的 . 
(v) 型 和 余 型 是 同 构 不 变 的 . 
(vi) 型 和 余 型 被 子 空间 继承 ,型 还 被 商 空间 继承 . 
(vii) 任何 Banach 空间 不 具有 大 于 2 的 型 和 小 于 2 的 余 型 
证 明 1 由 于 
[ol Yr CESHE 
根据 Kahane 不 等 式 得 出 第 一 点 . MERE <j <n) BF 
bal = 1 eal < hh Droa tide. 
所 以 


sup asl <P Dr ar, 
Lec jsi 0 m 


Er 


得 到 第 二 点 . 
2° Gi) 和 (iii) 是 由 于 简单 的 不 等 式 
EE< 92 | zx.0< 上 上 委 : < o, 


iat 


3° 若 X 是 Hilbert 空间 sXe od € X, 以 (az 表示 Ti 
与 Tj 的 内 积 ， H rA) <i < n) 的 正 交 性 得 到 等 式 
190 , 


1 a n 1 
| | OAOE? Il ?dt = 之 Gre) | (tr (tr tat 
9 j=l 


= 了 lai? 
4° (v) 直接 由 定义 得 到 . 
5° 若 X 是 户型 (9 余 型 ) 的 ,由 定义 可 知 和 的 每 个 子 空间 
也 是 户型 (9 RED HHH pM RED 常数 不 会 增加 ,现在 假定 X 
是 p 型 的 ,M 是 XX 的 闭 子 空间 ,x ，… ,x € XX/M. 对 于 Ye 之 0, 取 
x E z EE Wee il < x + e/a Si <a) 


| > (Dz tae? < (| Ena, | tary” 
° i= i=l 


ST,OOCOO aeo 


LAO RLO + PD. 
e 是 任意 的 ,从 而 X/M 是 p WAY. 
6° 任何 非 0 Banach 空间 都 有 与 同 构 的 子 空 间 . 为 了 


(vii) 只 须 说 明 R 没有 大 于 2 的 型 和 小 于 2 的 余 型 . ARR EP 
型 的 ,p > 2, 或 gq RWIS g 过 2, 则 对 于 任何 ,4 ,*… ar E R, 


x 1 E 
COS alors PS na la 

i=l 0 j=1 
STOOQ lan 


FFE AY a=. a, = 二 ,对 于 中 间 部 分 应 立 用 Khintchin 不 等 式 
便 得 到 


nt F< T,X), nt? SC, CX) 

无 论 哪 一 个 都 不 能 对 于 充分 大 的 成 立 . 矛盾 . 定理 证 毕 . 
定理 中 的 (vii) 说 明了 我 们 对 于 空间 的 型 ,限制 1 委 户 委 2, 对 
空间 的 余 型 ,限制 2 <q < co 的 原因 . 定理 中 的 (vi) , 商 空间 对 
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于 余 型 一 般 不 具有 继承 性 ,后面 例 4 说 明了 这 一 点 . 此 外 (iv) 的 道 
命题 成 立 , 这 即 是 Kwapien 定理 ,我 们 将 在 本 章 § 5 ERE. 

定理 4 OISE WEE LO 是 2 入 p 型 的 和 2 
V p RAK. 

Ci) 对 于 无 穷 维 的 LUO ,没有 比 2 A p 更 大 的 型 和 比 2 V 

p 更 小 的 余 型 . 

GD GX E p WAX? 是 g 余 型 的 ,其 中 XX* 是 X SE 
空间 ,六 :十 9 一 1， 

证 明 1° I< pS 2#A Trw) 7,Cw) E LC) 
于 几乎 所 有 o, 


DO pan < FY na) Pay” 
9 pal 4 j=] 
= © |x; (w) Bt < (>) |x; Cw) Bu 
| =i 
两 端 关于 4 积分 得 到 
1 a 1 了 
JI rea isdn = f f Da) dudt 
O j=] ° t= 
<| Sinwi'de= $ iel 
:二 1 i=] 
由 Kahane REER AÉ L, OGO E p A HEAT, AOS KaKa 0 


ia 样 . 
委 户 < ceo, 对 于 几乎 所 有 ,出 Kahane 不 等 式 的 推论 


Vea er GIS osea 
了? i=l 1 2 
= K,,€ ` lrc) 2)!” 
i=) 
于 是 两 端 积 分 得 到 
f I Sin Oa; |an < Ked © |z, Co) Ddy 
0 jal 气 
Kel Od) ja, Cw) [du T 
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SKa 2 d, [xo) Pdu) ) 


= Kn > | x; il ye 


这 说 明 L, 《AD) 是 2 型 的 并 且 TCL, ) < Ky. 
现在 验证 余 型 . 设 1 < P < 252, Cw), "t, Z, CW) E LC). 由 
Kahane 不 等 式 


1 z n 
(| | oz td? = aan VrO lo) |dud 
0 j=l 0 i=l 


ms 
> Ky do | | D(x) padt dp" 
0 


i=l 


= Ke ,> |x; Cw) Pdu) 
= Ky IK Dy g o d 


RE gw) = |xi(w)| EX |] asa) | = O Ja, joy 并 
BIE glo) = (glo) ,gkw)), 则 利用 不 等 式 ~ 
If corde < | eto ide 
上 面 的 式 子 变 为 
Gi DaO N pdo > Kat ate) li deo” 


> Kg | | godai” 


= KPO f goa? 
i=l 
= Ki (Co) Ia ip”. 
， fel 
所 以 L,(@) 是 2 余 型 的 并 且 LL) <K 
WF2< p<o,r(w).,7,(@) E L, C2), 504 Khintchin 


ARK IEF ILE ©, 
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JG - ， vie D | o, , 
(| [Nora ce) fdt 7” > (| | rt Cw) | dt)! 


i=] 


一 
= as |r, Cw) [Py 
从 而 S 
(| | Sr Oa, Cw) | idt > JÈ |x Cw) Pd 


i=] 
> (X laten tapt = CO) aap", 
i=l raat 


这 说 明 Le) fe p RAHE CL) <1. 
2° WTWAL, OA 2 Ap BANE AMR RIS 
p< 2. AF LO 中 有 与 /i 同 构 的 子 空间 ,我 们 说 明 当 p 
> pit.l, RE pO. BAR. Ma, =e ELR TREALL 
余 为 0), 则 由 p 型 定义 
n’ 一 (| | Se, lède)? << TK) CO fle ID” 
" i=] 


r=] 


= T On”? 
或 者 
n77 < TCX) 
这 是 不 可 能 的 ,至 少 对 于 充分 大 的 1. 
对 于 余 型 可 以 类 似 地 论证 . 
3” MERE SOM ai a EX Rayer, E XIE 


lal =i ar <a +elarx|.1<i<n, 
此 时 有 
CM yar Pow A H CS ay | 
pas] f=] 


= (1+ e)sup{ Saar, S)lal’<1} 


i=] i=1 


= + osop(| Oa CY (Maa dt, >) al’ <1) 
0 全 | Z 


i=} ial 
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et 


< (1 十 supi (| | Yre Il tday“. 
o 各 | 
1 ” i n 
| Sr Oaz ides Ya? <1} 
0 i=] i=] 


1 n 
<a + OT Ka (| | Orr de, 
oF 


X* feo 余 型 的 ， 

例 1 出 定理 4(i),(ii) 知道 ,Li[0,1] 是 2 余 型 的 .注意 此 空 
间 不 是 自 反 的 并 且 不 具有 RN 性 质 . 此 外 还 存在 2 型 的 非 自 反 空 
间 的 例子 . 它 是 James 提供 的 ( 见 Beauzamy[2]). 

例 2 ZE L-G) 是 1 型 的 和 co RAN. 对 于 无 穷 维 的 
L..(1) 空间 ,不 会 有 比 1 大 的 型 和 比 co 小 的 余 型 . 这 可 直接 用 定义 
验证 . 从 而 !-,c,CL0,1] 都 没有 大 于 1 的 型 和 小 于 oo 的 余 型 . 

例 3 定理 4(ii) 的 若干 形式 的 道 不 成 立 . 例如 4 ==ci 是 2 余 
型 的 ,但 co 没有 大 于 1 的 型 . EEX RAR ALA 换 为 型 也 不 成 
立 .Li(p) 是 2 RBH LO = Lone) 仅仅 是 1 型 的 . 

例 4 “是 六 的 商 空间 ,是 2 祭 型 的 ,但 ce 是 oo 余 型 的 ,所 
以 余 型 不 被 商 空间 继承 . 

Banach 空间 的 型 和 余 型 指数 ( 即 p 与 9) 可 以 直观 地 表示 为 实 
数 轴 上 的 一 个 区 间 ,例如 LC) 的 型 区 间 是 [1,2 A pj, 余 型 区 间 
是 [2 V pœ]. 一 般 地 我 们 记 

px = sup{p.X 是 p 型 的 }， 

qx = inf{p,X Æ p RØN? 
对 于 有 些 Banach 空间 ,有 可 能 px 和 9x 并 不 是 型 区 间 和 余 型 区 间 
的 元 , 即 X 不 是 px 型 或 qx 余 型 的 .但 是 我 们 今后 将 会 发 现 ,这 两 
个 数字 有 着 另外 的 深刻 含义 . 

在 结束 本 节 之 前 ,我 们 给 出 Khintchin PERC. 1) 中 常数 A， 
AB, 的 估计 . 容易 知道 , 当 p 增加 时 ,A,,B, 是 不 减 的 ,下 面 定理 
给 出 了 它们 变化 的 限度 . 
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引 理 3 RO. B.) 是 定义 在 概率 空间 (Q,3,P) 上 的 实 值 
FE TH YY Re FD BN 4, = /一 fn DS 1) ERS, 
,由 


Mm {d,} 
= Ef,,B,= (D .:0). Æ d, E€ Lo HH A = >) | a, | 2 < ee 则 


对 于 任何 4 宇 0， . 
PCS, — Efi | Sa) < 2e (1.11) 
证 明 ”对 于 任何 *€ RRNA 
eA4 十 ee， 
PACAR 


于 是 当 : € RH, PRE 
E(e% |B) < Etd |B.) + Eee |B.) < 


从 而 
Ee Ea, = ELE(e XS |B, 9] = Ed S4E Ce |B) 
< Ee Nye" id 2 D, 


nrm. t> OMA 
PE, — Efi > ?> D = PSA 
j=l 
< kes Xa,- ac Ei 
特别 地 , 取 * = M24? , 则 
Pf, — Ef Sa See, 


类 似 地 ， 1 
PER — fp > Ker, 

以 上 两 式 合 起 来 即 (1. 11D. 

” ”定理 5 Khintchin 不 等 式 (1. 1) 中 的 系数 4,,B, 满足 ;B, < 

JPM Kw KSA, KM << po). K MBER. 


证 明 不妨 设 a， ERED a= E Yann D1) 
= Stat = 1. 由 引 理 


n=1 


是 定义 在 [0,1] 上 的 摧 并 且 满 足 D la, | 
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3 IF El AD 0， 
PC Dar) | Sa) < 20 (1.12) 
因此 E 
fi Vial) ldt = p| pd an) | > adda 
= 0 =] 


< 2p| wrenda 会 B? < oo, 


0 


实际 上 容易 计算 出 以 = 20pP( 全 ) ,由 厂 函 数 的 性 质 得 出 B,/ 


Vp Sc 并且 此 不 等 式 对 于 pp 之 2 均 成 立 , BH Bt p< 
oo, My 


l= (| | Sar dtr S< d | > ar 人 Pa < B, 
0 全 0 全 
对 于 一 般 的 w © 及 ,由 于 (1. D 式 各 部 分 表达 式 的 齐 性 得 到 


” 1 n n 
(Mayes (| dari [ed B,C dat 


i=] 


f=) 


BF 2S p <œ, A, = 1. 
对 于 p = 1, 在 定理 1 的 证 明 中 我 们 已 得 出 A = BAN 


1 了 1 出 
By? <| |J art) lat < d | J aria) dn 
) j=l 9 jz] 


1 d 
< È Zaro pan =, 
9 is] 


即 当 1 < p< 21i]. A, = B,’ B, = 1. 
82 Jh EA 


由 Rademacher 函数 构成 的 蒜 ( 六 -za > 1) 是 独立 增 量 


- 蒜 的 特殊 情况 ,本 节 我 们 叙述 一 般 独 立 增 量 蒜 . 我 们 将 先 讨论 独立 
增 量 黄 的 一 般 性 质 , 以 独立 增 量 蒜 的 不 等 式 给 出 户型 和 4 余 型 的 
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刻 划 . 

O,S, P) 是 概率 空间 ,f,g 是 两 个 取 值 于 可 分 Banach 空间 
X 的 可 测 函数 . 我 们 称 Se 是 同 分 布 的 , 若 对 于 X 中 的 任何 Borel 
集 (或 等 价 地 ,任何 开 集 )B， 

P(w,f(w) E B) = Plw,g(w) E B). 

Fe 同 分 布 , 记 为 o AERA Copy). A 
易 知道 ,对 于 两 个 同 分 布 的 函数 和 g, 则 关于 任 一 使 积分 有 意义 
HRR D, ED) = ED). F— LoS WR SBMA. PES 
F= (4d,) 是 对 称 的 , 若 对 于 乘积 空间 IX, 和 乘积 “ 代数 Mf 
o 户 ,其 中 户 是 任 一 序列 (ed,), 这 是 g ER 士 1 值 . 

显然 ,车 每 个 d, 是 对 称 的 并 且 了 = (d,) 是 独立 序列 (任意 两 
组 互 不 柏 同 的 元 素 独 立 ) , 则 本 身 是 对 称 序列 . 


我 们 补充 定义 
Lous) = {/,f SEX (BTM BO 
— p lw | 
le ETET FOT 
LX) = {F E LXD IL, = ES o, 


O<pcl. 

FABIE, LX), (OS p <1) 都 是 Frechet 空间 . 

Se RUHR Ly (eX) PATRIA fon S 1S E Ls 
X) 中 收敛 于 fF Ete > OPCS, — fil > +0 ae 
oo), MAB. ISL, 一 Sil. o HRA S, RBA SPR 
Ly (eX) HOF K RELA AS NF EE fT e> 0,3 0 > 0, (8 
得 关于 天 中 的 了 一 致 地 有 | Of |, <e RSS MT Ee > 0， 
IM> 0, 使 得 在 大 上 一 致 地 有 PC >M <e 

在 概念 的 使 用 上 ,本 节 以 及 本 章 剩 下 的 儿 节 与 其 它 各 章 不 同 
的 一 点 是 ,我 们 称 Lo (eX) AY BED BT ew BE TL t. 
而 且 我 们 总 是 假定 X 是 可 分 Banach 空间 ， 

RAM fr Co) = sup || fiC) || f° (@) = sup | f.¢@) I. 
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定理 1 ld, 1) BMPR. V. EA, f, = yd , 则 对 于 
yt 之 0， 


POF >t <2PCl Ff, I) >o (2.1) 
BS, RRR SW 
Pf? >HO<PCHSFI So. (2. 2) 


证 明 resinte, Al >t GnfO =2+ 1). 
Si = SF + (dig, to +d), 
F, = fim Gate td,)s 
则 在 集合 tr 一 好 上， 
LW + WPL ce WA + | = 2 AE 20 
于 是 当 ; <n Bt, 
(r= 7} COLA + UL. H > 22. 
idn 21} 是 对 称 的 ,f, 与 了 ,有 相同 分 布 ,从 而 
PS >O=Pagn <r | + If. > 2 
< Pmax | All. Pay >D 
SPAI > 2). 
当 了 RE EF A n > oo 时 (2.1) 两 端 取 极限 ,注意 
limP( AI >D SPASI >o (2. 3) 
得 到 (2. 2). 
定理 2(Levy) Wid, on >21} BMARRV. FAS = 24: 


则 KEKAH fa. e 收敛 . 广 随 机 有 界 当 且 仅 当 广 a， 
e. 有 界 . 当 {f,,n 之 1} 有 一 个 子 序列 依 概 率 收敛 或 随机 有 界 时 , 结 
论 仍 成 立 . 
证 明 若 AE53,P(4) 之 0, 对 于 Vw€ 有 4,f,(w) 不 收敛 . 则 
FET O > OF Va, 
P(sup | fa ~ fy |] > 8) S PCA) > 0. 


由 (2.2) MY 
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PCA) < Posup || fn — fi, || > 8 <2PCI fa — fall > 8). 
其 中 /是 六 依 概率 收敛 的 极限 . 后 者 当 .” 充 分 大 时 ,其 值 可 任意 
小 ,于 是 导致 子 盾 . 

若 广 随机 有 界 , 即 对 于 Ve>0, 导 天 >>0, 使 得 对 于 VD 六 1， 
POLATI >M 过。, 则 由 (2.1) 

PCsup Tl >M < 2P A] > M) <2e 
n 是 任意 的 , 故 PCF" >M) <2e,Re,) 0M AM, boo (REPS 
>M) 二 &, 于 是 
Pf? = PO > M) L yO. 

HPO <oc) = 1, 上述 过 程 是 可 道 的 , 故 可 从 己 ( 广 ce) = 1 
推出 {f,,n > 1} 随机 有 界 , 对 于 子 序列 的 情况 可 类 似 证 明 . 

定理 3(Kahane) Kid, 之 1) ÆW RV. 序列 ,f= 


Sa, Wf, 依 概率 收敛 当 且 仅 当 f ae WKS, EN AR A 


i=l 
当 fae AR. 

证 明 K d, 的 独立 copy d'n, & D,(w,o') = d,(w) 一 
d'w). R D, Fed, XT ERE) ,容易 验证 D, 确 是 (0Q x 0Q,3 «KS, 
PX P) 上 的 对 称 R.V. ,并 且 {D, wn 之 1) 是 独立 R.V. 序列 .现在 


应 用 定理 2 于 ,一 STD, AE FROM A, AC. 


AT F, PX P ae 收敛 ,对 于 几乎 所 有 ww E A, Da — 
d,(w'))P-a. e. WSK. 到 w, BES) (d, Co) —d,(w',)) a.e. 收敛 ,由 
于 Yaw 1K R oe, MOT Did. ie MER oe. 
Sasa 是 常数 级 数 ,于 是 Dawo ea. 由 此 


Dd) = >) (dlo) — d,(o'o)) + >) d, Co’) 
n=] n=] n=l 
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a. e. WSK. 

类 似 地 证 明 得 出 关于 随机 有 界 的 结论 ， 

定理 4(Hoffmann—J¢rgensen) i {d,.n 21} BWR. 
序列 ， 


= didi d* = sup ll dn I ’ f°" = sup I fa I 


H0<p<o HH aon > 1} 是 随机 有 界 的 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
G) d’ € Lps 
GD f* EL, 
Gii) sup || f, Il, < so， 
证 明 AEA MSGi), ERE d, on 21) 是 对 称 的 .注意 由 
定理 2 和 六 的 随机 有 界 性 得 到 f' < oo ae. ,现在 设 
r= inf{n, | f, ll >a}, 
WFa> 06> 0. l >a 十 5}C {rk 并且 当 rt==j 时 ， 
Bowe {让 > 2a +8} m 
lA-A I SAY - Ifo — igl 2ato—-d 
AIF idun 1} 的 独立 性 得 到 
PLF > 2a +8 = XPa = j, If, > 2at b) 


j=l 


< È Pe = j, Ife fl >at+b— d) 
k 
< UPC jd >D APECSA fl >a 


< Pd >b) + SPa = DP Lfi—fil>a) (2.4) 


j=l 
AF DFAA- SL TMP A fl >a <2Pcl fll 
>a) Mitc2. 4) 变 为 
PCI Se ll > 2a +8) 
< Pld? > 6) + aPC ill >O PC HH) 
j= 
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s S Pld‘ >b) = 2PCW Ss I Dad Pimax | f o> ad 
Deis 


b 


S Pdi >b) APEA A |) > oF. 
由 (2.2) 可 知 
P > 2a +b) <2P(d* > b) + BEPC’ > ad}. 
特别 地 取 a = OFF AM a, > 0 使 得 P(f* >a) < yi] 4 A 
之 3a, 时 ， 


1 
16° 37 


E(f*)? 


3p] an PCF > 3a)da 


A 
= lim3ep| a’! PCf* > 3a)da 
A> 0 


lim ， spf a Pd" > adda 

+ lim 8° 3p] al LPF >a) Pda 

=2. Ed) + 8- 3"p| ar Pr > a)da 
+ limg + 3p] arTPC > aFda 

= 2e PEY te 

+8 saf a’ P(f? >a PF > adda 


B+ 3? 
16 + 3? 


= 2+ Ed) +c + Ey 


从 而 
EGY S 4+ PEAY + 2 
由 此 得 到 (Gi). ` 
GDS Git) MGD 0) E RAY. R T RAE ID > Git), 实 
际 上 (2. 1) 意味 着 
PE >a) < 2lim infP( || f, || >a (2.5) 
由 Fatou 引 理 即 得 到 
EGY =| PP > adda” <2 lim inf] “PCL, | > adda” 
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一 Oe 


zlim inf | .ls <2sup ll AlKo AS p<) 
或 者 类 似 地 
Ij, = EG Ys 2 lim infE | f, |]? 
< 2sup l fl Zœ (0<p<1). 
现在 除去 {dw > 1) 对 称 的 假设 .车 DD, =d, — d', 是 dd, 的 对 
称 化 , 令 S = Dek, = Fe Pia ,类 做 地 定义 刀 BY MUS d 
CL, Bt." € Ly. 上 述 证 明说 明了 严 :E LOX 0). 从 而 对 于 
LPRA o E€ A sup || AC) — FC) I E LD Foon 
> 1) 是 随机 有 界 的 , 故 可 取 we 使 得 sup | Sa) || < o0, MAT 
sup BACON HES < 2” (sup fw) 一 万 wo 有 
+ sup Tf) YT AS p<oo) 
或 者 
sup | fnew) ||? < sup | Co) 一 万 oo) |? 
+ sup PACHE |r*<coo <p) 
两 边 积分 得 出 所 要 的 结论 ， 
推论 1 ld,.n > 1) ERER. V. FILS, = ae, 依 
概率 收敛 于 f,0 < p< co , 则 下 面 论 述 等 价 ， 
a) f € L,. 
di) f° € Lp 
Gii) d* € Lp 
Gv) sup Il fy Ils <9, 
Gv) Ife — fp 00 > 0). 
此 外 , Se Le 当 且 仅 当 f* € Le. 
证 明 ”由 定理 3,/, a e WMT f,a.e. 有 界 或 随机 有 界 . 
AAEE. GDS GDS Civ). A(2. 2) MG) Gi) Boe. SD 
203 


a.e 收敛 性 和 f — Fl? < 2°CS* Y Lebesgue 控制 收敛 定理 说 
明 (iD 一 (v) 成 立 . 剩 下 证 明 (v)>> (i)， 
4 p1 o 到 (iD 是 已 知 的 ,对 于 0 二 p 二 1, 由 
IEAS HAS AHMAN? 
FES SI (v)>G). 最 后 (2. 2) 保证 了 I fil E Lo BS E Le 


命题 1 设 {5)} 是 独立 R.Y, 序列 ,0 <p < o,f 
sup | & | < co a. e. Wil 


O HFV a>, 


P(e <a>) 


leer < EGY S < DEVEL 


1 H >a 


(2 & 
Gi) ECE < co 当 且 仅 当 存在 a> 0, 使 得 


SE WE le < ~ 
Gii) 全 二 oa.e. 当 且 仅 当 存在 a 之 0 使 得 
SPE | >a) <a 
证 明 1° 右 端 六 是 显然 的 . 为 证 左 端 ,定义 5 = inf {ny E, Ml 
a) WEY mE I<, 
BES ENE N Toco = Dear 
lem nb = (8, <a) VG >a) REL HE 
[elar= fe naen [ENAP 


=] žan lE a? 
(1, I>a) 


= Piet, < a| 1 &, ?ap 


{ a | Dat 
>P So eva 


{ie bai 
代入 上 式 知道 (2. 6) 成 立 . 
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2 GEE)? oo, Ra > 0 ABP CET > a) < 1/2. 02. 
S) 的 左 端 说 明 
STE WE | Xinesa = -> E dP < 2B) < o 
=a ” en> 
及 过 来 , 若 SJE j] é, l Xr ie, Da! < œ, M} 
n=] 
Ey = [re > pdt? + Fre > iar 
0 a 
La’ + ST r L&T > Dar 
n=jy9 


= al 十 2E IE Mie, >a < 


3° 在 上 述 证 明 中 都 将 上 咱 * 换 为 1, 即 得 出 所 要 的 结论 
定理 5(Kahane ,压缩 原理 ) Bidin) 是 可 积 独立 
R.V. 序列 并 且 每 个 Ed = 0.1K p< oo MMFV a ER, Jal < 
1, 
I Said; les 2 | Ša; Il». (2.7) 
EEA d 还 是 对 称 的 , 则 上 面 系数 可 以 是 1. 
证 明 ”我 们 首先 证 明 , 若 f,g 是 任何 两 个 独立 R.V.,f,g € 
Igel, s< 的 (2. 8) 


Tin be 是 简单 函数 ,g = ESAR. EX,A, N A4 = 
i=] 


SGA) EGD = Ef = 0, FË 
a t= | E + fjae SE z +t Sle), 


n 


elel’= Dal) = Df, alae 


i=] 


< Sf ez fillet de 
apy" 


Vf et fide Ble Fy 

对 于 一 般 的 g ,可 由 简单 函数 在 Ce 中 的 稠密 性 得 到 
现在 ,对 于 任何 CK {1,…,n}, 连 续 使 用 (2. 8) 得 出 

| El I< Dad, 


Boose “nF = {1,1 
Signa, 


ne 


| Sad I< 


WK, = {Cas 


[Li Kn a; = 1}, = (1,1 


I Dad i+ ual, CARARE 
cas) ER Jal<i Sal en} 0 K, Æ R 中 
Abe. CA?” PCE), ble. £1). IFM a= a, 

.a,) © K„, H Caratheodory 定理 ,a 是 至 多 十 1 个 端点 的 四 组 
合 ,不 妨 设 


n+} atl 
d; == S hay» “Va 一 1， 
gel J 
这 里 ai; = 1, 从 而 


| Med t= Sy Dad, 


j=l 


7 一 1 


a+) 

s SA Il Sand il S2 Xa E 
é = é 

Gd, 是 对 称 的 (1 Sia) =+1, 


I iad, | + 二 il Ya F (2.9) 
再 由 以 上 论证 得 出 所 要 的 结论 ， 


推论 2 Eld 1 <i<n} 是 独立 R.V. 序列 ,Pa =0 并 且 0 
< lal < |A l 1S <n iI 


| Dad, <2 Xdin (2.10) 
E a 是 对 称 的 , 则 系数 2 可 换 为 1 
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推论 3 设 1< p<. Bld.l<icn} 是 相互 独立 的 及 . 
VHP ids OEIC <n} BREW RV HEHE ELBE) 
与 {4;) 彼此 独立 , 则 


2°*E (min |,|’ JE || > I SEI Ded i? 


< 2'E (max |& [ĐE || ya, | (2. 11) 
GE}. 2) 都 是 对 称 的 , 风 上 述 系数 可 换 为 LECmin 161°) 可 换 
wenn 1 |"). 
证 明 ”为 明确 起 见 ,将 所 在 的 概率 空间 记 为 (2 ZPD. 
由 推论 2 和 Fubini 定理 
E || Sé, | = | | OO | *aPdP' 


< [Cot max lED [P94 | Dai l'ar 


= 2'E (max |£ w) |DE | Ya. I’. 
类 似 地 得 到 左边 不 等 式 . 
BCE) 与 (di) 均 对 称 , 则 276d 5 9 E Grid) 同 分 布 ,从 而 


El Sea = f fd ew na | apar 
i=1 i=1 

>| I h SA E(w!) rod Cod P | AP 
i=1 


= | 1 Belslace) Irae (2.12) 


再 由 推论 2 得 出 最 后 的 结论 ， 
定理 6 (Hoffmann—Jérgensen) 设 X 是 可 分 线性 赋 范 空 
间 ,1 S< p<. {d} 是 相互 Paa X) 中 R.7. 序 列 , 人) 
(m) 是 两 个 实 值 工 , BYR R. V. FRM. (6) 与 (4,}， tn.) ld.) SAB 
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独立 ,并 且 
Gi) E,d, = EWd, =0 (21), 
Gi) E(sup |&, |)’ < œ, 
nz) 
Gii) a = inf |} | > 0. 
nl 
则 
El S}éd, 1 二 
证 明 WAM (E), 
> WIFE VE 2 说 明 
E || Sad, Il? < PE | nbd Il * 


E(sup |, IDE || Dyna, |" (2.13) 


8)’ 
a 
{7.), {d,} 都 独立 的 Rademacher 函数 列 


<4’ E (sup |$; | IYE | Sra I| * 
k=] 
Wa = E| Ma, 之 0, 从 而 由 压缩 原理 
E | Yra, Il P< aE | Darid | P, (2.14) 


& 多 表示 由 riat rodis sdn 生成 的 5 代数 ， 定义 


er = signi (sign0 = 0) 
则 由 独立 性 和 Jensen 不 等 式 


|l X jard, |? = | E( 5 In rdl Z) ll ý 
k=] k=1 
<E( I D ininda 1B) 
k=] 


= E( | Yne nd | 1) 
于 是 (2. 14) 变 为 加 
E || Dna, Il*<El Pane rid ||’ 

MEAT {ef ra} 仍 与 { mis {de} 独立 . 故 再 由 推论 2 即 得 出 (2. 13). 
推论 4 HEM EPG, Gi), Gi) WES, = Medel, = 
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Indi ET, L, SAL, 收敛 ), 则 S, E L, ERL, 收敛 ). 
k=] 


我 们 记 Banach :空间 X 中 的 无 穷 序 列 {x,) 为 (x,) EX”, 
{r,(t)} 仍 为 Rademacher pk RFF FI, | Ae FU S |B] ; 


LX) = {r= (7,) EX, | iz, = (Dll “< co}, 
lo (X) = (x = (2,) € X” .zl = sup |z | <}, 
cAX) = {r= (7) E X” ,xr > 0, lell = eie), 


c (X) = {r = (x,) € X”, Doria: a.e. W81), 


B, (X) = {zx = (zx,) € X”, Sra ae AH. 


直接 验证 可 知心 (X) (1 < p Loo) Æ Banach 2 YHJ, (X) FEL (X) 
的 闭 子 空间 . 此 外 ,下 面 命题 可 以 从 定理 4 及 其 推论 得 到 ， 
of 命题 2 若 1 <p < co, 则 


G) (1) € BOOS (Siran > SI} 是 L,(P,X) 有 界 的 . 


= 
Giy Co.) E€ c 0OS {Srann SU È LP, X) BO. 
i=] i 
Gii) AX) Ce, (X) C BX) C le (X). 
Gv) ¢ CX) Te (X). 
由 命题 中 的 (人 ,(ii) ,我 们 对 于 zE e (X) H r E BCX), 定 义 


ial, = sup | 5ra: I» (dp) 
mel Gey : 


同样 可 以 验证 ,c,(X),B,(X) 是 Banach 空间 .由 § 1 定理 2, 对 于 
所 有 这 样 的 p TER | ,是 彼此 等 价 的 . 
定理 7(Hofimann-—Jérgensen,Pisier) i X Æ Banach 4 
间 , 则 下 面条 件 等 价 : 
G) B,(X) Co CX), 
Gi) B(X) Ce, (X), 
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Gi 对 于 任何 XX 值 对 称 R.V. 序列 {dn 21h Ef, = 


X idia.. ARW f.a. e. WB. 
Civ) SFE X 值 独立 R.V. RFA (dwn SES, = 


Ddia.e. 有 界 , 则 ff EYERI, ETE r, E€ X ABE S (4d; a) 
t=] i=l 
a.e WSZ. 
(v) X 不 包含 与 c 同 构 的 子 空间 (这 里 o = eR). 
证 明 Md) 车 有 x= (x,) € B OXON OO ,NM Sa, 


7 一 ] 


是 P-a.e. 有 界 但 不 是 a. e. 收敛 的 .由 定理 4, ra, BEL, 中 的 


Cauchy 序列 ， 从 而 存在 0 = ny < n A œ Al E > 0 使 得 


na 


E || 3 riz: || = | | SS rade > ey (2.15) 


i i=n_ + 


(RSD. = X rr Widok > 1) 是 对 称 独立 R.V. 序列 


十 1 


并 且 若 户 = Da 


a 
f* =sup || Dd |l < sup | Sra, | Amn <a co ae. 
1 全 k>] 


i=] 


后 者 是 由 于 (x,) E BX). 从 而 Wi ya, ,7 之 1}a.e. 有 界 .再 由 对 称 
性 
sup i Yr I< sup ll Ya | < ce ae, 


aD € B, a.e. BHM BE 4M Dran 21) Ha 


EM < o, Mii Ed? <2Ef" <2EM < œ. #d,>0a.e. W h 
Lebesgue 控制 收敛 定理 , 尼 | d, || — 0.18 (2.15) E || d, || > 
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es > 0, 故 至 少 在 某 个 正 测度 集合 上 ,dz) SA6, 即 
Pldi) € 已 (KJNe (X) > 0， 
5G) 矛盾， 
GD 过 Gi) 车 {d,,n 宇 1) 是 概率 空间 CQ,5,P) 上 的 对 称 R. 
7. 序列 , 当 f, a.e. 有 界 时 ,上 面 的 证 明 表 明 {fd,,m 人 1) © B,(X)， 
a.e., H GD MiB (d on > 1} Ec (Xae, BAM MH AG 


(X jdn > l)a. e. 收敛. 
r=] 
(让) 之 Gv》 由 定理 3 和 定理 4 的 证 明 容易 知道 ,{ 》)di,n > 1} 
i=] 


本 性 收敛 当 且 仅 当 其 对 称 化 序列 的 部 分 和 31D, A > ao) 一 


d' (el Dae. KSL FEGI) 成 立时 , Civ) 成 立 ， 
liv) 二 (Vv) 车 了 是 cc, 与 XX 的 子 空间 之 间 的 同 构 ,(e,? fee, AER 
准 基 ,zx, = Te,, 则 zx, 一 0@e, 一 0. 现在 对 于 n l, 


| Sra = TB) i < TH Snel. = ITI 
i=] i=] fs] 


(D raon > 1} 是 独立 增 量 R. V. 序列 并 且 a.e. 有 界 , 由 (iv), 它 


是 本 性 收敛 的 . 由 {7;} 的 对 称 性 知道 必 a.e. WC. 从 而 x, 一 0. 但 e， 
x0. 矛盾 . 

WG) BX RASH c 同 构 的 子 空间 , 氏 wapien A 
定理 说 明 CCP,X) 也 不 包含 与 同 构 的 子 空间 , 现在 设 {z 


BX), WW Dr e, 有 界 ， 定理 + 保证 了 nz ELP, ORR 
HEU ere 


sup sup | Sed, |, = sup || unt: | < se 
用 之 1 estl i=l n} 


由 第 1 章 5 引 理 2 知道 & Dd, 在 LI(P, 义 ) 中 无 条 件 收敛 . 从 而 
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lz, 一 0, 即 {x,} © coCX). TEx. 
定理 8(Hoffmann—J¢rgensen,Pisier) 设 X 是 Banach 空 
浊 ,1 二 p 二 2, 则 以 下 条 件 等 价 : 
G) 2,(X%) C BCX). 
Gi) 2,CX) Ce, CX). 
Gil) X dé p WA BUTE C > 0, 使 得 对 于 Y x),…,x, EX, 


E || Pre I< cy | x: |} sn > (2. 16) 


(iv) FEC > 0 使 得 对 于 任何 零 均 信 独 立 XG R.V.a 
ad 


EI Sal <CHEW dln >I (2.17) 
证 明 iv) > GD GD) 是 容易 得 到 的 , 剩 下 我 们 证 明 
(=> Gii)=> Civ) 成 立 ， 
ATOS GD, RNE 上 的 两 种 范 数 , 除 了 上 面 定义 
的 丰 ， 上 ;之 外 ,将 定理 7 前 面 定义 的 记 为 l |». 考虑 恒 等 算 
FLEX, | + > CCX), 用 Ind 由 Gi) 知道 此 种 定义 
是 合理 的 . 为 了 证 明了 是 有 界 的 ,考虑 序列 zx = Ce) €1,(X), 
cl, > 0. PaO — a2 | oo 一 0 前 者 表明 每 个 避 -= 0k > 
0), @a= (rzr), 后 者 说 明 
supe | DAEL —a,) | — 0 (k— œ) 


n=l 


Kite? +2, =0n>1).P z= 0. 根 据 闭 图 篆 定 理 ,/ 是 有 界 
算 子 . 记 C = 上 7. 则 上 7x6 SCH zi BREC. 16) 成 立 ， 
HUE GH) => Gv) JERRY Gi) 成 立时 , 若 d, 是 在 概率 空间 (0， 
ZP) 上 定义 , 则 对 于 几乎 所 有 w E 0， 
T | Eroa IKEI 5 EA 


两 端 积分 , 则 由 Fubini 定理 
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1 
| | rpDd(oy || *dPdt 
0 Pe 


1 z Z4 
=| | | Yri@dca) I "ded <CDE Wa, I? 
由 Ed, = 0, 应 用 定理 5, 对 于 每 个 固定 的 睛 
| | Prd War <2 Í, | Dra l'ar, 
从 而 
Jul Batar <2] f 1 Zra Warde < 20 YE | li 
此 即 (2. 17) 
定理 9(Pisier) 1% X Banach 空间 ,1 声 p 声 2, 则 以 下 银 件 
等 价 : 
Gi) X dé p 型 空间 ， 


Gi) FFIEC > 0, 使 得 任何 取 值 于 和 的 独立 同 分 布 零 均 值 
VFJ d.) 满足 


E || ya | < Cn CE |] d, |” (2.18) 


证 明 >i) 显然 可 由 定理 8 得 到 . 

GDS) ”我 们 证 明 在 此 条 件 下 ,定理 8 的 Gii) 成 立 . 实际 上 - 
由 Kahane 定理 只 须 证 明 (2. 16) 左 端 指 数 为 1 时 成 立 . 

取 (0,1] 上 的 函数 二 La — Xa yf = Lorre, RP AP = 


27 一 2 2j— 1 (2) -一 2j—1 2 a = vee z 
on + on Ja = | on On 并 今 u Cutis st, o XT 


于 概率 空间 (Q2,3,P), 取 uw 的 独立 Copy 
P= MD = Agree gn 


并 且 令 
= Ss, 
RU dyed, 独立 同 分 布 并 且 可 计算 出 lar = > ey 
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42.18) 成 立时 


n 


Ell Xal SEID Ea C(e Naa |)" 
i=] j=1 j=l 


r=] 


志和 CI MS hay” 
j=1 
BWE = Dio. E 是 对 称 R.V， 上 式 变 为 
b=] 


Ell Sal sd E ehe)”, 
j= j=1 
取 与 (6;,1 Si <n} HAY REL HE GG = 1n), PE = 1) 


El esa ll = Ell Dr) SC Sha, hey’ 
j=1 j=l j=l 


(2.19) 
由 推论 3 


E | Datz, | > (min EJE || Dez, | (2. 20) 
j=1 1S jRn j=l 
为 计算 min E|], 由 Cw) 的 对 称 性 , 取 Rademacher M 数列 
Kj» 
nE) k= 152,06, WE 5 Ar Co) 同 分 布 ,由 Khintchin 不 
k=l 
等 式 和 P 的 定义 


E\é)| = [fi Srnec) |dPdt 
> cfi X 17 Cw) |?) ap 
k=] 
= an > [7 (w) PaP) > CP| >» Ing? (w) | > 0) 
=C(1— PLS) in| = 0) J 
= 
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于 是 由 (2.19), (C2. 20), J Se, | <e( > ahr). ee, 


看 作 关于 [0， 1] 上 Lebesgue 测度 的 随机 变量 ， 并 且 再 一 一 次 应 用 推 
论 2 即 得 到 


El Sora ll sC D lal)”. 
了 一 1 j=1 
定理 10 if X Æ Banach ZË, 2 <q 过 oo, 则 以 下 条 件 等 价 : 
Gi) BX) CLX), 
Gi) cr(X) CLX), 
Gil) X Eg RBH BLE C > 0 使 得 任何 x,… ,x, EX, 


DS dat <CE ll Yran (2. 21) 
i=] i=] 

Gv) 存在 C> 之 0 使 得 任何 零 均 值 独立 X 值 R.7,， di,…,d,， 
DE Id: | SCEI Sid, ln (2. 22) 
i=l i=l 


证 明 Gv) > Gi) > @=> Gi) 是 容易 的 , HiEG)=> Gi) ,考虑 
恒 等 映射 I; (cK), © lly > (CX), I + |). Gi 保证 了 定义 
的 合理 性 ,类 似 于 定理 8 的 讨论 说 明了 具有 闭 图 象 ,从 而 C= IT 
< cc ,由 此 得 出 (2. 21). Gi Gv) 的 证 明 与 定理 8 相应 部 分 的 证 
明 一 样 地 进行 . 


$3 p 型 空间 中 独立 R.V. 
序列 的 大 数 定律 


称 取 值 于 Banach ZE) X H R. V. 序列 {d,} 满足 强大 数 定律 ， 
EFE cE X 使 得 
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Aaa a.e. (3.1) 


称 {d,) 满足 弱 大 数 定律 ， 如 果 上 述 极限 依 概 率 成 立 . 
SRV. 序列 的 大 数 定律 的 研究 是 经 典 概率 论 中 的 一 个 十 
分 活跃 的 分 支 . 对 于 实 值 R.V. 序列 {td,}, 要 使 大 数 定律 成 立 , 可 以 
有 几 种 不 同 的 条 件 ,例如 ， 
(a) d,(n 1) 独立 同 分 布 (六 六 CD). 
(6) d,(n > 1) 独立 并 且 Ed, = a.supk |d, |? < oe, 
C) d (n > 1) 独立 ,Ea, = a 并 且 对 于 某 个 1< ps2, 


Sn tEld, |" < 00, 


”车 将 实 值 R.V. 序列 换 为 取 值 于 Banach 空间 的 R.V. 序列 ,其 
结论 与 Banach 空间 的 结构 性 质 有 着 深刻 的 依赖 关系 ,这 是 人 们 对 
于 Banach 空间 中 的 大 数 定律 具有 浓厚 兴趣 的 原因 之 一 . 约略 言 
之 , 早 在 1953 年 ,Mourier 证 明了 对 于 任何 Banach 空间 X, 上 面条 
件 (a) 都 能 保证 在 其 中 取 值 的 R.V. 序列 满足 强大 数 定律 . 但 为 了 
得 到 更 好 的 收敛 速度 ,就 需要 空间 条 件 (Acosta 定理 ). 要 使 条 件 
(6) 能 保证 每 个 取 值 于 X 的 R.V. 序列 成 立 ,需要 XX 具有 大 于 1 的 
型 . 此 外 马上 我 们 就 会 看 到 ,要 想 同样 的 事实 对 于 (<) 成立, 必需 
HERE X 是 户型 空间 ， 

我 们 先 给 出 几 个 引 理 . 

引 理 (Toeplitz) a, > 0 是 一 列 实数 履 = 2ra X 是 


Banach 空间 ,zz € X HH x, > x, M24 b, > co Bt 
1 
了 aX; > X 
ES 


证 明 若 1z 一 zl <p Sn 


nol 
1 n 1 d 加 
| 5 aa 一 全 <z" il Ti; x || 
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1 a 
+ pp |x; — z || 
20 一 1 


E 
<7 alla +i 


HH b, 一 co 得 出 所 要 的 结论 . 
引 理 2(Kronecker) 4% X # Banach 空间 ,zy, € X ya, > 0， 


a, $ co, 4 5) = West. +S) 2, 0, 
a=] n a j=l 
设 S, = 0,5, = Di = S, > S, h Toeplitz 引 理 ， 


证 明 i „S, 
i=l 
i X; = zac, Si) = S, Sie 十 1 — a; JS, — 0. 
引 理 3 iid.) EX ATR RV. FS > 0,8, = 


Da nS, + 0 a.e. DAFA RAT 2°” Sot) 一 Sy) +O ae. 


证 明 ”由 明显 的 不 等 式 
277 (Spt = So") = se 2 一 一 一 


[24 nS, > 0 ae Bf 2°-"CSyti = Sp) —> 0 ae 
反之 , 设 K, = 2°" (Sy — Sp) +0 ave. HF 
2 OS got _. S3) = 2" >) 2"K, 
i=] 


2b) Day Dee, 
i=} 


i=] 


i=l 


注意 
一 mr ir > a > 
2 272 a (n > œ), 


由 Toeplitz B|, 27” (Spt 一 S) > 0 a.e. Mil 2” Sr +0 ae 
< 2 ,出 


"> , 取 k 之 1 使 得 2 n 
1 < S, ZSA | 十 | Sa | 
n n 
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|S, — S” || | Sa 
< a + eet 


后 者 第 二 项 a.e. 收敛 于 0. 对 于 第 一 项 ,注意 由 对 称 性 应 用 
§ 2 定理 1， 


P( max 2 || S, — Se~ || >e) 


w 


k=l 2 <n? 
<2d)P( 24 || Sp — Sp |] >e). 
k= 1 
由 Borel—Cantelli 引 理 ,后 者 是 有 限 的 ,从 而 
i max 27470 || S, — S- || +0 a.e. 
tm lencot 


于 是 n S, >00 ae. 
引 理 4 0<a,40,0<p<oo,{d,} BX PI, HM 


R.V. 序列 ,8, = ,并 且 满足 (a) Nal <a, ae, 


6) peot 家 概率 成 立 , 则 万 || Š 1—0. 


n BEEKE n> m BE PCS, || Sane) < i zM 


Pempe IS, I| > at)dt = yf umpe 1S, > 3a,ede. 
应 用 $2 定理 4 证 明 中 使 用 的 方法 可 得 
| P PELS || >aod 区 2 。 arf Pd? > a,t)dt 
十 8。 an PFC |S, || > at)dt 


3? 
ie 3° 


+46 af t?-'P(d; > a,t)dt 


<16 +3 + f PIPI S, || 之 cid 


从 而 
7 ° A 

[ere IS, [| > atdt 32+ 3’e+ 4° yf Pd; > a,t)dt 
0 
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<32 .3e 十 4. sf Pca; > a,t)dt 
最 后 的 不 等 式 是 因为 条 件 (z), 于 是 
E |I 2 r= lim [pe IS. ll > @,t)ae 
<32+3et4> z| Pe; > a,t)dt, 
根据 独立 性 
Pdi > at) S P(S; > at) S 2PC|S, || > 
由 控制 收敛 定理 


a,t 


2 


Js 


1 - 
lim | Pid; > at)di = 0. 
n~oo 0 


cRERH Me lime | = Ir =o. 

定理 1 (Hoffmann— Jérgensen ,Pisier) ie X Æ Banach 空 
间 ,1 志 2 志 2, 则 以 下 条 件 等 价 : 

(和 是 户型 的 ， 

Gi) 对 任何 o WA hae X R.V. 序列 {d,,n > 1h, 


Sa | d, |? < o0, I dy me > 1) 满足 强大 数 定律 . 


GD 对 于 任何 (z) EX Vn Ia d< oo, W (ry on 
n=l 


> 1) 满足 强大 数 定律 

Gi), Gi) 换 为 w 大 数 定律 结论 仍 成 立 ， 

证 明 Wd) EER d, = Smid > 1) Ao 
EME R.V. 序列 . Gi) PRERADE,’ < oo, 由 $28 
理 8(iv)， 

El Dd, Ir <cD EI d', |? < cc. 


GRA d'ra sd'a gore ia’, 类 似 地 得 到 
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Ell Sid |" <CMEWd t+ k o). 


i=k+] i=k+l 


tE Sa’ fie Ly (PX) 范 数 收敛 ， 从 而 依 概率 收敛 ,这 表明 > 


a.e. ikêt. H Kronecker alm. Da: -> 0a. e. 
aD ii) 显然 . . 
GDSO 我 们 将 在 (i) 中 弱 大 数 定理 成 立 的 条 件 下 证 明 
(i). 为 此 考虑 两 类 空间 
G = (x = (7) E€ X”, || z llo = (Xa l an A o, 


n=] 


po i Ly 
Gi  ={r=G,) E€ X sll = sup ll 5 dina lla < ~} 
ne i=l 


例 行 的 验证 表明 G, .G, Æ Banach 空间 . 利用 引 理 4 可 知 ,Giii 意味 
着 Go C Gl, 考 虑 恒 等 映 射 4:Gu GF = (aP) © X” 使 得 
| 2? o> OFF M2? — ax |i One = Ce.) MIRTA zi 
一 0 (一 co), 后 者 说 明 


sup | > Sa — a) ll, > 0 R> 00). 


由 此 得 到 对 于 每 个 maz =O, 从 而 于 图 象 定 理 保证 存在 C> 
0 使 得 对 于 V nl, a) € X”, 
E | Sa e< cat vi- ll x; | ?.2 21 


i=l 


将 此 式 应 用 于 0，,: eO, Ti 0 ) MU 
~ s 


Ata 


E | Drz I = E | N rta | 
; t=h+1 
<Ch +n) GEA EAK 
i=] 
cern 
<cG tty yal (3.2) 
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令 4 — oo 得 到 


E| Yn LECEN all. 
i=l 


X ERY aX Ep 型 的 
定理 Bronk 型 大 数 定律 ) XÆ p 型 Banach 空间 ,1 < 
<20 对 于 任何 0 均值 独立 XX 值 R.V. 序列 {4,,n 之 1) TEE 
q => 1 ,使 得 


S Ella l” 
>) r <e, (3.3) 


n=l 


Wid, on > 1) 满足 强大 数 定律 . 
证 明 4 = 1 的 情况 已 包含 在 定理 9 中 , 现 设 > 1, 首 先 由 
Kahane 不 等 式 和 各 的 户型 ,存在 C > 0 使 得 
(Ell ord ECO Ed o 


i=l 


取 色 是 的 对 称 化 , 则 


E | Sa, l sE >, Sz di|' =E] Dal 


i=] o 


< CO EADIE Ela 1). 


若 ? > pols wit = 本 十 六, 则 对 任何 a(1 <i <a), 
CE | dad low< costars la | y 
< om la [HELSE | di | ees 
， ial i=] 
SOO lol DEN 3.4) 


= EX a ME REEE aD pa REg Ms = 2 并 
且 
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ElY,l”< Oes 和 Elid j” 
i=] 
CEIA I” 
< SRG 
由 (3. 3) 和 Kronecker 3|3,E || Y, |] “+ 0 Gr œ). 
Hajek-Renyi-Chow XF 30 (4 F BAY ASR En 之 
1) ER(ATRHHA Cn 0 时 ,对 于 y E > 0, 
eP( maxes De) <ce ket + Sak — 4) (3.5) 


o< Zi 


k 
CR ChowrD). 现在 令 a = pot: = |S l= | 2a I} 7, m 
e" P (sup IY, I| >£) = e“ lim P¢ Sup LYI > 


<E ly, "+ > zy (E |S. E N Sa lo 


ion & 
、 1 1 、 
安居 1 7 + >) Ga 一 GE DwWE ISI. Geo 
其 中 用 到 分 部 求 和 . 
在 (3.4) PS a = 1 并 且 以 pa RE a WA 
E | Sa, j” < Ck D ld”, (3.7) 
i=] i=l 
于 是 (3. 6) 式 
q 1 4 一 1 J | fe 
<EVY., IE +c2 Gk TEEGA LENA | . 
当 上 充分 大 时 ,存在 a > 0 使 得 
< Lp cg n AED 


RM ED" Sor TESIA 
于 是 只 要 n 足够 大 , (3. 6) 式 又 i 
k 
1 、 4 
KENY,” + 2Ce Ñ G = pane) QUE a, 


应 用 分 部 求 和 于 整个 级 数 ,得 出 
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一 一 -一 一 -一 一 一 En 


< 1 “a ae 
Gai (k 十 jase DUE | d; I r 


k=] 


1 
E || d; ll nX gH (k + Dai? 


E || d: | "Jism < o0, 


its it 


于 是 必 有 


oo ] | 
21 T Ep Que Il d; || -> 0 Cn + 00). 
这 说 明 对 Yes > 0,limP (sup IY, | > = 0. 从 而 


Xda 0 a.e. 


称 R.V. 序列 { d) 是 尾 概率 一 致 有 界 的 : 若 存在 实 R.V.d 和 
C> 0 使 得 
sup? |Z, || >t <CP(d >t). Yt>0 


此 时 记 {d 

显然 , 若 {d,} EX (Ma a R, V. 序列 , 则 {4d,} 是 尾 概 
率 一 致 有 界 的 . 

引 理 5 id.) BX AGW R.V. JEI] (d,}>-d, Ed’ < co(l 


<p <2) 则 wn-#5, 依 概 率 收敛 于 0 当 且 仅 当 它 a.e, 收敛 于 0. 


证 明 ”假设 x75, 一 0 依 概率 成 立 . 不 失 一 般 性 ,假定 {d,} 均 
为 对 称 R. V. 序列 , 令 


Y; = djXira ?ei T,= DY» n=l, 
j=l 


则 Predal? > < CP > j) = CEd < co. h 
j=l i=l 
Borel-Cantelli | #2, P(limsup {Y;# d;}) 一 0. 于 是 ,为 得 到 引 理 


结论 ,只 须 证 明和 7 IT, -> 0a. e. 


由 n S, KARKAT 0, 易 知 n-?17' 依 概 率 收敛 于 0. 于 是 
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一 0， 从 而 五 E a I > 0. BEY, = | yt 


=Tal =E |T — Tyl. 根据 引 通 SEn T, 0a.s. 2 
须 证 明 V,/2"" 一 0 ae. 

EZS ANN B, = aen YD S= EQT, 1 p) — 
ECUT, | Z DTS Sm. BROSIS EARME Y 
WIAD = IT, S EIT A. APH i Aj j, 


j=l 


Eqn, = ECE (99,|.4)) = ELQEG|B))] = 0. BCR 


ap ag e EU 


EIAN pi = Eqn, = ee (3. 8) 
J=1 hel pea] 


53 — Tri. BY ARE BY AERA ECT. — Y, BS ECE, — 
Yi i 41) ,从 而 
WSECKT, — YIIZ + ECY || 12 
EIT, — Yl Z- + EC YH Z) 
<|Y1 + FYI. 
M2 ET, ~¥, 2 — EC Y; ll 14) 
=E T, — Y/N Z- EY; I LAD 
=- YY) ~ EY I. 
从 而 . 
lvl AI EIYE SEII 《3.9) 
将 (3. 8)、(3.9) EHF V TF e > 0, 则 


yitl 
PCV, |/20" > 6) < zen <p D EIY |? 
f= nad 
< HEED pay, ny 


j=2" +] 
TEM HY, d, 
ad a ye 
DEINE” = 9 -| PC | dj || > Dde 
j=1 jal J 0 
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Aiwan ANNE 1E > ET TIE he ERLE PSS AARON i RE Eo 


itp 


<C hf ra> nde <c cya > jnar 
EP 
=1 


= 2C| Sie (d > Fd S C Ed” < co 
这 说 明 
HPAY /2 > <o, 
n=l 
由 Borel-Cantelli 引 理 知 |V,|/2" ——0 a.e. 
定理 3 设 {4d,} 是 独立 同 分 布 0 均 值 R.Y. 并 且 1 过 上 去 2， 
则 以 下 杀 件 等 价 : 
. S, 
O Eld ||? < oo HAT; 0 
Gi) Sa -> 0 ae. 


nile 


~ 


S, 
GD E | 7 访 | — 0. 


Gv) 对 于 Vs>> 0， Sn PC | = | > ©) < oo. 


n=] 


网 


qe S, $ 

证 明 《iv) 一 G) AEE) 是 对 称 的 . E HR 

SEF 0. 则 对 于 某 个 e>> 0, 存 在 wt 吕 使 得 PULS, I > nite) 

> e, PGE na > 20) 从 而 P(sup |S, || > nite > ei 1 
实际 计算 可 知 


yn PCS, > > fhe SBCs ,| >Ë a) 


i=} nan 


-) 


Ss Sno P (sup il S; | >É 2 


> > P (sup |S, |] > enl) 


i=] n=». 


“ 
与 (iv) FR BLUES > 

定义 

t = inf{k, |S, || >n} 
= inf{k <r, || d, || > 2n}, 

则 

Plmax || S, || > n) 之 Y PC = k) 

1<k<n ra 


= SPC ds | > nPE > k) 
k=l 


> DPA as > an) — PCsup |S; >a. 


k=1 


BSE $0, m BABA BEA n >n HF PCS, E> 0!) <N 


1 — PCsup |S; |] >a S1—2PcllS, ll > nly > 4 
此 时 必 有 
DATIPC1S, | > aw!) > > LS,- ‘PC sup | Ss [| >”) 


n= n=ng 


pure ld || > 2020 = 工 +r ldi || t> 2%). 


于 是 Eldil*< co. 
对 于 不 是 对 称 的 {d,) ,通过 对 称 化 的 方法 仍 可 得 此 结论 
>D 见 定理 2. 
GDG AEC Ss lor > 1) E-BAY RAY. H p>, 


只 须 证 明 sup ËLS < oo, ki § 2 定理 4 PER Mon 


BY nD ny BE PCS, | >a) <a 


Ell S, |° = fe |S, ||? > pee 
0 
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= yf P( | S, |] > 32?) at 
< sr2| Peas > rat 
l + 8| Pe ISi > dt] 
<2 VE?) +8 3’n+ 3| PC IS, | eae 
<2 IELI +8 -3n + SEIS, | 
注意 ,下面 马上 要 进行 的 Gi) 过 (iv) 的 证 明 仅 用 到 SE dace. 
ETRA i 0) SBMGV>G@ WiEM BH E | d, ||? oo. Mit 


J P 
EISI’ <16. 3 +4 4 at )? 


2°39 SD 
DEES d; ||’ 


= 16°33? +2. vee ls 
Gii)=> Giv) 由 独立 同 分 布 知道 此 时 Se 0a. e. 因此 
Borel-Cantelli 引 理 保证 了 对 于 Ve > 0， 


2" 


> I Sx || > 22) = Dp | Ba) > 2") < o, 


n+l 


=0 j=2"+1 
从 而 
oo tly 
SPIS, [n] >e) = > 2) PC | S,/n'/? | >) 
n= 27 
= 1 1 
<È y D PAS] > 
j=0 n=? 
oo Po 
<>») a 2 PILS, || > 2”) 


< SIPC sup |S, || > 2”) 


j=0 2 nc2It! 
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QUT Ps 


<2>)P| Sen > Tr 
定理 4(Acosta) 1% X 20] 4} Banach 空间 ,1 < p< 2, 
下 条 件 等 价 : 
Ci) X Æp 型 空间 ， 
Gi) ATF EF IB IZ Ie] op a OP R.V. 序列 (4,), 若 Edi? 
< œ, W 


oO, 


IrDa ae, (3. 10) 
i=] 


证 明 Gi) AF RAT Cp = 2),03. 10) 成立, 此 为 
Marcinkiewitz 强大 数 定律 , 注意 ,对 于 每 个 了 € XX" ,{f(d,)) AK 
值 独立 R. V. 序列 ,因此 ,f/f(5,/n?) -> 0 a e RAL. 

AHA. GX Bp OS EX OGRE SS). SS 
E X/A pS E xs 是 /FR EY $2 E8, 
WV E>, 


PCS, /ml >) ENS? 


< SQM, Ie < Sela is. 
HF E I dy |? <o FEX NPR URES hX 
的 可 分 性 容易 得 到 1im E | a f= 
L (SAn) Fy S/n 的 分 布 函数 , 考虑 X 上 的 分 布 函数 的 
Stk DP ven pou BULLE ce ALS FEE ERY TE (TIE 
SER e | edm > | gdu 在 关于 S/n? 的 上 述 两 条 件 下 ， 
LSS 构成 了 2 中 的 弱 相 对 紧 集 . 甚至 为 收敛 序列 其 极限 
是 在 0 点 的 Dirac 测度 6). 从 而 S. /ja >0 依 概率 成 立 . 由 引 理 5， 
S, /n t > 0a.e. 


Gi)>G) AIR p> 1, 
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rr 


G = {d E Lp Ed = 0), dle = lal,. 

G, = {d € Lah, |d |o, = supë || Spa， 
直接 验证 表明 GG, 均 为 Banach 空间 ,考虑 包含 映射 了 :Cu 一 G. 
由 定理 3 知道 了 具有 闭 图 象 ,从 而 是 连续 的 . 于 是 3 C > 0 使 得 对 
于 VdEG， 


ERS i Cat ld iy 
h § 2 定理 8 知道 ,X 同 构 于 户型 空间 . 


$4 中心 极 限定 理 与 重 对 数 律 


让 我 们 回忆 某 些 基本 知识 , 我 们 知道 , 实 值 RV. 序列 的 中 心 
极限 定理 是 说 ,如 果 {d, > 1) 是 独立 同 分布 (d,c24)R.V. 序列， 
Ed, = 0,0 < Edi = b < 00, 则 对 于 任何 1 E RSR 
+ ya <= f etas (4.1) 
后 者 即 标准 正 态 分 布 R.V. 的 分 布 函数 . 简单 地 说 ,二 阶 矩 有 限 的 
独立 同 分 布 R.V. 序列 的 极限 分 布 是 正 态 分 布 . 实际 上 , 若 与 4 独 
立 同 分 布 的 R.V. 序列 {4,) 满足 中 心 极限 定理 , 则 必 有 Ed = 0, 
Ed? = b < oo, 对 于 取 值 于 有 限 维 空间 的 R.V. 序列 也 有 类 似 的 结 
果 . 

M EVE X Æ Banach 空间 ,对 于 一 个 取 X 值 的 R.V. ERX, 
若 关 于 每 个 x* EX ,zx'($) 有 正 态 分 布 , 即 


— (a)? /20 ds 
er ， (4, 2) 


lim P ¢ 


Ptr’ CE) St) = 


Jon 
WER AE ASSP AT. Het BR EH Gauss 有 R.Y. 特 别 地 , 当 a 一 0 时 
meek TM. Ea = 0,0 = 1, 称 $ 是 标准 的 .Gauss R, V. EE 
成 的 测度 ye (4) = PEE A), AE BCX) 称 为 Gauss 测度 . 
对 于 一 个 叉 值 R.V.,$, 以 
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plat) = Ee? A relat yy?) = Elr' Eyt 6) (4.3) 
表示 的 特征 泛 函 和 协 方差 泛 函 ,其 中 -x* ,y”E€ X*. 特别 地 , 称 
Tr" c= Etec bY 为 的 方差 . 若 $ 是 中 心 化 GaussR.V,, 则 
容易 得 出 
at) See OY at EX", (4. 4) 
Wi rex’ TEX’ XX 上 的 正定 二 次 形式 . RAK. a(x’) 
可 以 以 上 述 方式 用 一 个 正定 二 次 形式 表 出 , 则 # 一 定 是 一 个 Gauss 
R. V. 对 于 一 个 .Gauss 测度 ww, 定义 其 均值 与 特征 泛 函 为 


| zu(dz) ,pr") 一 jer Dulder), Wax" E X*, (4.5) 


HE L-HRNS AA X.BAX)) 上 全 体 正 测度 集合 Cat 
(X) 上 的 一 种 弱 拓 扑 , 设 {mE A 是 此 集合 中 的 一 个 网 , 则 


yes limf fdp =Í fduW fECX) (4.8) 
AE ATX x 


其 中 CC(X) 是 又 上 连续 函数 全 体 . 实际 上 Ca+ (X) 是 完备 度量 空 
间 , 若 所 和 分 别 是 相应 的 R.V. 生成 的 , 则 上 述 收 伍 性 即 相 当 于 


ASS ATU LL GE we e p 

我 们 知道 ,一 个 Borel 测度 称 为 是 Radon WE. AIF V BE 
BX) 有 

. (B) = sup{(K),K ZC B,K '%} (4.7) 
我 们 还 定义 过 胎 紧 测度 CN. § 2) 一 个 正则 Borel 胎 紧 测度 必 是 
Radon 测度 .在 X 是 可 分 空间 的 情况 ,每 个 R V. PERIE “都 
是 胎 紧 的 . Bh Cat (X) HTB K B— RAG uniformly tight) 
AMEE e> 0, 存 在 紧 集 K CX 使 得 
A(X\K) <e, VRE WM, 
Prokholov qE8A T » {za € A} C Cam (X) 在 此 弱 拓 扑 下 相对 紧 ， 
当 且 仅 当 对 于 Ye > ORE X PH RK 使 得 对 于 所 有 入 E€ A, 
w(K) 之 1 一 ee 或 者 当 且 仅 当 存在 有 界 集 天 并 且 对 于 Ye 盖 0 有 
有 限 维 子 空间 己 X 使 得 每 个 xE€ K, dX, F eR FAT X 
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> X/P ERRA URF Y rE K, | Tx || <e). Ito 5 Nisio 还 
证 明了 ,对 于 独立 RV. FS (a) ,车 5S, = a, 则 ps, 一 pis 24 E 
(24 S,>S a.e. 这 一 结果 我 们 将 会 用 到 ， 

引 理 1 i XB Banach 空间 ,zx, € Xn >1,(6,) 是 实 值 相 
互 独立 标准 GeussR. V. 序列 使 得 yea a.e. WR, HH Dna 在 


L?([0,11,4,X) Pure. 此 处 {r,} 是 Rademacher 函数 序列 ,A 是 
[0,1] 上 的 Borel WE. 
证 明 BRE = supll éz l <o we ,此 时 必 有 一 


sup || z, | < œ. 由 § 2 命题 1， 存在 4 > 0 使 得 
SIPC Ez l >a) < o, 


我 们 证 明 EEY < 00. WER e> 0 fe > ow. SeH 
a + K*, BERTHAME 


Ip 
E || pen I Xea > 


= 
li 


2 [7 2- 
一 一 一 一 一 | te ridt 
7a 
2 i | 3 
一 -一 一 一 -一 一 2 i 
EE 
pe lr /2 [re an fa, hy? 
tr at 
os Jai TENE 
< een) 2 | eae du 
tar V 2m || x, Iie 
cae) ering ip 
= n=] 2r a . i Tn i 


M: ia 


= 
h 


| 
iM: 


= 28 S™ PC || Ee |] >a) < 


a=1 


仍 由 $ 2 命题 EE <0, . 
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由 82 定理 4 及 其 推论 ， Dy Sit HELIX) 中 收敛 ,由 人 2 定理 


6, Vrz 在 LX) 中 收敛 . 


下 面 引 理 是 由 LeCam[1] 证 明 的 ,这 里 不 准备 叙述 其 证 明 . 

引 理 2 设 (X,7) 是 Hausdorff 拓扑 空间 ,集合 Ff 入 C(X) 在 
关上 可 分 点 并 且 当 Ag EF 时 ,fg € F. Æ) Mex ER 
Radon 测度 ,使 得 对 于 V SE F, 


lim] fC) (dr) = | fr) dx) (4.8) 


则 poy > pe XE F. w ISAT BIE X EREA S E FES 
的 最 弱 拓 扑 . 

现在 考虑 X 值 的 独立 同 分 布 R.V. 序列 {4d,) ,不 妨 记 d, = d, 
考虑 序列 


1 n 
= d, (4.9) 
Tae 


HH SK fa R. V. 序列 的 中 心 极限 定理 ,车 Ed = 0,E | d |? <M 
Lo > NOwr(x* VN r* € X*) ,从 而 作为 特征 函数 


Lre 


PEe U enre a EX? (4.10) 
因此 者 U, > BAY AERP rr" oe) 为 方差 的 中 心 化 Gauss 
测度 . 

称 一 个 满足 Er E) = 0E EO) CoWare EX) 的 
R. V. & Fi Gauss 的 (pregaussian) : 若 存在 Gauss R.V.9,E7 = 0 
HEE ED? = E MVY x” EX"). 我 们 将 以 GS) 表示 
与 予 Gauss R.V.& 相应 的 Gauss R. V. 

引 理 3 34 X Æ Banach #2 f]. é BX {HF GaussR. V. , 则 对 
FEA XIB R.V. 9, Æ Ex? @) = 0EM S E E, 
Yz EX', 则 7 了 也 是 予 Gauss 的 并 且 对 于 任何 之 > 0， 

EGM |S 2E G6 I? (4.11) 
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证 明 不妨 设 标量 值 函数 空间 LUO 是 可 分 的 ,{h) 是 其 中 
的 规范 正 交 基 . #0) 是 正 交 Gauss 序列 ,G, = XLED. 


E(x" (GY = ES REQ MY SE oy 


SE" (F = ECx’ CEF. Yr Ex’ 
注意 此 时 Gauss R. V 序列 C, 生成 的 测度 是 胎 紧 的 ,并 且 
E(r" (G) Y > E My, (4.12) 
所 以 由 Ito-Nisio 定理 ,Ca.e, KAFIR. V. IA CO) ,极限 是 
唯一 的 并 且 龙 (x* (GY = E(x" py. 同时 对 于 V > 0, 由 (4. 
12) 可 推出 
| POE Ga) | > oO <2Pc||GC I >z). 
所 以 对 任何 户 0.(4.11) 成 立 . 
定理 1CHoffmann-Jérgensen,Pisier) i X 32 8] 4} Banach 
空间 , 则 以 下 条 件 等 价 ， 
G) X 是 2 型 空间 . 
GD Bed © 1L(P,X) ,Ed = 0 是 子 Gauss fy. 
Gi “对 于 每 个 geE L2(P,X) Ed =0, 与 4 独立 同 分 布 的 
R.V 序列 {4,) 满足 中 心 极限 定理 . 即 存 在 中 心 化 Gauss 测度 x, 使 
BU, > p. 
”证 明 RGR SALE Gi GD 是 明显 的 ,实际 上 此 
时 (4.10) AY r(x’ et) = ruler"). 


GD 之 0). 对 于 任何 非 0 元 xz © XD a PHA 
[el son 一 pap , 则 概率 测度 


= daha, + 58, 、) 


n=] 


具有 0 均值 并 且 2 阶 矩 为 1, 此 外 
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Pi S . 
Re x)’ elds) = 之 他 I, < 00, 


由 (ii) ,存在 Gauss 测度 7, 使 得 
Flr*) 一 ec- 2 
CY 是 由 (4.5) MAY). FE Mo ee 是 实 值 独立 标准 GaussR.V 序 
列 , 设 2 = > nz; 
J= 


根据 特征 函数 与 分 布 函数 收 剑 性 的 关系 ,此 时 必 有 e, > y 由 Ito 
45 Nisio #810 E, a. e. 收敛 ,从 而 名 随 机 有 界 . 若 记 d = sup |M l> 
则 由 引 理 1,E(d*)? < co, 从 而 由 $2 定理 4 知道 ECE)? = 


E(sup || £, |)? < co 由 82 定理 6 这 说 明 > rm € BOO. BZ. 


(£) € LOO Bt, (x,) © B, (X). 所 以 X 是 2 型 空间 
O> Gii). 设 u = pw. RW OX) 为 指标 集 的 随机 过 程 
(WA), AE BCX) ,满足 
(a) 对 于 任何 4 ,4,E BOX) (WA) WEA) È 
PER n 维 正 态 分 布 . 
(b) EWCADW(B) = WAN) BV A,BE ZCX). 
实际 上 可 以 验证 , 风 (.) 是 LCP) 值 的 向 量 测度 ,因此 可 以 定义 从 
和 到 和 的 函数 了 的 (随机 ) 积分 
| Areowcan (4.13) 
例如 首先 对 于 简单 函数 以 明显 方式 定义 
[Ox wan) = Sawa, 
而 后 再 以 范 数 
If = WS Wedded + El [ fo@oweas) a 


(4. 14) 
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完备 化 , 记 此 空间 为 LAW). CE LOD = Le, X) 的 子 空间 ， 
我 们 证 明 , 若 和 是 2 型 空间 , 则 LEW) = Lie). EREE SF 


一 Sets ,其 中 A; 互 不 相交 , 则 W(A,) 了 »W(A,) 相互 独立 ; 均 


值 为 0, 方 差 为 x(41),…,x(4,), 于 是 由 2 型 空间 的 性 质 ,存在 C 
> 0 fi 


E | | Jawie = EIE W Azle < CH EW Aali 
= CH) lelea) = C| flax (4.15) 
这 说 明 fi | fdW 是 连续 线性 映射 从 而 可 有 界 延 拓 到 整个 


LUD 上 . 此 时 范 数 (4. 14) 实际 上 可 采用 同 构 范 数 | Ide 此 
时 对 于 简单 函数 S, 


Eet” fraw — = Elle WEA) 
-iSu sz aCA) -4f fd 
=e 75 * =e? eee 


此 式 对 于 一 般 Se Lie) 也 成 立 . 由 于 W(*) LPP) 值 测度 , 故 
积分 | fdW 是 L&CP) 中 元 素 ,因此 上 述 映 射 又 可 看 作 Lk) 一 
LEP) 的 映射 , 记 之 为 了 

现在 ,由 于 f(z) = z 是 Lio) 中 元 并 且 U = Tf 是 X 什 
GaussR. V. , 取 简 单 函数 列 fi 使 得 

| Aulda) = of — fale < 274» (4. 16) 

(由 了 的 对 称 性 ,这 是 可 以 做 到 的 ). 若 心 ,ds,… 是 与 六 同 分 布 的 独 
RV. EX 
Lya, 6 =L LLAU TS 


Vn i=l 


根据 有 限 维 空间 的 中 心 极限 定理 ,Am > Mo, (k> 1). 此 时 由 2 型 空 
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闻 的 性 质 


Ellen Fall S Eli EA 


< 
S (Cn X Elid; — fiid PV” 
i=] 


= Cf — fill, KCI, 
由 (4. 15) 知道 
EU, — U| <C72-“4, (Yk>1) (4.17) 
E 9:X > R AH Lipschitz HW. K > 0 使 得 
IOI SK, pr) — Ky) S Kile ~ yhy ry E xX, 
则 上 面 估计 给 出 
JEE, ) — EQU) | < | EgE,) — Egna) | 
+ JED — EPU,)| + EU.) — EKU) | 
< KCT2* + | EGE) — EU) | 
由 此 
lim Ep(é&,) = EQU), 
9 可 以 是 任 一 有 界 Lipschitz ek Re X FP R R KF ECX) 中 可 
分 点 , 故 E SU. 但 直接 验证 可 知 这 种 拓扑 与 CCX) 中 拓扑 是 等 价 


的 ,所 以 必 有 5 —> URN E, U.U 是 Gauss PIE JR e= U 则 知 
GD 成 立 . l 
定理 2 设 和 是 可 分 Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 ， 
G) X fk 2 余 型 空间 . 
Gi) PRA F X 的 耶 GaussR.V. BR Ella ||? < 00. 此 时 l 
存在 C > 0 使 得 
Elid? < CEG). (4.18) 
Gi) 每 个 子 GaussR.V. 满足 中 心 极限 定理 . 
证 明 (i) 志 00). 假定 空间 是 2 REN, AE) 是 独立 ,标准 
Gauss, V. FRR, (2,} C X, 
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Lora nee RR ME REO EE ee ERENCE MO IE CORRS GC IE CIR em 


Dy lai? < CEI D7 Ez. (4.19) 
E d 是 预 Gauss 的 ,对 于 上 > 0.47 = edXyuus ,其 中 e 是 与 4 Th 
立 的 Rademacher 函数 ,的 相关 Gauss R. V. 2 Gd), ASF 307 
也 是 予 Gauss 的 并 且 

EWG Op < 2E||G¢d) ||? (4. 20) 
对 于 7, 存 在 增加 的 有 限 o 代数 序列 .多 , 使 得 

1, = E| B,) > ae, BL, (px). 

是 有 限 值 的 ,不 妨 设 7 = S rita AP A, 互 不 相交 , 则 


1 三 T 
ha 


Gp) = SEPADI EINI = Ss EPCA,). 
于 是 l 
Eli < CEIC? < CEG) IP < 2CE||Ga) |’ 
从 而 Ella? < CEIC. 是 任意 的 , 故 
Eldi < CE||G(@) |? < ce, 
Gi) => Gi) 没 4 是 预 Gaoss 的 ， 由 GD , Eld SCE Gc) IF? 


< oo EME EA n -六 也 是 巴 Gauss 的 并 且 与 之 相应 的 


Gauss. V. 也 是 Gd); 


; Sy S, \\? 1 
|=0,Elx => Yr (d)r’ (d;) 
中 -| 175] m ce OC 
1 
=- LG (d,))? = (x7 (d))*. 
于 是 
supEl > | < supl SL, < CRIED PY”. 
Ln "> Sn 


MR CZ.) 是 递增 有 限 o 代 数 序 列 , 使 得 d, = E(d|A,)>d ae. 
FEAA LX) ERREZ. 对 于 每 个 n,d 一 d, 仍 是 预 Gauss 的 ， 
由 于 
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E(x’ (d — d,))*? S 2E(x"* (d))? 
S 2E(r* (G(d)) YY， E X* (4.21) 
Gd) 胎 紧 ,所 以 d 一 d, 胎 紧 .由 于 ECx*(d ~ d,)) > 0 co0)， 
故 C(d 一 d,) 只 可 能 收敛 于 0. 对 于 Ye>0, 取 mo 使 
E|lGd — d P <&/C, 
若 5, 是 与 d d, 同 分 布 的 独立 R. V. 序列 的 部 分 和 , 则 
sup || =I <e, (4, 22) 
根据 有 限 维 空间 的 中 心 极限 定理 和 Ca+ (X) 中 序列 相对 弱 紧 的 条 


ET Asup El SR < e 与 定理 1 AED AAT RS UU 


具有 Gauss 分 布 .于 是 d 满足 中 心 极 限定 理 . 
Gid>G) Hd 满足 中 心 极限 定理 , 则 显然 


从 而 Ed = 0( 或 者 由 实 值 情况 的 结论 转化 而 得 到 ). 者 -六 的 极限 
是 G,G 是 GaussR.V, Mii EIGI? < oo. 不妨 设 4 是 对 称 的 ,对 于 
Vt> 0, 此 时 有 


>< < PAGIS >t) 


iiS. 
limsupP 一 
Vn 


"NT FEE to 3) (HE PCIIG|| St) Sete? COE) n fE 
得 当 nn 时 


PEZ 


ISi 
>to) K 2et5? 
Tw 


由 Levy 不 等 式 与 独立 性 得 到 
nP((|d|| > t Wn) = Pmaxldl > t Jn) 
<K 2P(IS,|| > t Vn) < 4ete?. 
RR tS ty FF AL to fn Ltb vn + 1, Wj 
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2 
YP ld >t) <ePC|ldll >t VA) < ~ gets? < ge 


F delime’P (||d|| > t) = 0. EF O< p <2. PMR St at eP Cla] 
>t) <1, bet 
Ela? = | Pdal > par 


= Prga > nar + [ Paal > par 


= 1 _ 
<a f pdt = th + P < oo. 
SATE ET A GaussR. V. 都 满足 中 心 极限 定理 , 记 
Co(X) = {x = (7,) € X”, x, € X, SS; ave. 收敛 } 
i=1 
(4. 23) 


其 中 他) 是 对 称 GaussR. V. ,由 引 理 1, 实 际 上 6z, 以 L(ysX) 
CRM. Le 一 Din MN e OTE 


r(x" sy") = Ex" (g)y" (g) = Soa (y (a). 
i=] 
Y zx” sy” E X*. 


zop Bla) BAER, Dei = 1. 定义 < 使 得 


Pid =£ tz) = <q >1) 


Wd Æ XRV. ,其 协 方差 与 z 相同 (G(d) = g), 
ralæ* y”) = Ex’ (CIY (d) 


wr = 


= D a" Cay? Cre) a; 
i=} 


= Dr (x) y” Cx) 
i=l 


上 述 证 明 表明 Eld < co ,实际 计算 知道 
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Eljd\\" = Saijal; = Salal < co， 
a 是 任意 的 , 故 最 后 有 2 lal? < o. 


注意 COO 是 以 supCEl >) gzl AER Banach 空间 ， 
n2 i=] . B 
=> 0, 
Sah? < CI Seal!" 
V (zx) € CX) (4. 24) 
由 引 理 1. £(sup 18,1)? < oc, RER £ 的 对 称 性 和 8 2 定理 6 得 出 


CST all? < CCE Sr NE fal? 
i=] i=1 


< CEID rz) 
i=] 


所 以 义 是 2 余 型 空间 . 
定理 3 ig X Æ Banach 空间 , 则 以 下 两 条 等 价 : 
G) X Elta F Hilbert 空间 . 
Gi) FAET X ARV. d,d 满足 中 心 极限 定理 当 且 仅 当 
Ed = 0,E||d||? < co. 
证 明 GS Gi) # X mjia F Hilbert % fë], 1 X BE 2 BY 
是 2 余 型 的 ,于 是 由 定理 1(ii) ,Ed = 0 Eld]? < œ. 
GD 注意 每 个 满足 中 心 极限 定理 的 RV. ER Gauss 
的 ,从 而 由 定理 2 知道 X 是 2 余 型 的 又 由 定理 1,XX 是 2 型 的 . 由 
Kwapien 定理 ,X 同 构 于 Hilbert 空间 . 
现在 让 我 们 转 到 重 对 数 率 . 
设 {d,} 是 0 均值 独立 R.V. 序列 ,Ed co, id st = 


y Eljd,\i? 并 且 设 s, 一 co. 对 于 实 值 R.V. „Kolmogorov 证 明了 若 
i=] 


存在 正 数 序 列 7, > 0 使 得 
2410 


dillo Ss /Ls G1) 
则 以 概率 1 


limsup =], 


S, 
(2s Ls? yz 
这 里 5, = D4 ta = L(Lt),Lt = 1 V logt,t > 0. 


对 于 同 分 布 的 情况 Hartman 与 Wintner 证 明了 4 满足 重 对 
数 率 当 且 仅 当 Ed = 0 并 且 EP = oz co 此 时 有 


. S . S 
Pdimsup ~ = ø) = Pdiminf —— 一 一 0) =], 
ary 2nL,n a N 2nLn 
(4, 25) 
Strassen 进一步 证 明了 
Pdimsupd( 一 ,[— 0o,0]) = 0)=1, 
N 2nL.n) 
POCE ))=[—00)=1 (4. 26) 
2nLn 


SER dlr, K) =inf{iz—y|,y E€ K} Br BK 的 距离 C(x,} R 
示 序 列 {x,} 的 聚 点 全 体 . 

对 于 Banach 空间 值 R.V. ,有 关 结 论 要 复杂 得 多 . 首先 类 似 于 
(4. 25) 的 上 下 极限 不 再 有 意义 , (4. 26) 中 的 集合 [一 cc] 现在 应 
具有 何 种 形式 ?其 次 Ed 二 0 和 Ellal 过 2 能 否 保 证 有 某 种 形式 的 
结论 成 立 ? 这 些 表达 形式 或 结论 都 可 能 而 且 也 应 该 反映 出 Banach 
空间 的 相应 性 质 . 事实 上 ,大 致 说 来 我 们 有 两 种 形式 的 重 对 数 率 ， 

称 R.V.q 满足 有 界 重 对 数 率 : 若 对 于 d 的 独立 copy 序列 ， 

lS. 


limsup “Sth < co a.e. (4. 27) 

O N 2nlan 
WH d € BLIL. 称 R.V.a 满足 紧 重 对 数 率 : 若 存在 紧 集 天 CX, 
PC} CK) =] (4. 28) 

A 2n Lan 
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(这 里 Cl} 表示 其 中 序列 的 聚 点 全 体 ) IA d € CLIL. 

通常 记 a, = V2nLn(n E1). 

Pisier ,Acosta,Goodman Kulbs, Zinn 对 于 28 值 情况 都 得 到 过 
深入 的 结果 . 1988 年 Ledoux 与 Talagrandri] 给 出 B8 值 情况 重 对 数 
率 的 等 价 条 件 : 

定理 4 设 & 是 取 值 于 (可 分 )Banach 空间 XX 的 R.V. , 则 4 € 
BLIL 当 且 仅 当 


‘lal 
ET 
OE Tid 


Gi) 对 于 每 个 x* E X*,Ex*(d) = 0,E(x* Cd)) Koo, 


Gii) { Sn } 随机 有 界 . 
N 2nL.n 
d €CLIL 当 且 仅 当 
dal? o 
© E Llaj S’ 
Gi) HFEA r E x" Ex" (d) = 0,{(x* (d))*, lx" s 
1} 一 致 可 积 A 


(iii) 


< co， 


一 0 依 概率 成 立 . 
2nL,n 


这 是 一 个 十 分 漂亮 的 结论 , 它 包括 了 以 往 的 许多 结论 . 这 一 结 
果 对 于 任何 Banach 空间 都 是 成 立 的 . 二 我 们 不 能 各 各 二 这 _ 庆 
理 的 证 明 ,我 们 将 集中 叙述 与 空间 性 质 有 关 的 结果 . 不 过 为 了 帮助 
理解 定理 及 其 条 件 ,我们 有 如 下 命题 

命题 1 (1) 若 a 满足 重 对 数 率 , 则 x*(d) 满足 实 值 重 对 数 
R. (所 以 条 件 (Gi) 从 实 值 情况 重 对 数 率 得 到 ). ' 


liall? 
工 , 见 oo, 
(2) d € BLIL,W E 7 jd] < 


证 明 1 (1) 是 显然 的 


2 Hd € BLIL MT = sup 于 lel l 


<oa.e. it > 0 ft 
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PE >t) SF RWF 8 2 命题 1Gi) 的 证 明 可 知 


P(d* <t) >] Xilda za dP 


人 > 全 


< Exron =P? >O +. (4, 29) 


KANPOA, (>a <1. S go) = 2/L, 0), Pe) 的 递增 性 ， 


n=] 


glid, = SJ PENI) Xsacpeetaty< ct na 


k=0 


Sata > CR + 1)Xuacpulape+ ye 
k=0 


© 
Sata 5 X gcc y>bad » 


&=0 


这 里 a 是 使 Lia, <a, 的 正 数 , 于 是 


Epo(ellal) < a tad) Pppelal) > ka) 


ata SI Pella > pa1)) 


k=0 


<at ad) Peelldll = a) 


=a+a Erdal > La) (4. 30) 


取 (4, 29) 中 的 虐 一 =. 则 (4. 29),(4, 30) 给 出 Eglelldl|) < co, H 


PO HE LAE E 1 < oo, 命题 得 证 


现在 考虑 固定 的 R.V.d, 若 Ex’ (d) = 0,E(Gz (d)? < 
col xt EX’). HBB F AX’ 一 LiCP)z > rd) MAB 
闭 算 子 从 而 是 有 界线 性 算 子 .4 的 范 数 是 14 = 
sup [E(r* (DV e 2B Wold). FERMATA LCP) 一 


le" {<1 
X 也 是 有 界 的 . HX BD aX PERRI K, EPa 
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E K,) — 0. XF EE LCP), 

Cx” sA" EXuer;) = (Axr* „ÊX uek) = EX’ DEXue x: 

x” 是 任意 的 , 故 A'SXisex, = EfdXwex, eae X 中 元 , 故 由 
EêdXuerı WSF ES4d AÉ A'E EX, 即 A* (L) CX. 

在 A*(L,) EE LARC, a 使 得 rye A* (L) FFA x = 
A'E y= A DET Cra = | End P. 容易 验证 此 内 积 不 因 # 或 7 的 
选取 而 改变 , BA’ CL,) 上 赋 于 此 种 内 积 的 空间 为 & 的 再 生 核 
Hilbert 空间 (reproducing kernel Hilbert space) , 记 为 Ha, A 
位 球 记 为 Ky. 当 r= A'E = Ed 时 ,z (x) = Eéx* (a) ,€ € L:s 


由 上 述 定义 lala = V(x,z)4 = Ele. AT 
lri = sup r* (z) = sup |Eér* (qd)| 


prt 
| 


iz" el Ie WI 


< sup (| lz (alap |ê [d P)? 
* a Nn 


= Dhala. (4. 31) 
命题 2 (1) K, 紧 当 且 仅 当 {(z De | S 1} 一 致 可 积 ， 
(2) d 是 预 Gauss 的 , 则 有 ,相对 紧 ， 
证 明 LEK 紧 , 则 人 44 是 紧 算 子 , 从 而 3 三 4 4;X 一 和 
是 紧 算 子 , 并 且 协 方差 函数 rn:X” XXt — R, 
ra(r sy’) = Ex’ (d)y* (d) 
是 弱 序列 连续 的 ,为 此 只 须 证 明 当 zx; 一 > 0 时 ,xi (dl -> 0. 实 
际 上 ,由 共鸣 定理 不 妨 设 lor | <1, UE 
Elri (d) = (ri (d) x: (d)) = (Ax; Axi) 
= (A'Az} 25) S ||A’ Ar, |l. 
AA 是 紧 算 子 ,zx; KAF 0, 故 A Az, 范 数 收敛 于 0. 
EU De || 1) 不 是 一 致 可 积 的 , 则 存在 之 0 和 
C, 4 ce ,使 得 


sup | (x? (d))'dP > e. 
jet ggat GAC, 
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从 而 必 有 lel < 1 使 得 
| Cx; DjzaP>>e (4.32) 
FFX” 的 单位 球 是 w* EA aes) 的 子 列 , 仍 记 为 zx (d) 使 得 
ai (d) S x" I let (d) — x' (d)ll > 0, FE x° (d) € Lys 
lim { (x* (d))"dP = 0 
n Hal >C! 
与 (4. 32) FE. 

反 过 来 由 {C(x* (4) ,zx*j 志 1}) 的 一 致 可 积 性 直接 得 出 4 是 
紧 的 ,从 而 Ks Z. 

2? Æ d Æ GaussR.V. , W) Eldi < œ, AT {C Cd)’, 
izi <1} 一 致 可 积 , 由 上 述 证 明天 。 Z. £ d AR Gauss 的 ,其 相 
应 的 GaussR.V. 是 CCd), 则 5 G(d) 有 相同 的 协 方差 沁 函 ,而 
Ka 仅 与 协 方差 有 关 , 所 以 仍 可 得 到 Ks 相对 紧 ， 

命题 3 若 d € CLIE, 则 C 人 2) = Ka, AM C (d))’. |x" | 
<1} 一 致 可 积 . 

证 明 ”首先 我 们 证 明 以 概率 1,C{ 守 } C Ku 由 Ks 定义 ,存在 
x; € X* Ar € X 使 得 

ril) S lee (d) ||, Yk EI, (4, 33) 
则 rE Ky, 设 0 是 这 样 的 集合 :w € 2, 则 Vk = 1, 


lzi S < leë (dll 


limsup 

X rE CÈ w E 0 时 ,zz 必 满 足 (4. 33) ,从 而 zEKv 这 说 明 我 
们 的 断言 成 立 . 同时 此 时 必 有 

lima (2? Ku) = 0. (4, 34) 


否则 ， hŠ) 的 相对 紧 性 , 必 有 子 序列 收敛 于 天 , 之 外 的 点 ,这 是 
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A 


不 可 能 的 . 
现在 证 明 Ke C CS }, 对 于 有 限 维 空间 ,可 以 将 问题 归结 


X # Hilbert 空间 ,大 。 是 其 单位 球 的 情况 (区 d 的 协 方差 阵 正 定 , 从 
而 由 某 个 正 交 基 将 其 对 角 化 ). Rae X lz =1d | 是 其 中 的 范 


数 ). 由 (4. 34)， 对 于 足够 大 的 mw | S "<1 +e HA 27), 关 于 一 
个 子 序列 有 
S20) Bard) hp —€= 1-6 


于 是 对 于 充分 大 的 ”， 
pS ait | Se + elt — 22,2) 
S1 +e+1— 2+ 2e= 3e 
从 而 zEcCl 对 于 大 4 的 每 个 内 点 lz] <1. 若是 与 d 独立 的 


RademacherR. V. ,定义 4 = (d,r), 扩 大 六 的 维 数 成 为 XX XR 
时 对 上 述 每 个 x, (zx,(1 一 |r|) BX XR 的 单位 球面 上 元 ,由 上 
述 证 明 , 此 元 属于 XX x R HRAR CO AT z € CHE. 


对 于 无 穷 维 的 情况 , 仍 可 由 定理 2 Ci) > Git) TEAR BR 
方法 得 到 . 最 后 由 Ks REREN CGE Ca)’ Me" || <1) 一 致 可 


su 


Aye 


应 用 定理 4 可 得 到 与 2 型 空间 有 关 的 结果 ， 
定理 $ 设 民 是 可 分 的 2 型 Banach %0), MIX ARV. W 
足 有 界 重 对 数 率 当 且 仅 当 
Gi) Eld /L dD < æ. 
Gi) 对 于 每 个 r" € X*, Ex’ (d) = 0,E(2"* Cd)) < œ. 
d 满足 紧 重 对 数 率 当 且 仅 当 上 面 (i) 和 下 面 ( 让 ) 成 立 : 
(ii ) 对 于 每 个 z” E€ X* ,Ex' (d) = 0 并且 {(x*(d))’， 
je i< 1) 一 致 可 积 | 
证 明 ”由 定理 4, 只 须 证 明 充分 性 , 为 此 ,只 须 证 明 对 于 2 型 
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山本 局 Ire st 


| 


空间 ,一 个 0 均值 的 R.Y.4 只 要 满足 Gi) IU! 依 概 率 收 全 于 0( 从 
而 随机 有 界 ) 
实际 上 不 妨 设 4 是 对 称 的 . 对 于 每 个 


E\lS, || < El Dy diX wanee, + Ei D diX a>e, | 
i=] ` i=] 


< EVD dmc + nENdX oael (4.35) 
在 条 件 (i) 之 下 ,由 分 部 积分 可 知 
lim *E(ldliuaire) = 0 
又 和 是 2 型 的 , 故 


1 、 n ] an 
Ell D> d: Xian ll < ll > diX umee,, lle 
a, E a, 2 
C < 
<7¢ DS) lle Xinen<e, lB)?” 
H i=} 


= ZE E (dN Xonees) i 
C 
N 2L,n 
于 是 (4. 35) E El ŠE -> 0n -> 00). 故 所 说 结论 成 立 . 
推论 ” 设 R.Y.d 满 足 中 心 极限 定理 , 则 4& €CLILABRS 
EC\ld\?/Lz|ld |) < 00. 
证 明 “只 须 证 明 充 分 性 . 由 于 a 满足 中 心 极限 定理 ,所 以 d 是 
F Gauss 的 并 且 


< 


E(t? + (dl? Xucpai<e,s) > 0 (n> co) 


S._ S 
a 


1, 
» vn Vin 
依 概率 成 立 , RRA 2, Ka 紧 认 而 {(z ))*, ae Il <1) 一 致 可 
积 . 由 定理 4 即 得 出 4d € CLIL. - 

最 后 让 我 们 叙述 一 个 加 在 空间 上 的 条 件 使 之 成 为 每 个 4 E 
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0 


LX) 满足 重 对 数 律 的 等 价 条 件 . 8 
定理 6 设 X 是 Banach Si. FRESH: 
O 存在 C > 0 使 得 任何 4 之 1,7,.…,z, € X, 


(Ell Dea? SCVLnC >} lal. 4.36) 
i=] i=] 


GD HFEA X ARV. d,% Ed = 0,Elladll < œ, M] d € 
CLIL. 

证 明 SGI) HO MI $ 2 中 一 祥 的 方法 可 证 明 , 对 于 
每 个 独立 0 SHE 人 V. FFM {d,} 


eID at ya <e Vine Sel [DEA (4. 37) 
特别 对 于 与 R.V.4 独立 同 分 布 的 序列 有 
eee <C VnLnldl (4. 38) 


此 即 sup| 


le < se. 我 们 证 明 依 概率 一 0, 果 真如 


S, 

N 2nLon V 2nLin 

Ww WEE 4 RAGA), Gi’), Gi’) 都 成 立 , 故 d € CLIL. 
实际 上 ,对 于 每 个 x* EX’ O BERET 心 极限 定理 的 


条 件 ， Fee Pou Fibs CS 0 依 概率 成 立 .这 一 事 
实 对 于 有 限 维 空间 仍然 成 立 . 现在 应 用 在 《3 中 证 明 Acosta 定理 
的 方法 和 上 述 术 已 得 到 的 条 件 可 知 > 一 0 KERRE. 


Gi) >) 我 们 知道 4 E CLIL Et — 0 RRL supl 
Ss) < co a. e. 现 证 明 当 Eldi < > 时 ,supE| ŽI < oo. 
i 不 妨 设 4 是 对 称 的 并 且 令 必 = sup lids HRM > 0 
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E >M S5 Z, , 则 


aA N 


EIS. = [PASIE > Dat 
< of Pa; > ST )dt 
+ sef Pcs, > Vt edt 


< SMa 十 | Pid) > VP Dat 


+ EP PU > VP de 
Mra, 
< 90M?a? + 18E(d;)?. 
Eld} )* < J Elldl = nElld|l? = 042) 
i=] 
故 
| Saye ? 
El < 90M? + 001), 
得 出 上 述 所 要 的 结论 . 
现在 定义 
S, 
， H(X) = (d;d BUA F X 并 且 sup|l ll < co}, 


PA Illa = sulle 作为 五 (X) 上 的 范 数 , 则 五 (X) 是 Banach 2 


la]. LaRue RAB I Le X) > W(X) Id =d 具有 闭 图 象 从 而 是 
连续 的 . 故 有 C > 0 使 得 


supll lhe < Cllalh 
或 者 | 
Idle < € VnLanldl. 
仍 用 $ 2 中 证 明 Acosta 定理 的 方法 可 得 到 (4. 36). 
§5 Gauss-p 型 ”Kwapien 定理 


Rademacher 函数 序列 是 一 种 特殊 的 对 称 独 立 R.V. 序列 , 实 
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际 上 借助 于 其 它 类 型 的 对 称 独 立 R. V. 序列 也 可 以 类 似 地 定义 相 

应 的 型 , 本 节 我 们 将 讨论 在 局 部 理论 中 有 重要 作用 的 Gauss 型 ( 即 

平稳 型 ) ,以 及 与 之 有 关 的 问题 ， 玫 个 我 们 还 将 证 明 我 们 已 经 个 上 

一 次 用 到 过 的 Kwapien 定理 ， 
上 一 节 我 们 已 讲 到 GaussR.V. ,对 于 nn 维 标准 Gauss R.V. ê 

= ($e) Æ A C R" & Borel 和 集 , 则 


1 DESIN 
PEE € A) = [elder dn. GD 
1 ( In)isa i 1 


Gauss R.V. 是 旋转 不 变 的 , 即 若 heine BE REE = 
ye si = 1,…,n, 则 
P(E, 4+ € A) = P(E 8,) € A). 
由 此 可 知 
Es Paf, <t) = = POD Ia 8, <t) 
并 且 
IXa, = > la, [DEl < p < o. 
此 外 注意 在 ”一 1 的 情况 ,C5.1) 实际 上 等 价 于 E 的 Fourier 变换 
Eexptit&) = exp(— 5), 
定义 1 一 个 实 值 (对 称 )R.V.& 称 为 是 p-Gauss 的 ;车 的 
Fourier 变换 满足 


Kexp (ité) = exp(— -o lt, (5.2) 


其 中 5 为 某 个 常数 ,ac = 1 BPR E EIRE p-Gauss 的 . 特别 地 ,zp = 

2 的 情况 就 是 通常 的 GaussR.V. 实际 上 ,指标 p RABE O< p< 2 

中 变化 而 且 p 二 2 与 p 达 2 两 种 情况 也 有 相当 的 差异 .例如 p= 2， 

M EIE < oo. 但 车 zp <2, UBRAE F = 0, BBA EJEN = 00 BRE AS 

E p 可 积 的 ,此 时 《仅仅 是 7 AR <p) 并 且 MFI, = Caa, Co 
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是 仅 与 +,p 有 关 的 常数 .此 外 存在 仅 与 C 和 p 有 关 的 常数 使 得 
limi*P (|&| >t) = Kor (5. 3) 


— 4S nE R.V. E = (8,577.8) 称 为 是 p-Gauss 的 若 任意 线性 
He > a Æ p-Gauss 的 . p-GaussR. V, XHA E p FRH. 这 是 
EENI 是 独立 标准 p-Gauss R. V. W 


Eexp(it Sas) = L Eexp (itaé,) = exp(— + la, |? |z|*) 


j=l 


同时 与 GaussR. V. 类 似 地 有 Dla， ge > Ja, |s, 并且 


j=1 


eA = SH ll. (5.4) 
局 部 理论 中 常 应 用 这 一 点 建立 空间 L HHE) ALT EI 


1, 的 等 距 同 构 . 

今后 我 们 说 到 标准 p-Gauss R. V. 序列 总 是 指 相互 独立 的 标 
准 p-GaussR. V. | 

定义 2 设 久 是 Banach 空间 ,1 < p <2, 1 人 5) 是 标准 
p-GaussR. V. 序列 , 称 基 是 Gauss-p 型 (G-p type) 的 , 若 存 在 C > 
0 使 得 对 于 任何 ”和 zz E X, 


(El See" < <C > Ilva <p<2) (5.5) 


sped Dewl > <C bd (p=1) 6.6) 


为 了 把 这 两 个 式 子 的 形式 统一 起 来 ， 可 以 将 (5. 5) 的 左 端 换 
为 


suptP(| Zez >D Aa al ea I pes (5.7) 


Ie Ne 是 一 个 拟 范 数 (代替 三 角 不 等 式 而 成 立 lz + yl] < Kadal 

+ Il) (p> 1 时 它 等 价 于 一 个 范 数 .显然 对 于 任 一 R.V.Z € 

LX), NZ, < IZI 对 于 p-GaussR. V. ,实际 上 我 们 有 下 面 
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结果 . 
命题 ho<p<2,d EE— X {Ë p-GaussR. V, , 则 |Z po 
< co 并 且 对 于 任何 0 过 7 <p. FEC, > 0 使 得 
Cold < ldl S Cyllid] (5. 8) 
因此 d 的 任何 小 于 p 阶 的 矩 都 等 价 . 


证 明 He, RAMA P| adl > 如 | <4. ha, a oa 
立 copy. 由 于 对 于 每 个 n,n- 了 了 di 与 d 有 相同 分 布 . 由 (2.2)， 


i 


P(maxld > tone) <P! 2 max | Dall > ton?) 
na arl 2 


. n to l 
< 2P[ max Xal > int 
= 2P| lal > $) < L, (5.9) 
HARE iLe 二 <1 eG > 0) 和 独立 性 ， 

P( max(ld,|| > 2) = 1 — 1a Pel > 2) 


>1—exp(— DP ila >) 


> Pd > Da + >) Pal > 2) 


<n i<n 


再 由 (5. 9) 式 得 到 
Pld > ton?) <n, 
EH IL + ye 的 定义 不 难得 出 al。 < 27t < oo. 
车 dl = 4-7 MA PAd > 6) < FEI < 二, 从 而 一 
方面 
ldlt > BP Cdl] > t) = Ald P dl > t) 
= (4FP(ldl] > oo 
另 一 方面 


Id Il poo S 2Fty = 2747 WI aI, 
即 得 出 (5, 8). 
由 此 可 以 得 到 一 个 类 似 于 Kahane 定理 的 结论 , 它 表 明 (5. 5) 
与 (5. 6) 的 左 端 与 指标 p 是 无 关 的 . i , 
定理 1(Hoffmann-Jérgensen) 设 (z,) 是 实 值 标准 p-Gauss 


R.Y. 序 列 ,rv, € X, an ae WS MW 4a <p cema<p 
一 2 时 ， 此 级 数 4 均 方 收 全 因此 存在 常数 c,, > 0 使 得 只 要 max(r， 
g) <p<2 RKE maxr,q) < p= 2,1 

CE || Yez | D <e,,(E I en | 4°, > 1. €5. 10) 


证 明 “BRA a = sup | ext, | 二 co ae ,由 $2 命题 
1Gii), FTE a > 0 使 得 


=. P(\z,| > aa) <, 
$ I> TzT 


AUA 2; 0. AER p = 2H $431 TAA. 
H Eld’) < co 根据 § 2 E 6 和 Kanane 不 等 式 得 到 (5. 10). 
MOS p< 2 可 使 用 上 述 命题 ， 


ip bd, = Sea, a.e. (HERES) 收敛 于 d, UDA 


对 任何 上 二 0， PC |d, | >t) > Poadl > Ha oo), H 
上 e ws EX, lld, Il pon KAF We | pw. 从 而 由 命题 中 的 等 价 关 
系 , 对 于 任何 7- 之 p ,|4, 一 do || —> 0 > oo). 至 于 (5.10) 式 ,可 
直接 由 (5. 8) 得 出 . 
定理 2 if X Æ Banach Si.1<p,< P< 2. 

O Æ X E G-p BHM X 是 R-p 型 的 ， 

GD X Æ G-2 WW 4 B4 X Æ R-2 型 的 . 

Gii) X Æ R-p 型 的 (p < 2),0] X Æ G-p, 型 的 . 
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Gv) Æ X Æ G-p BAY. X Æ G-p, 型 的 . 
证 明 1 ik X Æ G-p 型 的 , hFE) 是 对 称 独立 的 ， 
r, (t)i Co) | 与 6(w) 有 相同 分 布 这 里 ~ 人 ) Æ Rademacher 函数 ， 
FEMF a2, € X, | 


cy} Wa; |? > E Il Ez; I =E | SY; @)z; |? 
j=} j=1 j=} 


= EE | YOE zll 


j=l 


> E, || Er | Co) |z) |? 
j=) 


= El Doral & liz ll? 


j= 
之 ,in 人， | é, ll, | Drie, I’ 


最 后 的 式 子 用 到 收缩 原理 , 由 此 知道 X 是 R-p 型 的 . 
2” RANER XÆ R-2 型 的 , 则 和 是 C-2 型 的 . 实际 上 


E || $2, = CE Dx, 1” 
j=1 j=l - 
= (ELE, | DnE la, |” 
g 7 一 1 
<T, ED EC) |? |] xd) 
j=1 


<T, sup | 人 KOJ Iaz 32. 6.11) 
AW X E G-2 型 的 . 
3。 将 上 面 (5. 11) 右 端 换 为 p 是 不 行 的 . 因为 p <2 E/E," 
= œ, 但 对 于 pi 三 p, 先 由 定理 1 得 到 
EIDE N he < C(E| Dei | AA 


-然后 由 类 似 于 (5. 11) 的 证 明 得 到 
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CE || Sea IA ST sup él WO) la, Pn 


两 式 合并 即 得 到 所 要 的 结论 . 
4° Civ) EG), Gi) 得 到 . 
例 ”空间 5:*[0,1j， I< p 二 2) 不 是 Gp 型 的 
实际 上 车 不 然 , 由 上 面 定理 2Giii) 的 证 明 , 必 有 某 个 e 活 0 使 得 
L’(0,1],/° Æ R-(p + ©) 型 的 ,但 由 $1 定理 4, 这 是 不 可 能 的 . 
此 例 还 说 明 , 与 R 型 不 同 ,G 型 区 间 只 能 是 开 的 , 即 若 = 
sup{p,X f£G-p RUB} XH Gauss 型 区 间 只 能 是 (0,p) ,这 一 结 
论 适用 于 p 二 2 的 情况 . 换 句 话说 ,车 关 是 G-p 型 的 ,p 二 2, 则 在 
在 p' > p, E19 X Æ G-p 型 的 . 当 户 二 2 时 ,Gauss 型 区 间 可 以 开 
也 可 以 团 . 
定理 3 iX Æ Banach 空间 ,1 <p 过 2, 则 以 下 条 件 等 价 ; 
Gi) XX 是 G-p 型 的 . 
GD ”存在 C 之 0 使 得 对 于 任 一 独立 对 称 RadonR.V. 序列 
id) Æ d, € Lyn (X) Ml | 


supt’ P|] Sia | >D < Coup YP d, I>, 6.12 
或 者 
| X4, l <c) ld lj >D (5.13) 
回忆 一 个 Borel 可 测 随机 变量 4 是 Radon 随机 变量 ,着 存在 紧 
集 序列 K,, 使 得 Pld €E UK,) =1. 
证 明 WG). Pe ia 
>t) = 1. HÆ t > 0,8 Prax ||d;| >< 1 从 而 


PC Sal > ErP(maxlal > 
j=1 l& jen 


+ PO Saiz, tagen | > O 
j=l 
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<1 + OPC Pam iea ll >) 
X Æ G-p BY AMEE p > REX ERP 型 的 ,于 是 
rP || Syd, | > <iterrk || X d Xiga gea I” 


J=} =i 


<1+cr? Se | dx l” 


j=l 


SETON ETG 


j=l 
£ sf 
<1+ core | as 
Cp’ 
=1+5 
力 a 
总 之 
Bi 7 Cp’ 
PPA Sa >o<14+ Fe 
Xal >o<14 pts 


DATERE: gees supe 7 PC ld, | >. 
= j= Ti 


GSC). S d; 二 全 7j, 容 易 由 (5,12) 得 到 (5.5) 或 (5.6), 所 
以 X 是 G-p 型 的 . 

定理 4 if X Banach 20,1 < p< 2.4 X E G-p 型 的 ， 
Wh) Xt FF EX 值 对 称 RadonR.V.d.d, 是 d 的 独立 copy, S, = 
Na MÈ > 0 KERR ARAP d >D = 
i=} reo 


证 明 HDR FET Ss > 0 依 概率 成 立 都 意味 
Elim P( ldall >H= 0. 实 际 上 ,由 (5. 9) 后 面 的 证 明 可 以 得 出 ， 
当 PCmax dl > O < > Bf Serdal >D < 
2P Cmax | d; || > 个, 此 时 
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ort AR MG pe t. ee eo ee ed 


+ > PCS, || > ent) > 7? (max id, 1 > en?) 


> TP ld || > env). (5.14) 
于 是 
limnP( || d || > en7) = limPC || S, || > ent) = 0. 


后 者 是 由 于 n IS, 依 概 率 收敛 于 0. 对 于 +, 取 使 得 二 上 < 十 
1 7 


tPC || dl > ent) < ~nPC||d || > en?) 


即 得 出 所 要 的 结论 ， 1 
其 次 ,在 有 限 维 空间 中 这 一 事实 的 道 也 成 立 . 为 此 只 须 考虑 实 
值 R.. V 的 情况 .对 于 Ye,6 > o, 
PC|S,| > 2en?) <nPC|d| > nt) 


n+t 
n 


十 Pd ÑP dikajn: | > 2enF) 
i=] 
由 于 Ed = 0, 则 


H 
wa ira ~ 
| Dj EdiXoeati| SRE |d| Xia 


当 关 足够 大 时 ,由 所 给 条 件 第 二 部 分 可 小 于 en?. 于 是 可 以 得 到 
PC| DadiXua ems, | > Zen?) 


j=l 


. > 1 
<P> Cd, Xia jonh — Eld; Xoara) > en?) 
j=l 


n . 
Lowy, 2 - qe 
< ne DE |d;| Kija <an! 65.15) 
j=l 


由 分 部 积分 


de 
ni Eldi Xei<ady S | Pdla >'tn7) & 


__2 [nepal > ink)dt? (5.16) 
2 ~~ 户 0 
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由 于 lima” P(]d | > tm) = 0, 
对 (5.16) 以 及 1-' 应 用 控制 收 敏 定理 , 则 上 述 积分 收 北 于 0. 总 之 
limPCls,| > gent) = 0. 
最 后 假定 X 是 G-p 型 的 , 则 类 似 于 $3 定理 4()=>Gii) 的 论 
ET AS, > 0 依 概率 成 立 . 
现在 让 我 们 转 到 Kwapien 定理 . 
以 人 6} 表示 独立 2-GaussR.V. , (6,) 表示 Bernoulli JA R. V. 


序列 ,P(6; =+ D = E PEER nS 
1 m—i . f 
ov = 一 一 一 Sin y= ly sim = 1,233 (5.17) 
oe 


由 概率 论 的 基本 定理 知道 当 关 一 ce BY, COT OT) 的 联合 分 布 收 
KF EF) 的 联合 分 布 ,或 等 价 的 ,对 于 任 一 有 界 连续 函数 及 
R"—R 

lim Eh (67 ,60%) = EACE, s+ E) 


moo 


引 理 1 Gh R'— R 是 连续 函数 ,并 且 
hisss de Èi 0 (>) is] — œ) ` (5.18) 
; i=] 


则 
lim Eh (6%, ++ 30") = Eh&, 9 eÊ) (5. 19) 


OO 


证 明 设 X 是 满足 (5.18) HAE AR" > RD 
间 ,X 是 线性 空间 . ALA 


| Al] = sup [ACs e795.) le Sh 
Cay ag ER" 
YX EAH. WX Æ Banach SH AAAREAKMS ERS 


稠密 . id 
Fp Ch) = ERCO 0%) sh E X 
F(h) = ERC, E) 
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_ 1 

E (V2 r)" 

MFA FE SE ew A. EEEE Iko A OO SB 
lim F,, (A) = F(A). 


m= 


HERP, F EX EEE REIZ E , AEH E e, RAE 
明 F, 的 一 致 有 界 性 , 然后 通过 稠密 性 得 出 (5. 19). 利用 (6;) 的 独 
WHERE 


oo +o ` a 
LS, 
| -f 严 (S 3)e melds, ds 


一 上 > 


é 
= ((Kex Ly" + (Eexp(— —))"" 
P y m m 


Tua 
= z(t (exp -= + exp(— ze 
< 2(2 Ve)" 
故 结论 成 立 ， 
定理 S(Kwapien) ”对 于 任何 ( 实 或 复 )Banach 空间 XX, 以 下 
条 件 等 价 : 


G) X 同 构 于 Hilbert 空间 . 
ai) J3 C1 使 得 对 于 任何 1,x1，… ot, E€ X, 
CO Wall? <El Yea? <C all? 6.20 
i=l i=l 


EES) 是 独立 Bernoulli R. V., FEA. 
Gii) 9 C1 RBM FER nazz, € X, 


CO Walt <e£ Dé lc a lt G2 
i=l i=1 ， i=l 


其 中 {6) 是 独立 Gauss R. V. 序列 . 
Gv) 3 C È 1 RFE n Mae E XX 以 及 满足 


5 | S japs? < > ， |s; |2 y (51 E€ R” (5, 22) 
j=l 


j=l i=l 
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09 n BY HERE Ca) 都 有 


SI Saves <C$ bal (5. 23) 
特别 地 , Ci) 5 Gi) 的 等 价 性 说 明 ， 同时 是 2 型 和 2- 余 型 的 空间 必 
同 构 于 Hilbert 空间 . , 
证 明 >i 注意 Rademacher K BY Fill C) 是 独立 
Bernoulli R. V. 序列 并 且 我 们 已 证 明了 Hilbert 空间 即 是 R-2 型 又 
是 R-2 余 型 的 ， 型 和 余 型 又 是 同 构 不 变 的 ,于 是 (5, 20) 成 立 ， 


GDS GD G np = = n= 0.1 ym =1, 
Ad ` 


m 
2……) Ti 


SIZE = halls 

并 且 

El yore |= El DAR am = 120 
4% (5.20) 应 用 于 as <mn) 得 到 

me 
BACs 554) = | Ses 1*, 由 于 

| Bsa tS Dole < max he PCS) Is 

所 以 


Alsie eS, ET Eo (ds ~ 00) 


应 用 引 理 1 于 (5. 24) 便 得 到 (5. 21). 

(ii) 之 (iv) 设 (oo) 满足 (5.22), 则 T= Ca; 站 RA l n k 

有 界线 性 算 子 ,这 种 算 子 全 体 构 成 维 的 线性 赋 范 空间 .F. 六 的 

单位 球 BB 的 每 个 元 是 x 十 1 个 B 的 端点 的 四 组 合 (Erein_Milman 

定理 与 Carathéodory 定理 ), 而 B 的 每 个 端点 恰 是 如 的 等 距 同 构 . 
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i=] 


因此 为 证 明 (iv) 成 立 , 只 须 对 每 个 端点 证 明 (5. 23) 成 立 . 
BIE STON sa) = = ys iV (S19 * ,5,) 和 B 并 且 [Det Ca) | 
i=1 


i=l 


= dasa G= lie ,22) ,利用 (5.21) 可 知 
> | ye Aik; |? <CE || ye Sas Tj 


C | i | 
= ves | at; || e Sids,» ds, 
(Sanyo J ys >> i 


C s tte os 
7 seh) l Yra | 277 E5 [Det (ap) | dey ae dt, 


=CE|| Vira, Is 5 Il z; I2. 
ATEREA ACRE ERK EAR. 
(iv) 二 (i) 设 y = Sains = le. HP (ay) 满足 
(5.22) WWF VY x* € x, 


Mie ook= > A [x' Cr)|? 6.25) 
i=} i=] j=l 


EZE Tt Las Mio ,满足 (5.25), 设 1 二 x a A S 
<n) 
F = į (hest) © X*} 
UF Ch PA RBREFSA. EAF >l, 
| ACh att sty) = Cr Cy erect” Cy DW Bish) EF 
由 (5.25), 上 41 <1. A= APL HEP P BME BF 
正 交 投影 , 若 4 关于 单位 向 量 基 的 表现 矩阵 是 (a), 即 


A(t stn) = > ai E B 
get 


则 (ev) 满足 (5. 22) ,因为 141 = JA <1, 并 且 对 于 任何 二 
EXA 
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Ca" Cypser” Cy) = ACr* (a), CE, D) 


= (our eps Xas £ “(xj d), 


这 说 明 z" (Cy) = 2" Saad a CX SRF y= diaz, 


G = 1, n). FEG. 2) 意味 着 (5 23). 由 下 一 节 (3 6) 将 要 证 
明 的 定理 11,X 同 构 于 Hilbert 空间 . 

引 理 2 eX CRB) Banach 空间 ,{0) 是 [0,1] 的 完备 
正 交 系 , 若 3C > 0, 使 得 VY zz EX 


1 7 - 
f I AOE? || ¿dt <c>} ll x; ||? (5. 26) 
i=] i=l 
MFSC 0F 
1 n a 
f | orarlia KEN lei (5.27) 
i=] i=] 


这 里 {r,} 是 Rademacher 函数 序列 . 若 同时 将 (5. 26) 和 (5. 27) 的 
“ 委 ” 换 为 “之 ”结论 仍 成 立 ， 

证 明 HOO 的 完备 性 ,对 于 任何 之 0, 可 以 找到 正 整数 的 
增加 序列 { 人 {mj} 和 规范 正 交 序列 {h;) ,使 得 

ey) 
[laste rac G= 
XF Y Lae ky €E X 有 ， 
[I Droz at= Dr, ha 

由 三 角 不 等 式 


| > a, || de} <d l Yo, e 
—_ h(t) ) x, || dt) + (f I Yana, I tar) 
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< Vel Mahe 十 i | St ayaa, | idi) 
po 人 
H1= lA, W2= >) 1(hj,0.)1, 根 据 (5. 26) 得 到 
k=k 


i g 1 R! 
[Deoa a= ID Ad) Nde 
j=l j=l =k, 
n kj! 


<C> D Ia? 


j=] kak 
j=l J 


= cD 上 x; ll’. 
所 以 
[Sree tae Ve + VERS) Hay 
逆向 不 等 式 证 明 与 此 类 似 ， 
推论 ” 设 了 是 ( 实 或 复 )Banach 空间 , {6} 是 上 [00,1] 中 的 完 ， 
AEX A, MX EHF Hilbert 空间 当 且 仅 当 存在 C > 0, 使 得 对 于 
任何 n 之 1 5X, i= X 


n 1 n l 
N as SI DEO dy <C>) la? 
j= inl 


j=l 


$6 尹 绝对 可 和 算 子 


定义 1 设 X,7 是 Banach 空间 ,1 近 如 < co. 了 :X 一 了 是 线 
性 算 子 , 称 了 是 p 绝对 可 和 的 (p-absolutely summing) , 若 存 在 C 
> 0 使 得 对 于 任何 nw 和 x,，…,x, E X, 


D3 IT lle) <C Sp (Die zl”) (6.1) 
是 绝对 可 和 的 记 为 TE IX, Y. 称 满足 (6.1) 的 最 小 常数 


H T AY p 绝对 可 和 范 数 (p-absolutely summing norm), 记 为 
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M, T). 1 绝对 可 和 算 子 又 简称 为 绝对 可 和 算 子 , 见 第 1 章 8 2. 
容易 验证 以 下 基本 事实 ， 
O p 绝对 可 和 算 子 是 有 界 算 子 ,并 且 ITI <I). 
Gi) ”也 可 以 定义 ce 绝对 可 和 算 子 , 即 满足 
sup || Tz, | <c sup lel 


Wa’ <a 


WET AL aa SMG ae FE ROG «FEAT RE SEF Je oo 绝对 可 和 的 ， 
(ii) CH, CX. Y)11,(+)) Æ Banach 空间 . 
(iv) TE O,CX.Y),S € BY .Z) RS © BZN) 5X 
E XYZ 都 是 Banach 空间 , 则 相应 地 ST € H, (X, Z) KTS € 
1,(Z.Y)F##H 0,(ST) <8 | ADA, CES) <0) |S |. 
(v) 序列 {x,) COX PRA RE el? HY RTF OV we © Xe 


ST C6. D 的 有 端 有 限 当 且 公 


24 {a} 是 go 的 .所 以 三 是 户 绝对 可 和 算 子 当 且 仅 当 了 将 每 个 zol 
FI EAH EFN. 

例 1 对 于 任何 无 穷 维 空间 X 和 0 << 户 < co ,单位 算 子 了 :X 
一 和 不 是 户 绝 对 可 和 的 .例如 和 = P, (e) 是 标准 基 . 容易 知道 不 
存在 常数 C > 0 使 (6.1) 成 立 . 

例 2 设 吕 是 紧 Hausdorff 空间 ,py 是 人 上 的 正则 概率 测度 ， 
则 单位 算 子 LEC -> LQ) 是 p 绝对 可 和 算 子 (I S p<). 

实际 上 ,车 ores E C.W 


(Spare) =| Sf iran)" 


XE s. ECM OA.) = fw) AER 


[fol ag, Ble sede)” 
te? dst 
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= sup | X la file}? (6. 2) 
r ECM" i=l 
da” yen 


于 是 ZE 也 (CGO) ,LO)) HBO, <1 

例 3 自然 包含 算 子 站 一 凡是 1 绝对 可 和 的 .实际 上 设 x, 
sya, € LA H Khintchin RER, (mitir) 为 Rademacher 函数 
列 ， l 


Ñ el: = ÑX le H <S | Dar Ah 


i=] i=] 
=c) f amlan= =$ > Dar Idp. 
i=l i=1 


注意 性 = lo FREE to, ibea) € L FEER 


<c| | sup Sije ail )dp 


0 lz sli=1 


=C sup 5 |z zl. 


he" <1 7 一 1 
定理 1 if X,Y fe Banach 空间 ,1 专 p <p: <, MW, X, 
Y) CH, (X.Y) #0 D, CD SA, T) | 


证 明 设 7 en,xyt—-lLolge ayer, EX, 
并 且 LEOA vee ,是 标量 , 则 


(Spare bey <A) sup (X araa)” 
is] 


Ha" el f=] 
n l a 
< I, (T){ 5 lA, Iz) r sup | y EREA U ) 
i= fe" si f=] 
SEH A = ITa lz, 则 


(ara) "= (Brel Tea)" 
= | YI Ta, | n), 

Staley! = (ren ee) 

is] i=l 
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于 是 
i , r dia 
(Died) = (Sire yee? 


= |( 2 IATZ; | a) Da 
i= i=] 


<I, (T) sup (X) a'z)” 


fa" el i=l 


定理 2(Grothendieck-Pietsch) 设 了 ;和 一 了 是 户 绝对 可 和 
的 , 则 存在 正则 Borel 概率 测度 x, 定 义 在 (BC(X* ),w* ) 上 ,使 得 


17p 
ITa | < | lezla] (6. 3) 


YrEX, 其 中 BCX*)= (x € X", Iz | <1}. 
证 明 对 于 zx,,… ,Zz,, 定 义 函 数 
Are = MTD zz 一 Tree 6.4) 
Pte BUX") H w 拓 朴 下 是 连续 的 . E PCCE), w) 是 如 
此 的 8p 的 全 体 , 由 于 p 绝 对 可 和 性 ,每 个 gE DEB), w) 的 
某 个 点 上 取 非 负 值 . 注意 还 是 一 个 凸 锥 , 这 一 凸 锥 与 在 
(B(X"),w*) 上 全 取 负 值 的 连续 函数 的 凸 锥 N 无 公共 点 . 后 者 具 
有 非 空 内 部 ,于 是 由 隔离 定理 ,3 jy € CCB(X*),w*)' ,使 得 
HY LOSP, VPC GYEN (6. 5) 
不 妨 设 le ll =1,(BCX'),w") 是 紧 的 ,由 Riesz 表现 定理 


up) = | .gdpu(r"  )， VgECCBGCS” ),w"). 
BX ) 


(6.5) 表明 u Æ(B(X*), w) 上 是 非 负 Borel WE. || al =1# 
明 u 是 概率 测度 . 
以 9 表示 由 确定 的 CCBCX" ),w*) 中 元 ,89%.(x')= 二 x "x, 则 
HP) 一 fa para. 
另 一 方面 ， 由 于 Po € PB, x Sr = T, = Ls 
266 


lr"= | ‘Px edule) < m| late due) 
") 


从 而 
vi 

| Tx | <n]. late lduce* | "Ware X 

推论 1 VC BAXY) 是 2 绝对 可 和 的 , 则 存在 (8B(X*)， 
w) 上 的 概率 测度 y 和 算 子 5:L(p) > YB LS |] = OCD, 
HAT = SJL 其 中 I:X 一 CC(B(X')w") XT > TT: 
C(B(X") w) > LU) 是 自然 包含 映射 . 

证 明 ”由 Grothendieck-Pietsch 不 等 式 直 接 得 出 . 

7% X,Y 是 Hilbert 空间 ,7 € BCX,Y), RT Æ Hilbert- 
Schmidt 算 子 , 若 对 于 某 个 (从 而 任何 一 个 ) 完备 正 交 系 {e) 
> | Te, |? < œ. $ oT) = (> | Ze?) ”为 的 Hilbert- 
Schmidt wey. AX SY A Hilbert- Schmidt 算 子 全 体 记 为 EX, 
Y). EXE, I, (X,Y) = SCX, Y) 并 有 ILT) = oT). 

每 个 Hilbert-Schmidt 算 子 可 表示 为 

= SAC edn (6. 6) 
` f=] 
规范 正 交 序列 并 且 此 时 || Ap |], =o). 
定理 3 i X,Y 是 Hilbert 空间 , 则 
G) HX,Y) = ZC(X,Y) 并 且 ALT) = o(T). 
证 明 1* 若 人 ET;(X:7),e esEX 是 规范 正 交 间 量 , 则 


MEV TE X,>) 1(z,e) << zl? ,从 而 


(Surety <E sup (X leel)” 
i=l 和 Hz” <1 i=1 


= IT D sep (2° < KT 
21) sup { D716) 1°) < HT) 
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这 说 明了 TE€ ZXY) 并 且 OT) S ACE). 
反之 若 了 E 5CX,Y) ,假设 
Tx 一 SA Cre dh 
i=] ` 


其 中 AD l =a TER eh S) DHE X.Y 中 的 规范 正 交 
系 , 故 


(Teli = SARIE. 
i=] 
若 ttet, € X.R 
X Pat = DS alee) 2 
i=] 


fet i=] 


oo 


= 200 i |? È laned F< o’ (T) Sup. Slew 


ATE TX, Y) FAI, (T) <o(T). 
2” 只 须 证 明 (X,Y) C IH,X,Y), ÆT € (X,Y), 由 
1°, 了 可 写成 
Tr 一 ya (ret, 
其 中 符号 意义 同上 ， HET) = LAD lle BRAFIX >], 
Tix = (M(x,e) Ag (seg) se 5)5 VrEx 


则 
Piz lla = 1 Sparse) | < PAD tel D herve 2)" 
n=] a=] 


< 
<A tet. 


Fe WT, Il <ET). FEX Sil, + YS) = dal. „V Can) 
ELM ISI 三 1, 于 是 
了 一 977 ,其 由 70 > Z, 
为 自然 包含 算 子 . 由 例 3 知 道 1 是 1 绝对 可 和 的 . 即 T€ X.Y). 
从 而 (X.Y) C (X.Y) CH,CX,Y). 
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定理 4 若 Banach 空间 Y 是 R-2 余 型 的 . 则 对 于 任何 > 2 
和 任何 Banach 空间 XX,H(X,Y) = H,(X,Y). 

证 明 ”只 人 须 证 明了 (X,Y) CH,(X,Y). 设 TE X.Y) h 
Grothendieck-Pietsch 定理 


f /9 
Ir) 近世 CD 人 | | laldean)". Vrex 
RX) 
由 于 Y 是 R-2 余 型 的 , 设 Co(Y) 是 余 型 常数 , 则 


" -_ 1/2 4 1 n a ; 172 
(Site) < co 上 | rors; | eae] 


i=l 


<c7( | I DT Ita} 
j=i 


1 
o 


n 1/4 
< CT) | I, o Dn Oa a Maid ute” >| 
yl 


VJ Rex" odo 
由 Khintchin 不 等 式 , 最 后 的 式 子 
n \ 1/4 
s GOLIB f | >` KIEJ |?) dela >] 
“ j=l 


1 oy ， 1/4 
=GOLD|| [Dror aldana] 
J 一 1 


<CAY)M,T)B, sup (X) jrah)” 


hr el j= 
FET E D(X,Y). 
` 推论 2 ” 设 X,Y 是 Hilbert SiR], WIFE 1 <p.g@<oo, 
1,(X,Y) = H,(X,Y). 
定理 5 Bi<p<o MEA p 绝对 可 和 算 子 是 ww 紧 的 和 
全 连续 的 . 
证 明 ”由 Grothendieck-Pietsch 定理 , (6.3) 成 立 . 记 其 中 的 
BCX") = Q, ula") = pw = 2" zax = alw), i 
Wx |) < ,CP) | x | Ly Gaye (6. 7) 
于 是 人 分解 为 两 算 子 SI 的 乘积 ,其 中 卫生 一 万 (AZhH> 7 一 
rw) EA X LO 的 自然 包含 算 子 .S:L,C1) > Y, ro) [> 
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Tr. EARS 是 有 界 算 子 , 注 意 L 是 自 反 空 间 , 于 是 作为 子 
SH X ER RH AVR we A. iT ew RAS. 

MB (x) EX PAY wT, BIR x, w SF o, BD r) 在 
BCX") 上 上 点 点 收敛 于 0. 由 Grothendieck-Pietsch 不 等 式 和 控制 收 
敛 定理 , (Tz,) WRF 0. FET SES. 

下 面 推论 即 Dvoretzky-Rogers 定理 ,我 们 已 数 次 用 到 过 它 . 


推论 3 EM FRE 1S p< hd Jar zl < ool x" 


EX Eme D | z, |° < co, Ml] dimX < co, 


”证 明 若 所 述 条 件 为 真 ,显然 单位 算 子 7: 和 一 区 是 户 绝 对 可 
和 的 . 由 定理 5,1 是 ww 紧 和 全 连续 的 . 若 {z,} EX POR, 
ha. 过 1, 则 {Ix} AFP Ur PAA FRM ATU a, 范 
RO. 即 tz, } 本 身 范 数 收敛 ， FE RARER 这 说 明 
dimX < co, 

定理 6 15(0,5,0) PARE, p<. MMLC 到 
LGD 中 的 自然 包含 算 子 是 p 绝对 可 和 的 ,并 且 [1,(7) = 1. 

证 明 ”这 里 将 引用 一 个 事实 , 它 涉 及 到 某 些 布尔 代数 的 知 
识 : 即 通过 布尔 代数 的 Stone 表现 定理 ,对 于 给 定 的 概率 空间 (0， 
3,p) 可 以 建立 一 个 由 某 个 紧 Hausdorff 空间 的 全 体 既 开 又 财 子 集 
构成 的 o 代数 ,以 及 概率 空间 (六 ,>,w), HELO) 等 距 同 构 于 
CQ). 由 此 可 以 将 三 分 解 为 了 = SLI. 


LoC) L, Q9 


c) L, 
RESLO > La 是 经 过 一 个 保 测 变换 得 来 的 , 故 5S 是 有 界 
的 , 在 例 3 中 已 经 证 明 过 ,LL:C(0) > Lo) 是 p 绝 对 可 和 的 .于 是 
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绝对 可 和 ， | 

定理 7(Kwapien) ”对 于 有 限 维 Banach 空间 X 上 的 恒 等 算 
F Ix 01, x) = vdimX. 

证 明 1° 先 证 明 

(Ð lah) < vam sup (X lza)”, 
i=l Wa" Fel j=] 

从 而 1,dx) < VdimX. 

固定 To E X FE 了 >X,T (a ,a,) = az, 

i=l 

y (al 0,) € oe 此 时 必 有 

1 一 并且 

ITI =r} = sup (Sy letalt) 


fa" 入] i= 


Bet VHS ne OT IRB Q> B/KeT = 17, KerT BT 的 核 , 即 
空间 (7E 如 ,Tx = 0},Q 是 商 映 射 , | Q | = 1; 个 是 一 一 映射 与 
有 同一 范 数 , 故 | 
T) = A eQ < TL HU) || Q | 
= (TIE) = ITI vm < ITI vamx, 
上 式 中 倒数 第 二 步 是 由 于 如 是 Hilbert 空间 ,由 定理 3 后 面 的 说 明 
知道 - 


H, (I) = oC) = ( Ile; 2)” = /m 
i=1 
于 是 
| 5 il zx; Il ?| 1/2 ( 5 I Te, | yi" 


i=1 i=] 


<I,(T) sup ( 5 le*e;1?)'7 


te" dl asd i=] 


= MT) < IT] vdimX 


= dimX sup ( 5 [a*z;|?] 1/2 


le" I&i f=1 
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2 由 推论 1, 对 于 Ix:; 久 一 外 ,存在 紧 Hausdorff ZANAN 
上 的 正则 概率 测度 ,使 得 Tx = SUT. IX 一 CGO) JC 
> Le) SLD > X EAJK = LX 是 有 限 维 空 间 ， 
从 而 LGD = 1X, 记 JI= A.M A~ ==5S, 由 推论 1 知道 ,| 
<L <1, | S|) = Wx). A 

VdimX = I, ( Ix) = M, (AA < HW) | Am | 

< WIL) IS || < Hx). 

定理 得 证 . 

为 了 下 面 的 内 容 ,我们 需要 一 个 引 理 . 设 $" 是 ” 维 实 欧 氏 空间 
的 单位 球面 ,S” = {x € 外, 上 xl = 1},m BS 上 旋转 不 变 的 


Borel 测度 ,mC5”) = 1. (x,y) 一 Dav ERMAR .其 中 x=. 


i=l 
+r 
lz | 


Cristy = Herts WM FEM t, $ sign t = ， 
(signo = 0). | 


引 理 。 对 于 任何 xz,y ES”, 
| sign(z,u)sign(y,u)dm(u) = 1 一 2 6(24y) (6. 8) 
s” 


其 中 bz,y) = 0 RE O< OS rcosb = (2,y). 

证 明 “此 结果 通过 一 系列 变换 和 计算 得 到 , ARS 的 一 组 
Hr HH PAAR r= (1,0,…,0),y 有 表达 式 (cosg,sin0， 
0 0) ,然后 应 用 S” 上 点 的 极 坐 标 g= CA set P). 此 时 上 述 积 - 
分 表达 为 n 一 1 维 Lebesgue 积 

f. g(wdmn) = yz; rial,- g UPI (Dag, 
其 中 
Pipo Ka <mn SKi Kn l} 
u(y) = (um COFRET ACID) 
u (p) = Tsing, u, (p) = cosp- H sing ,2 <kein-] 


. 
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u, (p) = cosg,_, 
J(g) = T (sing) 
i=2 
[S"| = | /wap= 2x I | csing dg. 
设 hlu) = (z,u)(y,u) = u, (u,cosé 十 uzsin9), 则 将 usu 代入 得 


n—1 
hl(u(9)) = ( I sing )*sing(singcos@ + cosgsing) 
i=? 


于 是 
g(u) = signh(u(¢)) = signsing (singcosh 十 cosø sin) 
= signsingsin (p, + 8) 
1 AE O.r— O U (7,22 — 8) 
-二 hE (x —8,r) U (2x — 6,27) 
0 KE 
最 后 
| scoamco =} & | ,signsingsinCg + WJ (Pdy 
] 


2r 
= | signsingsin(¢g, + Oda ° 
an—1lf™ 
H | (sing) dp 
i=2J o 
fr... 
= 去 | singsingsin(g, + dg, 
a 
二 ] 一 26. 
T 


定理 8 设 (aj)i<<is* 是 实 矩 阵 ,M 是 一 正 数 ,使 得 对 于 任何 
EP Letaba Sitt 当 KA < 1, | s;| < 1 时 ， 


| Slayt; <M (6. 9) 
j=l 


则 存在 常数 Ko 使 得 对 于 实 Hilbert 空间 X 中 的 任何 向 量 ne, 
a ee 2 | T; Il < 1, | Ji I <1 时 


| Nany) 
isj=l 


< KoM (6.10) 
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称 Ke 是 Grothendieck 常数 ,K6 < Sle —e #)]. 

证 更 由 (6. 10) 式 的 齐 性 ,不 妨 设 Liat Eas Y Y, E X, 
kal = lo) = 1, 对 于 任何 w © S2, 这 里 S>” 是 @2 的 单位 球 
面 , 令 tlu) = sign(u,z;),s;(u) = sign(usy,),1 Sij Sn, H 
(6.9) 式 


< Sas, Qs <M, uges”, 


i j=l 


对 此 式 各 部 分 关于 旋转 不 变 测度 积分 ,由 引 理 得 到 
一 SM< Ya 
z aa) ALLL EM REM 
于 (6. 9) 的 式 子 成 立 . 对 新 的 不 等 式 再 积分 ,得 到 

3) M< Ma, Z 一 bz yy ) <|F) m. 


连续 这 一 这 各 ,对 于 任何 自然 有 
M< ya AF = Hany) < [F\'m (6.11) 


ij=l 


Fe] —M 


A a) -一 
& aj} aij 


由 于 


= zy) | 


(Xi yi) 一 cos6(z; 5 y;) = sin 
_ 5 (— 1)” 
S (n+ 01! 
于 是 从 (6. 11) 得 出 
n ce mrt! 1 M.. . 


推论 4 设 (a Do ,ic 是 请 中 9) 的 实 矩阵 ， 则 对 于 内 积 空 
间 中 的 任何 向 量 xz，… sy’ 


> | ya z: || < KoM sup |x|. (6.12) 


证 明 y, ly, || = 1 使 得 
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2n+ 1 
— Ox; 3] ， 


( 2442035) = | Daril ， 
代入 (6. 10) 即 得 到 (6. 12). 
让 我 们 转 到 Y, 空间 之 间 可 和 算 子 的 关系 .sx, 空间 是 
Lindenstrauss ,Pelczynski 等 在 研究 Grothendieck 不 等 式 与 绝对 

可 和 算 子 时 提出 的 一 类 空间 . 

定义 2 Banach SX KARL, SHS pRw,1SA 
< 00) BMF X HEPA RAS BOX 中 存在 包含 8 的 有 限 维 
于 空间 E( 例 如 dimE = n) (8B AE) SAX RAL, 空间 : 若 
HFEA ÀX BL, 空间 . 

RKE ERT L 范 数 的 ” 维 空间 ， 

dEi) = inf ITI ETO T:E — fA BRST}. 
其 中 inf 是 关于 全 体 同 构 映 射 取 的 . 

一 些 基 本 的 事实 可 以 得 到 . 例如 工 ,C4) 1 <p<co) FET 
A> 1 ES, BW. HOB K Hausdorff 空间 , 则 CC9) 对 于 任 
(A> L.A. RK. St Y, 空间 对 于 适当 的 测度 “ 同 
WL, O 的 某 个 子 空间 ,而 S, 空间 类 与 Hilbert 空间 类 相同 . 

定理 9 设 X 是 经 空间 ,了 是 Hilbert 空间 , 则 多 (X,Y) CC 
1 (X.Y) ,这 里 ZAY) 仍 表 示 从 到 Y 的 有 界线 性 算 子 全 体 . 

证 明 RXR. BAM E BX) AGRA, 
x, 使 得 

sup > \x* 2, | = 1, 


ta" Slim 
由 经 1 的 定义 ,X 中 存在 子 空间 ,dimE = m<co MAR S: 
in > EIE || S| = SU Sa e y = Si E 
Yi 一 > ajej, 1<i<n 


i=l 
其 中 ej 是 it 的 标准 基 , 如果 Er ot 与 S19 "9S 是 任意 实数 ， A 
< 1, fs;| < 1 4E" = ie, y* E my" = (sist 95m) 5 Wl 
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| Dats] < 5 Izl Slas] <S > | ais; 
inj i i i 


= Sly ol = Sly sz) | 


= SUS yal < Ws tyt | <A 


MEI u = Tr, = TSy, = D aT Se Si <n 
j=l 


2 I u; | = > | Dal Se, | : 

由 定理 8 知道 
$ ITa l < Ko sup | TSe | < KANTSI KANTI. 
定理 得 证 . 

定理 10 X.Y BAH Banach 空间 ,X 具有 无 条 件 基 , 若 
BXY) C X,Y), WX GAFET, Y 必 同 构 于 
Hilbert 空间 . 

证 明 多 (X,Y),H(X,Y) 都 是 Banach Sia], FRYE K > 
0 使 得 : 
I KNIT. YTE BX,Y) 

不 妨 设 {z,} 是 叉 的 规范 无 条 件 基 ( 这 当然 要 求 X 是 可 分 的 ， 
但 对 于 不 可 分 的 情况 ,也 可 作 适 当 处 理 , 使 之 变 为 可 分 情况 . 注意 
我 们 这 里 是 上 ,是 任意 指标 集 ). 由 Dvoretzky-Rogers 定理 ， 
HFEA n EE nom EY I | 一 1 使 得 


I Stax <2( Sta) ， (6. 13) 
i=l i=] 
VA ER Sin). # u In DER, Dv = 1, 定 义 
i=] 


T:X > Y,Tx = Suay Y r= Saz, 
i=l i=] 


由 无 条 件 性 ,有 C > 0 使 得 
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| Stax <Cl Nazi. 
显然 lal SCI Saw si = 1,2…, 从 而 


17z1 <2{ X lam |*) = 2c el, 
故 PTI <2C,0,(7T) SKITI <2CK. 
又 由 于 每 个 x = Daan ex 满足 | > ar l| <C Ix]. 


注意 对 于 任何 mm y2y, sup Sie z| = max || Yew Il» 
Wa" slis 
是 


( la) = sup( X) Jaslu X) lelt = 1) < 2CK |z|. 
i=l 


i=] 


X lalu = 3) [Tas 1 < ITC | zll <2CK || a |. 


Yy r= Yaz, EX. 
现在 定义 SX >Yn bey, <i <n) MHC 13) 
Sx} <2{ Dai) <acek fa. 
由 此 知 TS) <K| S| < ACK? 并 且 
X la | = > || Saz; || < MCS) sup | Doar | 
< MOCI x] 委 4CK | x |. 
所 以 对 于 任何 < 一 Dia, € X, 


> 


lel < Alal < 4CK |z |. 


= 


X ROFL. 
为 了 证 明 Y 同 构 于 Hilbert 空间 ,我 们 只 须 对 于 Y 的 每 个 可 分 
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子 空间 Yo 加 以 证 明 . 我 们 知道 每 个 可 分 Banach 空间 是 L 的 商 空 
间 . 于 是 存在 到 上 有 界 算 子 To;X > Y. 由 假设 7 是 1 绝对 可 和 
的 ,从 而 是 2 绝对 可 和 的 . 由 推论 1, 存 在 7):X 一 LC(p),T,: Li(p) 
> Y, ET =T HFT. ALT, DER 因此 Y, HH 
F Hilbert 空间 的 商 空间 . 从 而 自身 同 构 于 一 个 Hilbert 空间 . 

定理 11(Grothendieck-Pelczynski) i% X Æ Banach 空间 , 若 
存在 常数 上 使 得 对 于 每 个 只 要 el <15|5|<10<i.j<o # 
有 


<1. 


| Days 
i j=l 
HEERE Gai i<iicen 都 满足 
| Maeta|<K sup lal) sup aj l> 
i,j=1 Sean ima 
Va, € Xx) E Xx". (6. 14) 
WW X WF Hilbert 空间 . 
证 明 ”利用 条 件 (6.14), 与 定理 8 一 样 的 证 明 可 知 每 个 人 € 
BUY) 是 绝对 可 和 的 . 由 定理 9,7 同 构 于 Hilbert 空间 . 
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Vi. 局 部 理论 简介 


Banach 空间 的 局 部 理论 是 近年 来 得 到 莲 勃 发 展 的 Banach 空 
间 理论 的 重要 分 支 . 局 部 理论 针对 从 有 限 维 空间 过 滤 到 无 穷 维 空 
间 这 一 近代 数学 的 重要 课题 ,研究 这 一 过 程 中 的 空间 结构 问题 ,其 
最 终 目 的 是 将 无 穷 维 空间 的 结构 性 质 与 其 有 限 维 子 空间 的 结构 紧 
密 联系 在 一 起 . 这 一 理论 的 特色 之 一 在 于 包含 一 系列 精细 的 估 值 
和 重要 的 不 等 式 ,它们 在 多 种 学 科 领 域 都 是 有 意义 的 , 这 里 我 们 仅 
通过 介绍 等 周 不 等 式 ,Dvoretzky 定理 的 证 明 , 玉 凸 性 与 一 致 包含 
1, 空间 ,有 限 维 空间 的 几乎 Enclid 部 分 , 弱 型 与 弱 Hilbert 空间 等 
问题 进行 基本 的 了 解 并 作为 进一步 研究 的 基础 ， 


§ 1 等 周 不 等 式 与 Dvoretzky 定理 


我 们 先 介 绍 几 个 基本 概念 和 基础 不 等 式 , 特 别 是 偏差 不 等 式 ， 
等 周 不 等 式 和 体积 不 等 式 ,而 后 证 明 Dvoretzky 定理 . 
定义 1 WEF Banach 空间 , 4 之 1, 称 请 ,是 4 同 构 的 ; 
若 存 在 同 构 映 射 :E Fe TI TO < AJEA ESE. 
定义 
d(E,F) = int{A,E AF), 
称 d(E,F) Æ E 5 F & Banach-Mazur 距离 . 


容易 验证 ,对 于 三 个 空间 LG, Wy 
d(E,G) <d(E,F)d 5G). 


Banach-Mazur 距离 的 直观 意义 在 于 ,如 果 Be B PHBE 
位 球 , 则 存在 同 构 上 映射 了 使 得 
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Br C T(Bs) CCCE F)Bp. 
仍然 记 
一 {x = (Ts Ly) RE A E R, 
lel = X ler}, 1< p< 
a= {x 一 (1 ) 9X; ER, I x I = Sup |z; | }. 
定义 2 H1i<po,A> 1, Banach 空间 X 是 1 一 致 包 
À 
Dvoretzky HEM. XIF V € > 0, 任 一 无 穷 维 Banach 空间 
X (1 + ©) 一 致 包含 如 .为 证 明 此 结论 我 们 需要 关于 GaussR.V 的 
偏差 不 等 式 . 为 此 考虑 次 值 GaussR.V.&. 我 们 记 
o(€) = sup{ |z hart E X*, Ix? |] <1}. eM 


_ f Wéil.\? 
a) = (| (1.1) 


WE ER. BX = ESR” EAS ERME Gauss R.V.,E = (6， 
-E)E 是 标准 正 态 分 布 独立 R,V, ,车 e; 是 第 i 个 标准 基底 元 素 ， 


zx" E Xt Wr = Aae, HEP erle) = òy llet l = 1 t, 
i=l 


> | a; |? = 1 ,此 时 


局 之 (的 下 一 再 于 ab 一 Ë aa Ege = 3q? =]. 
EIEI = DEIGI =n. 
于 是 dQ) 一 ” 恰 与 妃 的 维 数 相等 . 注意 当空 间 范 数 改变 时 , 维 数 
可 能 不 保持 同一 信 , 另 外 ,d(6) 也 不 必 是 整数 . 
命题 df) < dimX. 
证 明 ”不 妨 设 dimX =n. HH V 章 86 EH 7. y) = 
Vn iil 
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(Eal) <E sup (etal) 
i=] Hr kal f=] 


这 说 明 对 于 每 个 X 值 简单 函数 E 
Me Vn sup de") le = vn oal) 


Wa E-S] 


从 而 过 渡 到 LX) 可 积 函 数 也 成 立 , 于 是 


a@) = (LH) <n, 


引 理 1 RS E—F AB Lipschitz 函数 ,这 里 E,F 是 有 限 
维 空间 ,f 几乎 在 每 一 点 有 有 限 导 数 ， 


fatty) — f(x) 
t 


Y y€ E.E E ff Gauss R.V. 9) Æ E TRI copy, P: F > RE 
可 测 凸 函数 , 则 


Eb((f() — ESE) < gel rE]. (1. 3) 


f' (rx)y = lim a. 2) 


证 明  & GO) = sinf + yeosd,H (8) = cosh 一 7sing 则 


dG __ l 
= H). AC. 2) | 

d O aema dC nee 

gg COD = f'(G0)) -0 = fF'(GO HY) 
从 而 


fir (GY) H(A) = |? AKIO = KED 
= f) 一 f. 
对 于 7 了 应 用 Jensen 不 等 式 ， 
EOC) — ESE) = EDU — ES) 
< EBH — F) 
< ZF oGs (G0)) HO) dO 
注意 Gauss R. V. 是 旋转 不 变 的 , 故 两 正 交 R. V. (GO) HO) 与 
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Ep 是 同 分 布 的 . 故 
E a al apn 
£O| FF GO) HO] = £9| =f | 
从 而 . 
ESSO — EF) < Ê | "BOCES (E940 = r| zy o]. 
下 面 定理 中 不 等 式 称 为 偏差 不 等 式 , 设 f 是 有 限 维 空间 E 上 
的 实 值 Lipschitz 函数 ,以 |，| 表示 EE 中 的 范 数 ,我 们 记 
IF ay = sup POLO eye E), 
定理 1 设 蕊 是 可 分 Banach Æ 空间 ,S$ 是 X 值 Gauss R.V,, 则 
对 于 任何 上 之 0， — 
PARLEI —EWEY | Stk El) S 2exp(— Krag) 
1.4) 
其 中 K IRAÍ. 
证 明 TRL X 是 有 限 维 空间 ,上 是 如 上 的 Lipschitz 函数 
@(t) = e”. 由 (1. 3) 
BOSE) — ESE) < EG| FF En] 


= Eerp| 7 > Lan) = exe (3) Aa 
这 里 ?7 一 (> sh) 为 标准 Gauss R. V. 最 后 一 步 是 由 于 将 其 中 每 


项 的 期 望 看 成 Fourier 变换 ， RADIF fo) < IS Ii 得 到 的 . 


由 此 知道 对 于 t,1 0， 
PFE) — Ef) >t) = Peerp fE) — Ef) —HA>1) 
<E exp(f(@) — EFÈ) —1)a 
2 
<ezp| — æ + ALEN IAN) 
取 最 优 的 4 得 到 
P(E — Ef) >t) Serp KP il find. 
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其 中 天 = É f Bey — 太 即 得 到 对 于 Yt> 0, 
PASE) — E| >t) < 2exp(— Ke’ || fil 《1.5) 
现在 转 到 一 般 可 分 Banach 空间 ,首先 我 们 证 明 有 表达 式 6(w) 


一 2 9%) za. e. 成 立 . 这 里 a, € X06, EZX i. i.d. 标准 Gauss 
R. V. bp LR H = span{x* (€), || z* | <1}. hF Gauss R.V. 
的 线性 组 合 及 极限 均 为 Gauss R.V. , 故 卫 中 的 元 全 部 是 Gauss. 
R.V . 若 (0.,i 之 1} 是 屿 中 的 正 交 基 而 乡 , 是 由 (9,,…,%) 生成 的 
o 代数 ,注意 正 交 性 即 独 立 性 ,将 ECZ) 表示 成 2)8.z,, 容 易 计 
算出 x; = E0. H Levy KF EMR ER ECD, )a.e A L ik 


AF È. 对 于 Sa, (1. 5) 适用 . 设 


f) = Ii > ari | 9 a= (al 0,) € R" 
i=} 
由 于 当 ap € Raf 
If(e) FMIS | SY (Co 一 Br 
. i=l 


< (X fa, Bl sup{l DI- Badal. Dld e 
j=] i=) > 


= ja— B|sup{( >) x'D X, [bet | <1} = la— Blo 
i=1 
即 Wf ln, So FERF f, = EELS) 有 
PCI —EU& ll See NEID < 2erp(— Krd(é)) 
由 于 总 — E a. Cat L,) ,对 上 式 取 极 限 即 得 到 (1. 4). 
推论 ” 设 是 取 值 于 六 的 Gauss R. V. MA C, > 0 使 得 
上 人 1 人 入 Ce Q<p<m a6 
证 明 “对 于 一 个 实 值 R.V.zx*($) ,我 们 知道 
le = Gz Ol: 
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从 而 
rE = sup ERGI RES coe I Ul. 
不 妨 设 E 一 1, 则 由 定理 1 
PC EIEI Se = POEN >+ D < exp TK’), 


us 
于 是 


ENEN = | PS > par 


< 2) expr 28 ye — ydr È Kb < o, 
0 
下 面 不 等 式 称 为 球面 上 的 等 周 不 等 式 . 
设 S"! 是 "中 的 单位 球面 5" = (a = Cry), Sat = 


‘=1 


Lh ga- ES! AY HERA AE CS) 二 1. 以 8 表示 5 
LASHER BICC y) 表示 xz 与 y 的 极 径 的 夹 角 ,0 所 tr,y) < 
mS") EAR BO) = fr € 5S rr) Sr) RAP (cap). 
对 于 度 攻 空间 (3 一 ,5 FRACS! Me > OIA = {rE€ 
SS" tt Hr A) <e}. E. Schmidt (H Milman,Schechtman,,,) 证 明了 
EACS ERB 是 S"'， 上 的 一 个 冠 ,xC4) = p(B), 则 
Ba - CAD) & 2-1 BD. ` 


定理 2(Levy) FACS, Cd) > FN 


taa CA) 之 1 一 [rete (1.7) 
证 明 由 上 面 所 述 Schmidt 的 结论 ,只 须 对 于 B(5) = {x € 
SULE z) = FER BG + ©) 满足 (1.7). 由 维 空间 球面 
面积 公式 
COS” -64a0. 


m BOS 十 €)) = raf 


E 


页 


HPL. = F .cos ?04d0 = 2| cos" -0d0. 注意 cos6 委 ez,0 委 0 
-F 0 


Is 


7 t 
cos"édé = 二 cos” Jar 
f f n evn fin 
2 aes (3-e) Vr 2 
Idt < <= | ezdat 
Yon LiF” Sn S L nso 
1 ef E 
< ts zdt = ane 


对 于 积分 J, = | cos"946 直接 计算 或 查 表 可 知 


nn 
sc < Vass E VR f= 


换 回 原 积分 得 到 
us 20- 


— n-2 
1 — r- BG -十 6) = I [Feos odo < + > 


51 (Brunn -Minkowski iz A,B ÆR eI J 
G) Vol(AA + (1 — AB) > (VolA)*(VoIB)' 0 SAK1. 
Gi) VolCA + BV” = (VolA)'” + (VolB)'”, 
其 中 Vol4 表示 4 的 体积 (其 余 类 推 ),4 + BRR 4 与 8 的 线性 
和 和 集 , 即 4 十 B= {rz 十 yxX€ A,y€ RB). 
证 明 设 有 可 测 函 数 /,g pR > Re 使 得 对 于 任何 ,1 E R 
和 某 个 0 二 4 二 1 有 
pls + (1 — Ade) È JGV, (1. 8) 
我 们 证 明 对 于 R" 上 的 Lebesgue 测度 六, ,记忆 ,是 关于 4 的 积分 ， 
则 
E,o> (E, JY (Eng)? (1.9) 
实际 上 不 妨 设 A,g 有 界 , 由 齐 性 又 可 设 IS. = Well. = 1, 对 
于 0 委 a 委 1, 则 容易 知道 在 ”= 1 情况 
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{pzPayDaAfeats+Qa—-Aleg>a}, 
于 是 o 
Eg= Fros a)da 
> af ache ada 十 (一 Df we > >a)da 
= AEF + (1 — DEg > Ef) Eg). 
假设 在 x 一 1 ERG 9) 成 立 , 记 成 
Ep (Ef Eg) 
对 于 y ER, 记 :R11 一 RT,p(t) = gi, y). 同样 地 定义 Sg, 
C1, 8) 可 知 若 y = Ay, + C1 — Ady Ml 
gs + A — at) > fy GVE (OO. 
从 而 由 归纳 假设 
E, p, > Enf, V Erag) 
利用 ”= 1 时 的 不 等 式 得 出 
Ep= [Endy > (Ef an fE, agn dy) 
= (E, P EÆE,g) >. 
现在 设 P= Xaro warf = Xag = Xe» 
A= (VAA oA + (Vol)? 
A, = (VolA)-7A.B, = (VolB) "7B 
注意 到 VolA= EXa, 由 (1.9) 立即 得 到 G), 由 此 式 得 到 
Vol(aA, + A — A8) > (Vol A HVB y > 1, 
但 由 4 的 值 可 知 


aA Q — AB 
aA, + A ~ DBL = oa + CVolB)™ 
A+B i 
~ (Vol Ay” + (Vol By” 
从 而 Gi) 成 立 . l 


下 面 定理 称 为 空间 等 周 不 等 式 . 
定理 3 设 CCR’ 是 内 部 非 空 的 紧 西 集 , 以 olC) 表示 CC 的 
286 


边界 OC 的 面积 . A BE R" 中 的 单位 球 , 则 


1 


(vas) < ae) (1.10) 
证 明 ”注意 
CC) = lim Vol(C + iB) 一 Volc 
BES C= B 则 得 
o(B) = lim Vol + DB — VolB 
= lim a 十 p= DVolB _ voip 
其 次 由 引 理 2(ii)， 
Vol(C + tB) > ( (VolC)” + t(VolB)!”)" 
> VolC + nt(VolC)*> (VolB)'” + 0)? 
从 而 | 


Vol(C 十 4B) — VolC 
t 


& t—> 04431 (1.10). 
引 理 3 ”对 于 Rr 上 的 任 一 范 数 | + |S = (re ER’, [zl = 
1} 中 6 网 的 基数 NN <a + Sy 
WR 设 (y) cc 是 5S”! 中 的 最 大 子 集 , 它 使 得 任意 两 个 i 
Z jla yl > 6. BAR.) ES Ho ERA y + $8 
不 相交 ,其 中 8 为 单位 球 {zx,|x| 过 1}, 并 且 所 有 这 些 球 都 包含 在 
6 


a+ Dp. pe 


lan 


> o(B) VolC) E (VolB) = + 00) 


< 1 é 6 __ 个 n 
2, Vol +78) < Voa + 3B) = A+ >) Volg, 


或 者 
é Ô, 
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从 而 


? 
NSA 3", (1.11) 


”现在 我 们 可 以 叙述 并 证 明 著 名 的 Dvoretzky 定理 了 ,这 一 定 
理 有 几 种 不 同形 式 的 表述 . 

定理 4 NPR he > 0, 任何 无 穷 维 Banach 空间 (1 +6) 一 
致 包含 及, 

定理 5 对 于 每 个 e> 0, 存在 7(s) > 0,4 X Banach Bia], 
dimX = N, JUGEF AS ECX EN AR a = [7(e)log4y] 使 得 
E E 一 4, 其 中 [a] 表示 不 大 于 实数 a 的 自然 数 ， 

定理 5 BSE 4, 实 际 上 若 dimX = co, 可 考虑 它 的 维 数 任 
意 大 的 子 空间 ,然后 由 x 二 [7(e)logN1 确 定 与 总 (1 十 6) 辐 构 的 
Fla], + e) 一 致 包含 的 定义 即 得 出 定理 4. 顺便 地 ,logN 这 
一 增长 速度 是 不 能 再 改进 的 ,除非 对 空间 X 再 加 以 限制 ， 

为 证 明定 理 5 还 需要 一 个 引 理 ， 

引 理 4 对 于 Ve 之 0,3 8 = de) > 0,8 EM FET Banach 
空间 X Al zyx, E X AQ BCR", | + D 的 单位 球面 的 6 网 ,并 


且 当 ecE QH 时 1 一 和 过 | Dar | <<1+6,Q 


Qe tal < I Das! <A Heal, Y a € R 
i=] 


(1.12) 
BREW E = span(2,.".x,) YE T. 

HEAR UE [a] = 1, 取 yo EQ, 使 得 la 一 y" | 之 9 故 a== 
yO + Aa EP [AL] <3, lay] 二 1. 又 取 y" E K ER ay 
之 6.… 于 是 a 一 yo Hay? HAY tee HALAL 二 3 
由 此 得 到 a 

| Naz < Mey Moen a- d+) 
i=l i>0 i=] 
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又 | 2 a |l = | 20” + Aaya; | 
S18 0-404 = 4-84 — 38) 
取 e 使 (一 他 0 十 相让 二 个 让 一 的 (一 30)7! 
即 得 出 所 要 的 结论 o 
下 面 定理 把 寻求 有 限 维 空间 E E 的 问题 转变 为 寻求 Gauss 
R.V. 的 间 题 . 
定理 .6 对 于 任何 s > 0, 存在 Ole) > 0, 使 得 对 于 任 一 
Ite 
Banach 空间 X,X 包含 子 空间 上 ~G OR REPRE X IE 
Gauss R.V. 上 满足 dE >a +e) n, HP n = [d(edacé) }. 
证 明 ZAH. UE SFE XË Gauss R. V. sd (E) 之 (1 +e), 
# Eei, EE AY TH copy ,我 们 证 明 存 在 集合 A4,PC4) >> 0 使 得 


CE Cw), ,€,(w)) 0 E A} 张 成 子 空间 EE， E ZE, 为 此 以 laj = 
$ a ete me ein KIER FEI lal = 1 Hat Dah 与 


f=] 


一 一 


RSet EW Slag | =< ENEI 由 偏差 不 等 式 


=] 


PC | dag I — EWE | > SE NEID < 2exp(— Köd) 
f=] 

iM=E|F |] Q 如 引 理 4 中 所 述 , 则 上 式 表 明 

PaE QM ' > ab — 1] > 8} < 2Qerp(— Kddlé)) 


其 中 驴 是 @ 的 基数 ,由 引 理 3. 上 式 
<2 + Z yterp(— Kéed(2)) 


< nex p 2 — Ké‘até)). 


TRET MRE d O 相当 大 .从 而 ， til tm 2exp EZ — KEALE < 


1 .这 说 明 有 正 慨 率 集 和 4 使 得 a€E QM Nag | 11 <0. BI 


i=l 
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xz = lo) w E A, W roz, S| 4, PPR HE E 
span {CE Co), E oD h JW E SE 
RË E CXE EG, G Ty EA TO 
<ite, $ êX EH PRE Gauss R. V. 以 前 对 于 以 值 的 Gauss R. 
V. 我 们 已 计算 过 de) = n. M ES TEM oH < ITI, 
IT] a =e elle = ， 


dl 2 
Z 


考虑 算 子 空间 ARE) RHE BER) ul 及 
|v * 分别 表示 ze BRE) flu © BER") 的 范 数 .我们 知 
道 wv 都 可 用 矩阵 来 表示 ,此 时 用 5 u 的 乘积 矩阵 的 行列 式 的 过 
( 主 对 角 线 上 各 元 素 之 和 ) 表示 v 作用 到 ww 上 的 信 . Bou) = tr 

引 理 5 设 玉 是 向 量 空间 ,dimE =n, || © | ÆLRE) E 
的 范 数 , 则 存在 同 构 映 射 x R EI full = 1. fects = 


n. 


I! 


> 


证 明 设 K= {u E€ ZCR'E), ul <1), WK BERS 
pu) = det zx, 后 者 是 x 的 行列 式 的 值 , 则 在 天 上 ou) 可 达到 最 大 
值 , 即 3 zx EK, 

|det uo| = sup{ |det u|,u € K}. 
从 而 


| det ( a] )] < |detu,|. 


Ta 
或 |det (uo 二 ye |detuy| || uw + u ||” 


BR  |detu,.| 40, Albu, it JER u € BER"), btw 
除 以 |detu,|. DU 
[det + ustw)| < IZ + ase ||". 
u (ERA. MAH TF OV e > 0 
[det(1 + ews'w)| << A + ell u lo". 
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由 于 det(1 + euzu) 一 1 + etruz'u 十 0(e), 故 上 式 意味 着 < 0 
时 tr ugu <n || u ||. RPE 
| wot || * = sup{trus'u, | ul <1}<a. 

另 一 方面 ,不 失 一 般 性 , 若 采 用 正 交 基 底 , 则 有 ?一 trus ey < 
| wo? |] wo 十 ,得 证 ， 

We X,Y 是 Banach 空间 ,了 :X 一 了 是 线性 算 子 , 记 

a (T) = inf{ || T—S || 8S:X 一 了 是 秩 科 二 的 算 子 ) 0.13) 

称 w(7) SET H n RGBVE A (approximation number), 

引 理 6 i& H & Hilbtrt XE], X Banach SAT’; oe 
一 算 子 , 则 对 于 Ve>> 0. FEH 中 规范 正 交 系 {e2 > 1} 使 得 
| Te, || >a, (T) —e,Hpa,(T) MERELS Amac co, 则 
可 取 e = 0. 

证 明 BAÉ aT Sa (T) S>-.Me EH, lle || = 
1 并 且 |Tel > IT) — e= aT) 一 s 记 3 一 [Le 为 e 张 
成 子 空间 的 直 交 补 空间 , 则 ITIS | Se). FRG e: €S, 
1 e: || = 1, 使 得 

l Te. || 2 aT) — e. 

然后 再 对 S, = Ce,,.e.)+ SRW AAS El PA RT. 当 
dimH < co 时 ,由 单位 球 的 紧 性 得 出 = = 0. 

引 理 7(Lewis) 设 dimE = Non = (5, ME mya € 


EB lal > LO <i <n) HAV a= aa) E R 


| aa, 1 < o> LADHE (1.14) 
证 明 aS Healy > EEA Jel = 1 he 
N. MANASI E ISEEN AREP EI EAE 


投影 并 且 卫 的 秩 小 于 *, 则 
N— k< rank — P) = trQ — P) = tru ul — P) 
291 


hi ll pl =N jud — P) | 
从 而 Ju 一 uP 之 1 一 备 , 故 mw) 之 1 一 各 .由 引 理 6,3 6 


ex € IRB |ua l| SaO 1 E, G ay = ule) b= Lae, 
NN, 则 对 于 Ve€ RY, 

N N 

I Daz | < (>， la, |57. 

k=1 k=] 
: N 
#ke<n =P] lal > 5. 

最 后 我 们 来 证 明定 理 5. 


设 久 是 独立 同 分 布 实 值 标准 Gauss R.V., SE = Dlh H 
中 € 六 ,的 大 小 与 引 理 7 一 样 ,我 们 证 明 
d(&) >CdogN)'?, 
这 样 由 定理 6 立即 得 出 定理 5. 
由 (1 14) 可 知 o($) 1. 另 一 方面 , 若 4 是 概率 空间 2 的 一 
个 分 划 


Ar {wo Il xe} = sup | 8w), |] } 
则 
sup|9co)} ix = I Dyan 上. 
从 而 


Esup |] 62, |i = & || Dy lX ats | <E Yon | =E|é| 
GER SIAC 一 Xade 与 4 同 分 布 ). 
现在 引 理 7 的 条 件 说 明 
FE sup |i SENEI. 
Rt 9, A ME FETE a> 0 使 得 


PCO, > elogu'”’) 之 L, Anl 


从 而 
P (supl, < allogn’?) = (PCO, < aClogn) J” 


ai 1 \” . 
Sl Se 
ax 3 C 使 得 
E sup || > C dogn)!? 
kon 
最 后 得 到 
We 
d) = pate [te supll) > logn > Cogn. 


$2 .大山 性 与 一 致 包含 妈 


本 节 将 叙述 关于 Banach 空间 的 下 述 几 种 条 件 的 等 价 性 : 
(1) K Ste. (2) B SHE, (3) 不 一 致 包含 总 ,(4) R-p 型 (p > 1). 
这 些 性 质 有 各 自 不 同 的 来 源 . 例如 ,天 凸 性 来 自 于 算 子 的 有 界 延 
拓 ,B 凸 性 来 自 大 数 定律 的 考察 ,至 于 一致 包 含 和 Rademacher p 
型 前 面 都 已 讨论 过 . 此 外 我 们 还 将 讨论 o 的 一 致 包含 性 质 以 及 
R-z BS R-g 余 型 的 对 偶 性 质 ， 

我 们 知道 Rademacher 序 列 {7,,n 之 1) BL, GO 中 的 正 交 函数 
系 ,但 它 并 非 完备 的 . ICR, ELO Br, nS 1) 张 成 的 闭 子 空 
间 上 的 投影 算 子 . JEMNE Ix Æ Banach 空间 X 上 的 恒 等 算 子 , 现 在 
考虑 Lu) OX EWAF RO Ix: ` 

R QIVA) = VRMz VY HE LUDE X. 

定义 1 Banach ZH) X RAE K ON. Ri Oly 可 延 拓 为 
L(x,X) 上 的 有 界 算 子 . 此 时 记 K(X) EROI E lp X) 上 
AYE BP KOO = | Ry @ Tx | uou. 

例 1 WX=L A= 2",12D,={(-1,1) Be AD, EH 
Haar 测度 (参见 ,$2 例 4), 以 5 记 D, 上 的 第 i 个 坐标 ,注意 六 
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可 以 与 ZL1(D,) 建立 等 距 同 构 关系 . Hb ARLO) 的 元 素 ,对 于 
函数 

F@) = HA + rA), 
则 WFO x 一 1 从 而 Fox = 1.48 


CR @ LING) = dari, 


| R @ IDEF || LX = E || > || > Ayn? 


后 者 是 根据 Khintchin 不 等 式 , 于 是 K > An” 一 co(n 一 
oo). 由 此 知道 一 个 六 凸 空间 X 不 可 能 一 re I 因为 如 作为 六 
的 闭 子 空间 必 及 (8) SK) BAFE. 

HEE PJ LAANE L s La slos Lice Co 都 不 是 大 AY. 
例 2 空间 上 4 是 AA. 
RSE LAM OL Ble} 是 4 的 标准 基 , 令 8 二 过 fe >M 


IF las = EIS = ED dol y= SH glp. 
i=] i=l > ‘ 


另 一 方面 ， | 
< (R, Q lf) ,0 >= Ri <a fw) ,0 >= Rp 
所 以 


ICR QOLF te = (D Rgl)”, 
i=l 
|R QLS I Ld = [E(B Re) }” 
i=1 


< RIED lal?) = PRA WF llc 
从 而 . 
|l R © Li, lz, UN) Ld,) < | R, |! < oo, 
由 此 还 容易 得 出 , 同 构 于 Hilbert 空间 的 Banach 空间 是 K 凸 的 . 
下 面 定理 可 以 看 成 是 上 一 章 $ 1 定理 4(3) 的 逆 , 但 需要 对 空 
294 


间 补 充 K ARE. 
定理 1(Maurey ,Pisier) i X Æ K H Banach 空 sH, X* BX 
JHM, a X* FE R-g RBA (2<q<co), MX ER p 型 的 ,这 里 


1 1 
pT! 
证 明 X* 是 R-g 余 型 的 , 故 存 在 C > 0 使 得 
cs) I x; hed <C] rar | Ly(X")» (2.1) 
i=] i=l 


Vn 之 lr ,Tt © xX" 
FY.” En E X, wr = (g, Th) 


ill {I = sup{ Da; Tis I Sira | L, ix" = <1}. (2. 2) 


i=l i=l 


HS = { (Snot t€[0,1}},5 CLX). RS 是 闭 子 空间 , 故 


S = St = (ER) 


注意 (2. 2) LTS Mell sup (EÈ (ria) Cra} oh Ura 
上 .05 过 1), I © M SEE SR AARETE RSE 
lef) = infil Sx + BsD E LX), Beg = 0, 
” i= 1 ,nn). (2. 3) 
现在 由 (2. 2) 和 (2. 1) 知道 
ell < sup{ CH far OF X Eas 


a 


I Sra; l ex) <1} 
i=l 
" l 
cl 2 EAH 


rE >) x, <1. H2 DEED E LX), Ee ® = oG = 
295 


1,…,n) 使 得 | Der 十 更 | oo <C. {8 


Sen = = (Ri © Ix)| Dez +) 
所 以 
| Seats los ROK I Dez +8 | ro KKOIC. 
由 范 数 的 齐 性 得 到 
| yea lno <KOOC( Syn}? aa 


X fi p 型 空间 . 
推论 1 (1) 若 X 是 R-p 型 , 则 XX 为 R-q 余 型 的 . 
(2) 苦 关 是 大 出 空间 并 且 是 R-g 余 型 的 , 则 X* 是 R-p 型 的 . 
这 里 ”二 十 一 二 1. | 
证 明 (1) 可 以 根据 上 一 章 $1 定理 4(3) 得 到 . 实际 上 , 若 
XX" 是 p 型 的 , 则 X*" 是 4 余 型 的 ,作为 子 空间 和 是 4 余 型 的 ， 
为 证 明 (2) ,只 须 注意 到 LCp,X)* = LX OHER @Ly 
F LX) FARSH R 的 Ix: ELX LER, AE 
XK O44 XK OM TAEAE 1 类 似 . 
定理 2(Pisier) Banach Æ Ñ] X Æ K mpa aI XR 
Ae li. 
这 一 定理 的 必要 性 已 在 例 1 末尾 说 明了 . 关于 充分 性 的 证 明 
是 这 里 的 实质 部 分 . Pisier 不 仅 证 明了 充分 性 成 立 , 而且 证 明了 天 
凸 性 与 一 种 特殊 类 型 的 算 子 半 群 的 解析 性 , 以 及 空间 的 局 部 
x 一 Euclid 性 质 等 价 . 由 于 涉及 其 它 基 础 知识 ,这 里 就 不 拟 叙 述 了 . 
定义 2(Beck) Banach Æ) X PAE BYE): SEEM 
数 kA e> 0, X} F X 的 单位 球 中 的 任何 元 素 x1，: ,2 都 可 取 一 组 
“十 ”,“ 一 ”符号 使 得 
lzi t r: +e tall KRO eE) (2.5) 
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定义 3 Ph Banach 空间 满足 (23) 型 大 数 定律 ; 若 对 于 任何 X 
值 独立 R.V. 序 列 {q,},Ed, = 0E || d, |? <M < co, 则 


1 x - 
= di > 0a. e. (2.6) 


i=l 


Beck 证 明了 上 述 两 类 空间 是 一 致 的 . 

定理 3 iX Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 ， 

GX Æ B YA. 

GDX 满足 (8) 型 天 数 定律 . 

GDX Æ R-p 型 的 并 且 户 1， 

(iv)X 不 一 致 包含 i. 

证 明 Git) > Gi) 容易 由 Hoffmann-Jorgensen , Pisier 定理 得 
BCR V. § 3 €81). ROLE. Oa X B pC 1) 型 的 ,{d,} 满足 
(B) 型 大 数 定律 的 条 件 , 则 由 于 已 1d, l? <E ia o? <M? 
< o, Fa pla,l’< MD 1 <o, Amt Sia, 0 
a.e. (BY 型 大 数 定律 的 结论 成 立 . 

GD) 过 (i) EXPE BMH. hE LIFE H R Rk M e> 
OEE ase or Wall KI <i <k) MF E SHE TEE 
有 

la, ka, tex, | Sea Ee. 
选取 正 数 序列 & 和 6,e -> 0.0, > OTR BR A > OC 一 
Oy) 和 .xi aera? 使 得 


Jr 士 … 十 x | Ska 6) 


其 中 a? SL 士 号 任意 选取 将 不 再 复述 . 归纳 地 进 了 这 -- 过 
BOWE Ep n> 1, 令 1, = Sct >a O ~ 8.3, 和 相应 
= 人 


TE Ti, «ee wre 使 得 


n 


Jor Eo E | SRA es 


注意 -< >1- 
Mati 


现在 定义 独立 RV EIA) PET RE SE m <i 
< mj+1, 即 i = mi 其 中 1 <r< k a MWS Ti = r”, 再 令 Pld, 一 
z) 一 了 (di 一 一 x) = + H {d} 彼此 独立 , 则 Ed, = 0 并且 
eles lel <i E 


Miti 


>| ae Si dw) || — || iaw | 
icm +1 

>l aP te t P l — en, 

ne +1 ™ 541 


kj (1 一 €)) — Z 


Mji 1! Mj41 


> 
> (1 一 p) _ €j) 一 06;, 


从 而 limsup | 13) 4,(w) | = 1 a.e. ,与 Gi) HH. 
OSG ” 反 设 XX 一 致 包含 5, 则 对 于 Ye 汪 >0 和 nn 之 1， 
Jar, AGE | ail = 1, 使 得 任何 标量 a,,… ,a, 有 


a-oS|al< dl Saz l| < S lal, 
i=] =] 
d~Ook< | tzl <k 


与 8 同性 矛盾 . 
(iv) 过 (省) TERR n ie 


A, = inf {A aff | Dee li tat) <A Jn ( > | xi Wey’, 


Von E X} (2.7) 
Gni = co). 我 们 首先 证 明 , 对 于 任何 自然 数 nk, 
Ant SAA (2. 8) 
为 此 设 rise tm EX, S 
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zi( 人 一 > r(x; 0 € [oi = l, n 
j= Get 

则 

1 1/2 . a 

? im i=] 
于 是 
(Dra ead) <a, aS S I) co ea)” 
最 后 有 


nk 1 n 
([1 Enora) = (fh Eroe Itara)” 
o 7-1 o fy 
<A, vn | 


jars 


LAA Jni| 3 lz pep”, 


故 得 到 (2.8)。 一 
现在 有 两 种 情况 :(1) EX FER n lA = 1, 则 对 于 任何 & 
> 0,3 zoer, 使 得 


fi Drala > a= omy dads (2.9) 


注意 [DI Dea 1) = (f Scene, 1a) xt 
eee 有 2 种 选择 , 设 有 大 个 满足 
I Nea l< a- Yew Shady 
对 于 (2.9) 有 和 
don lal LEKA- Om) all 


ak ， 
| >} -co)zrlsab| a 


j= G-Dkt+1 


+ $2" — KD) lel)’. 


B(S hal) KE a EEK YE. 对 于 se 过 2” 知 
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道 K = 0, 于 是 不 论 5 一 土工 如 何 ,相应 的 xz,,…,z, 都 有 
I Next> a— Vem dD lal. 


仍 将 VE BH BD) lal? = nM 
: (P kal] >a- o. 
于 是 
Fall aly 
=F al ated bed + iat? 


i=] fol 
= pedal alal Fe AET 
= (lel) > zd)+ 7D Jal. 
1 Shall laD =Y al (E a) 
i=] j=1 “ i=} : i=] 
< (2. 10) 


max |l gel) — min fl x, | < V3en. APL x, HO BAR LE 
从 而 接近 于 1 ,特别 地 
1 一 Vien < < lell <1+ Vien. (2. 11) 


(1 一 V2en) 
on CEES. e = sigap M 1B. <1 并且 
asan | Meal = 1 ED — Dprl 
i=} i=] i=l 


< Sa +181) fart TB 
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Sn Ben) + ~ Fen) IY Sev | 


一 7 


或 者 
了 172 
l= S'je al> | Say, | > > O — E) n — n — ane 
所 = . 1— V2en 
b= 1— ven — (O — e) +n + V2ne) y c> ORFS 


1 ~ V2en 
一 1, 故 总 可 得 到 8 > 0. 由 范 数 的 齐 次 性 ,对 任何 aa, ER, 


a=) al< I Zeyl < Sal. 


i=] 


(由 此 式 还 可 知 yoy 是 线性 无 关 的 ) ,一 致 包含 1, 与 条 件 
(iv) FE. 

(2) FF HE BRS A EEA, 取 g 之 2， 使 得 家 = ed sey 
(2.7), 


<A) =k F (2. 12) 
一 全 ,我 们 证 明 对 于 任何 1 <r < pX RAR pH. 
实际 上 ,对 于 每 个 2 和 xz € Xi > 0.i0 
(Said? (Shei) 
A; = (ji. Sa o < -全 一 一 
Bw 4; 记 A, 的 基数 , 则 


(fu Droz tae} < Pak I ne | dt} 
Eyii grosa” 


| 


$p 


IEA 
< Ea VAS hast)" 
j i i€ A 
< Wa VA, VA, zl (dls, I)” (2. 13) 
10 
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又 ( > il Ti I ‘| we = ( 5 Il Tj | r) i/r 之 A, ( > ji xj} 10 TRH D Ir 
i=l JEA, J 
从 而 AN” ATO, HD ER HH OA, EL K m <n Bt Vm An < 


Vn i. HHH C2. 12) 
sya Aiko < Jarena nie Suk bo UF VA RGED po ile 
720 i20 


< geih = UF RBG? < oo. 

由 定理 2 可 得 到 

推论 2 12 X Æ Banach Si. X B OYA XK h. 

在 第 V 章 $1 我 们 引进 过 记号 px Mor MERIA 

定理 4 i$ X Æ Banach 空间 , 若 px > 1. tS + = =]. 

Aad X Æ K UA. EG 1 得 出 所 要 的 结论 

px > 1 的 条 件 不 能 少 . 例如 和 有 2 余 型 ,ce MA 1 型. 

定理 5 (Maurey-Pisier-Krivine) i X FEAF 4 Banach 空 
间 , 则 

(i) X 一 致 包含 切 , 其 中 Zp = sup(p.X Æ p BH). 

Gi) X 一 致 包含 如, 其 中 9 = infiq, X 是 9 余 型 的 }. 

在 证 明 此 定理 之 前 ,让 我 们 给 出 定理 5 的 几 种 等 价 形式 . 首 
ZEX, MIF Y > OM nS FET n EX, 
lel =104 <i <n) 使 得 


($ lal)” < | Da, I< atol S Ja DCAD 
将 w 换 为 一 ,再 积 ! 分 有 
mt < San < + em 


EE D ha 1) = 0 LL 不 可 能 有 大 于 p 的 型 和 小 于 p 


的 余 型 ,因此 由 定理 5 可 以 得 出 
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zx = infip,X KEE Lh}, 
qx = sup{p,X HEA i). (2.15) 
由 此 可 以 得 出 定理 5 的 等 价 叙述 : 
定理 6 X Æ Banach 空间 ,1 < pq <œ, 
G) XX 是 2 型 的 当 朋 仅 当 关 不 一 致 包含 全. 
Gi) X Æq RWAN X PREE h. 

另外 对 于 定理 5, 当 px = 2 时 ,其 结果 已 包含 在 Dvoretzky € 
理 中 . 当 p=1 或 gq = ce 时 , 即 定理 6, 是 Maurey 与 Pisier 的 结 
在 上 一 章 中 我 们 讲 过 Gauss- 型 ,根据 那里 8 5 定理 2, 对 于 一 个 
Banach 空间 和 还 有 px 二 sup{p,X 是 G-p 型 的 }. 我们 下 面 将 证 明 
定理 6 的 (iD ,而 将 (ii) 的 证 明 略 去 . 为 此 只 须 证 明 : 

定理 7 ikl<p<2, HF Banach 空间 X ,以 下 条 件 等 价 : 

G) X Æ G-p 型 的 . 

Gi) Se > OX 不 (1 +) SREE i. 

Gii) 对 每 个 6 > 0,X 不 (1 + e) 一 致 包含 i 

一 日 定理 .7 得 到 证 明 , 定 理 50) 使 可 得 到 . MRL. px <p 
<2, Nh (2.15) X RE G-p 型 的 ,于 是 定理 结论 说 阴 XX 一致 包 
& 1". #3 p= py MAE? 记 六 户 使 得 王 是 C- 记 型 的 ,同样 可 得 
到 X 一 致 包含 已. 至 于 p 二 2 的 情况 同样 包含 在 Dvoretzky 定理 
H, 

为 证 明定 理 7 => (i) ,我 们 有 下 面 更 细致 的 结论 . 

定理 8 设 1 之 p 达 2,4= 人 "对 于 每 个 :> 0,3 m) > 
0, 使 得 对 于 任何 G-p 型 Banach 空间 X, 都 存在 维 数 是 ”二 
EOST XV] TEH E RE Tn REST, X EX HGP 
型 常数 . 

定理 7 的 证 明 jd) ”注意 XX 的 及 型 和 G 型 都 是 由 xX 
的 有 限 维 子 空间 族 决 定 的 性 质 . 车 久 一 致 包含 如 ,但 7 本身 并 不 是 
G-p 型 的 ,所 以 X 也 不 是 G- 型 的 .. 


303 


GDG) 若 定理 8 成 立 , 当 和 不 是 C-p 型 时 ,3S7(X) =o. 
此 时 可 找到 X 的 子 空 间 X,, 其 G-p 常数 任意 大 . 若 1 < p< 2, 由 


定理 8,X, 一 心 ,与 (ii) 矛盾 . ME p = 1 的 情况 ,由 于 区 间 [1,2] 中 
使 X 一致 包 含 似 的 是 闭 集 ( 可 直接 验证 ) , 故 p = 1 一 定 包含 在 
其 中 . l 

剩 下 只 须 证 明定 理 8. 为 此 需要 一 些 关于 Gauss R. V. 的 引 
理 .首先 ,假定 {%) 是 一 列 独立 同 分 布 的 实 值 R.V. POA >t) = 


e7 (之 0. idl, = Da c G1. 
=) 
t gf} _， ` 
PT, <2) | Gopi ds #20 


特别 地 ， PU >N O<pmowosySele>oy=1it 


aw 


lime? PCP: Ve >t) = 1. (2. 16) 
j2}, |l Pel, < Am 
lim PI > t) 一 0. (2.17) 


由 强大 数 定律 IT, 一 lae MHF Ve > ORR > ah 
Stirling 公民 l 
PG-® 1 


E(r;°) = TO F 


(2. 18). 


ao 


同时 

oo oo it 

> pp_ GNP] 一 1p gol er 
Erp y= Siew ple Gopi ds. 


(2.19) 
引 理 1 设 0 二 p< 二 2,7 是 实 值 对 称 R.V. Ela? <o, (7) 
是 与 了 同 分 布 的 独立 R. V. 序列 ,人 7) 与 {1} 独立 , 则 级 数 


om 


Y = DA 9; 


jet 
a,e, 收 敛 , 并 且 了 是 p-G R.V. YHBMo=Cr ial, HEC, 
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满足 Ca 
sneha > 2 = Ger (2,20). 
证 明 MFP >OM2< i <a, a 
P<| EGA >ÐLSPOjS hs In| > tj") 


i*i, 


+3 £2 L Ser; fx, byl) = L+ 


: ilo 


其 中 . i ` : 7 ' t Ay = 
LLEPA >S < Ell > aftr) . 


IPig 


PERK ARB (2.18) ECAC’ 使 得 


ns {Ef Sj 2 “Tam tt 
: * 和 . . a 
C! 、 C' 

< e a iE [Pl Xine 十 PE lB Xans 


HERE Fj > oo Sh SBT 0, 于 是 

| Sr; Vin, (RERS. 由 于 各 项 独立 , 故 ee. di Be. 
为 验证 了 的 G-p 型 ,只 须 验证 若 Yi Ya 是 了 的 独立 copy. Ml 
ai aY Co 十 17. 现在 设 六 = Dr Moi =], 


2. HD} MLL} C= 1,2). 人 4 SB = = jw|* ,考虑 
(Pui! G Li = 1,2} 的 非 增 重 排 (77 71). {了 ;B87',j 之 1 是 
Lh B: mene Poisson 过 程 的 跳跃 . 记 这 些 过 程 为 N',i = 1,2, 00 
(Yj ,j 之 1) 是 和 N' + N? 的 顺 时 跳跃 ,N' 十 N 是 以 Bi + B, HB 
Bi Poson 过程 FESR HAD TRS h 有 同 分 布 ,从 而 


aY, 十 aY, = Do Men = (B+ BM TS ven, 
i= = 


. maa ae + les ea a 


lim PTT nl > 2) = Ell’. 
当 了 之 2 时 由 (2.17) ARE] < ec 得 出 
lime’ P| Sr va | >t) = 0. 


故 
lim” PCY | >Ð = Ely’. 
所 以 G-p BRAC. Iai, 
引 理 2 设 {Y;} EMA X {E R. V. FALI YI <1. (6) 是 
HB | <i’ S = DAY: RMF ET t> 0, 
P(| || S| EISI] >) < 2erp(— Kpt). (2.21) 


È 
这 里 1 过 pp 声 29 = FT 


证 明 在 V. $ 1 RUE TR TR 
; O 
PC DaN — EIZEAN >D < rp ja 
(2. 22) 
假设 supi | di | e = DAIRE S ta = 1 H 2 poe lem 


qm". Sn = Ya, Re 一 Daioh 


I Sal E Sane | Zal — | 24 | 
+1 Xll ~ Ell bia II | 


i<m 


< | Il Rm | 一 —E i Rn |l | 二 tmn, 


所 以 由 (2, 22) 
PARESI EUS | > SPA WR. | E WR, | >t) 


= 
存在 常数 C (HE DIF < Cm 多 ,于 是 上 式 最 后 后 小 于 2exp( 一 CC 


i>m 


< 2exp(— 
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纹 ), 对 于 任意 的 1, 取 澡 使 6 二: 之 zy; 则 可 得 出 
PUI 34) -EIÐA >D 


Zerp(— ). (2. 23) 


K,t 
Cupi” |d- 
对 于 S = 2)BY,,18,| <i? 代入 上 式 可 得 (2. 21). 
定理 8 的 证 明 设 ST,(X) <o, $ s= SST CX), 由 
ST, (X) 的 定义 ,存在 非 0 的 向 量 21.0, E 和 使 得 
> lz)? =1,E) ya | >s. 
这 里 {0} 是 G R. V. FED EY JE UAE X MRTE R.V. 


_ del? ._ 
P(Y =+ P= 2 3 i= lse’. 


2 (Y)) 是 Y 的 独立 copy, 由 上 面 引 理 2, = Cr > bz 与 


Spry, MA. SZ = JY, FER, Z) 分 别 是 Y 与 


Z WIR copy. 若 aseta, E R, 5 lelt = 1. BY} 的 独立 
”copy{Y;} ,i 之 1, 则 7 
Daz 一 > yar 
由 于 Yj 的 独立 同 分 布 和 对 称 性 , 它 与 BY 有 相同 分 布 ,这 里 8， 
是 集合 {la 六 $j 之 1,1 达 i 过 的 非 增 重 排 ,于 是 B 世 /7. 注 
意 WY i-<1,8@.21) 得 出 
Pd > aZ || —E || > aZ; | [> 人 >2ezp( 一 二 )， (2. 24) 


C, 为 某 个 常数 ， 
以 下 的 证 明和 “1 定理 5 的 证 明 类 似 而 且 与 尹 同 构 的 子 空间 
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可 以 通过 一 个 买 值 R.Y. 找 出 来 . 实际 上 , 设 Y, 是 如 上 的 p-G R. 


V. aaea E R, > lalt = 1, 则 
r=] 


E| Day, | = ENYI > C's (2.25) 
了 与 Z 不 同 ,但 由 (2. 19) 

El Dr TED SEMI = jH A D, < o. 

从 而 由 三 角 不 等 式 和 Holder 不 等 式 


IE |I SaF, | — £1 Sez < D, $; la = Dynt. 
设 人 >0 满足 Dw < 3/20, Ë M=E || 7 | , 则 (2. 25) 表明 
1) Ne _ ôM 
EI Dadi! — MIS. 
we = OM h (2.20 得 到 


PCI |i Vaz, | — M| > 8M) < 2exp(— VM /2C,) 

` < 2erp(— &S4/2C1C,). 
OK $20, AR AY ô A BERUF ezrp(2270) , 则 

PW ae Ki Mazl — M| < ôM) 
7 21 ost 

VCC, 
对 于 e> o0 R> 0 足够 小 ,由 ;作成 3 RER? = 7,(0)( 或 
PED en = ST, XV] 可 使 上 式 严 格 大 于 0. 于 是 对 于 适当 的 名 
(+e) LOS al yun | Sa MZ) | 


i=l fe] 


= 1— 2exp 


<a Fo Ja, ny 
t=] 


(V a= (ayy) E K). 整个 定理 得 证 . 
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8$ 3 ”有 限 维 空间 的 几乎 Euclid 部 分 


局 部 理论 的 发 展 引 起 了 对 有 限 维 空 间 新 的 研究 兴趣 . 这 一 研 
究 的 特色 之 一 是 严格 精细 地 估计 有 关 的 数据 ,例如 凸 体 的 体积 和 
球形 部 分 的 维 数 ,x 维 空间 的 距离 , 必 到 如 的 杠 入 ,几乎 Euclid 子 空 
间 等 . 

R 中 的 一 个 集合 上 E 称 为 同体 (convex body), Æ E ER PRY H 
凸 子 集 并 且 其 内 部 不 是 空 集 . 特别 地 , 椭 球 (ellipsoid) 是 指 形 如 A 


” yz 
= {x = (4y,°52,) € R', > [| <1} HRS HHo<a< 
i=] i 


oo 1 Si <n. 容易 验证 4 是 欧 氏 空间 如 的 闭 单位 球 在 某 个 线性 变 
换 之 下 的 象 . 并且 A 的 Minkowski 泛 函 必 导 致 一 个 内 积 范 数 , 现 
在 我 们 假设 Re RATER | | ,而 | (ÆR 上 的 欧 氏 范 数 , 即 它 
是 由 某 个 内 积 (…，') 诱 导 的 ,|z|: 一 (zz) ,对 于 zER, 定 义 z 的 
Hiit% Cdualnorm) 


jaf *= sup 4291 = sup |(x,y)| (3.1) 
vo lyi 


fot si 
容易 知道 , 若 存 在 a,6b > 0 使 得 YxER 有 
at|ce|< el olzl 


则 bjr S lzl Sale|, VreR (3, 2) 
Tip kA lal = Cex) < Yall ol 即 可 得 到 所 
要 的 结论 ， 


首先 我 们 来 判定 二 维 空间 之 间 的 距离 ,在 这 方面 内 积 空间 有 
着 良好 的 性 质 . 我 们 知道 维 数 相 同 的 两 个 内 积 空 间 EE,F 是 等 距 同 
A) ed (ESP) = 1. 对 于 更 广泛 一 些 的 情况 ,我 们 有 FF* John 
1948 年 得 出 的 一 个 结论 .以 下 以 BCX) 表示 X 的 闭 单位 球 . 
定理 1(John) 设 和 是 二 维 线性 典范 空间 , 则 aX S 
Jn EAH E dimX = nu > X -REEAF, le ll s1, 
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使 得 u(BU2)) 是 包含 在 BOO) 中 的 体积 最 大 的 凸 体 , 则 必 有 
I, u = Vn ,这 里 玖 :是 2 绝对 可 和 范 数 . 

证 明 RAA $1531 5. u: — XE lel =1, 
Jett =n RP l e EAO HER. | i BAX, 
H 上 的 与 Ioe l SERRE. FISHES 的 证 明 , 其 中 用 到 范 数 
最 大 的 算 子 zx 存 在 这 一 事实 . 现在 X 与 如 都 是 有 限 维 空间 ,因此 | 
“| * 是 核 范 数 . 即 | : 


elt =inf2) ae 1 yl (3. 3) 
f=} 


2B FLEE PAB vE) = > =: Cz)y(YV z € X) 的 


{x7} OX" EL 而 取 的 ， 

由 Carathéodory 定理 ,有 至 多 wr +14 BX) 中 的 元 作为 
其 单位 球 的 端点 . 我 们 现在 在 (3. 3) 中 审查 这 mx Sn? 十 1 个 端点 
的 情况 . 设 w-! 是 这 样 的 一 个 ,此 时 可 以 找到 {zx7} CX yi} CL 
使 得 


u! (r) = Sa (x) yy,» y 性 E X, 

i=] 
Silat l?= Saletan (3.4) 
i=} i=] 


ETX >13,S 7 > G WE MT x) = {r (2) Se) = 
yy, 则 容易 验证 ST =u. HG.10), |S llas = Vn das 
XV. $6) 并且 

IAT) <( D War ity Sa. 
考虑 到 是 n EST PAT T 5ER B GE CR 
阵 ) 复合 . 因此 可 改写 
uw! = Ba 
其 中 :和 一 六 ,有 (Co Sn Be, |B las 二 Vn. 由 于 
| au || ns S Bilau) S HH, Ca) lu] <n’, 
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| r n = tru7'u = trp (au) 
FH trhleu) > | aul usl pl 这 说 明 在 算 子 的 标量 积 (4， 
Bh m EA BIRU. Cauchy Sehwartz FAR PERAI V E 
= 8 ,A = au ij Bo = au, (hu! = aB h B' = an, AT e 
ee REZEK, 181 =1. ee 
Ge") = Ma) < |] BI Me) < 
AAM, 
| n? = [Illus = H,(u'u) < Hu Nall <M!) 
ACT) = nt aot << Vn ,最 后 得 出 
| AXK feel et Sn. 
推论 1 OTF ETAT n SEMA ER] XY dA (X,Y) Sn 
定理 2 dy) Ka AL p<), 
. 证 明 il Sp <2, Holder RER. 


(Stat) <( Sal) St Say? 3.5) 
i=} i=} i=l 


根据 Banach-Mazur $8 AYE MA A) <n 7. MIS p< 
co ATE OLA AHER dX, Y) = dX". Y*) ay JES. 当 
然 也 可 以 用 类 似 于 (3. 5) RF GE. 

WE p= oF 


. . : 
max la;| < | 5 |a;|*) < n'? max |a, |] 
一 [tba 


得 到 dual) Srl? 

现在 由 距离 的 次 可 乘 性 立即 得 出 

推论 2 WEI Lpg <de) < < nit 

对 了 于 给 定 的 一 个 半 维 赋 范 空间 X， 其 中 能 包含 多 大 维 数 的 子 
空间 巨 使 其 1 十 e 同 构 于 一 个 Hilbert 2], E ETH, mA 
请 寻找 + 维 空间 的 几乎 Euclid 部 分 或 球形 部 分 . 让 我 们 先 介 绍 两 


个 具有 特征 性 的 数字 . 
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Z En EKREN R HARES = {x €R, X) el = 


1} ,这 里 象 本 节 开 头 所 说 的 那 种 用 |x| ERRER. RAS E 
的 旋转 不 变 测度 上 w- um- OS") = 1. 设 了 是 在 S 上 定义 的 连 
续 实 函数 , 称 My 是 f 的 中 位 数 , 若 

Wr E S* fr) < My} > 1/2, 

pz E SI, fx) È My} È 1/2. 
iwi | BR EHR R WEG. 2) Wr = lel Bs! 
ERREZAK. 我 们 定义 f(x) = >(z) 时 的 My 为 1M. 此 外 对 于 1 
K poco 定义 


Ara] lel dan (| mu (3.6) 
GE A? = A,). 
引 理 1 if eS LAER RRM, 是 了 的 中 位 数 ,47 = 
{rz ES ,f(r) = My} 则 对 于 VY0O<e 委 1， 
by CAL) 1 — de" (3.7) 
这 里 4 = {x E€ Sl d(x, A) <e}, d BS EAE. 
证 明 ig AL= (x € S7, f(x) >My}, AL = (x ES" 
f(r) < My} Il) Ao = ALN AL. BRAL = (AL). 站 (AL). 由 等 
周 不 等 式 及 其 证 明知 道 
1 CAD <= wy AL H A ey (AL) 


<20 一 Zete) 
Ba AD S1 Ne 1 gen”, 


引 理 2 设 (X, || + ID Æ Banach 空间 . | - | 是 满足 (3. 2) 的 
内 积 范 数 ,0 O67 < 一 1, 开 ,是 上 一人 zz 一 1) 的 8 网 . 若 对 于 每 
个 TE Kol =S lell S1 +7 则 存在 函数 78.7) > 0 使 得 
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所 以 


ma a a aee a a enema te ee e tok 


SL ie tae 


>= lah 


lim £0847) 一 1 并 且 
SOM jr S ell SIED] Y rE X (3.8) 
证 明 ig ra E BAE = ar H ear 十 Sr 十 …, 其 中 六 GE 
Ki 之 0). 则 x 志和 十 7)(1 一 6)71, 对 于 每 个 xE€ 久 ,x 尖 
OT EBH 
Iz <a+PAa— e'r] 
$X. = XX. HARE | *( 见 (3.1)), 对 于 x E 
K, Ro. E X Oor) S= nl <a-p a 
1 委 |zlly = ly LaPa Aa, 
la + y, |? = |al? + 2y) + Jy 之 4， 
la = y, |? = Jr}? — 2Cr,y,) + |y? 
=1+ +70 —6)70 — 9)! — 2 = A(6,7) 
易 知 ,lim 人 (6,7) = 0, 


SIS MD, rl SACD FRG E 天 小 构成 
8B 的 6 + AC.” A BEE Kv it. ly lt <a — 9) RR 
据 前 面 所 证 对 于 y € X, 

ly ll? <a +a — ê — ACG.) yy yEX 
从 而 

lal 2 ampa- êm AC.) rl, rex 
适当 规定 /(6,7) 可 得 到 不 等 式 (3. 8). 

引 理 3 设 dimX = ,其 范 数 I + WE 满足 (3.2),| .| 是 XX 
上 的 内 积 范 数 ,0 < eL om She yon y AL PEE m 
个 范 数 为 1 的 点 , 则 存在 等 距 同 构 U :4 -> (X,| .|) 使 得 

M, — be X |[Uy,| S M, + be fF = 1 pem (3. 9) 

证 明 HA SK(PES zl =1, cll = M), 则 对 于 Ah. 
中 的 任 一 点 y 有 44 中 的 点 x 使 得 d(x,y) <e 注意 是 测 地 距离 ， 
故 
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|z — y| S diry) <E, 
从 而 
lz yl sbl yl<be, {ily ll M, < be. 
由 不 等 式 (3.7) ， BS 
m dys lyl= 1s] lok Mb) ny, (ADSI de A 
设 Uo:& > CX, | + D ESEE GE HH Hilbert 3 
“BD ,国定 各 中 的 个 单位 向 是 Uy E S HFS EARE 
VUE S FEIER [sl = - 1 都 可 以 由 某 个 旋转 从 y 得 
到 , 由 于 p。 ， 的 旋转 不 变性 ,着 人 ,| "|) 上 的 正 交 变换 (或 旋转 ) 
的 全 体 为 {V1}. LB | 
AVAL VU] ML he Sa e t e 


m 

5 是 {Y 了 上 规范 Haar WE. WES i—i V. tg U=VU it, 
(3..9) 式 成 立 . 

BRA RAWO ORROD RIANI aT 
在 C> 0 使 得 - - 
o [A, =- M| soc, (3.10) 
Hab < Sn W, 
LLAM SC. | (3.11) 

… 证 明 ”由 (3.7)， 

a ES 
由 bS Vn 得 出 
Hy Atel) = M> L4, 
从 而 | | | 
A = M4 < | ble = M | > Ddu i) 


=| pd el = M> Dde 
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< 二 。 Land = 4 = x. 

为 证 (3. 11) 不 妨 设 a< 1 Ty RNM Sa i1. PRE i 
证 明 表 明 
. |A, — M,| < VBa < /BrM,. 
所 以 A, <+ V8x)M,. 

` 另 半边 不 等 式 是 显然 的 ， 

定理 3 对 于 任何 6 > od 7 = 7(6) > 0 使 得 若 dim(X， 
Ie’ =al S5 iel 等 价 的 由 积 范 数 ， 则 当 k = 
CmMb 3] 时 ,存在 子 空间 了 CCX.dimy = 人 ,使 得 节 TE, 

证 明 WF ODORS HN > OR = 708) = 700) 
> 0, 使 得 L087) <1 + OS 67) 是 引 理 2 中 定义 的 函数 . 往 
证 ?一 于 log| 部 | 即 是 所 求 .由 引 理 3. MO 了 


是 及 中 的 单位 向 基 , 其 中 六 = erp Dany! Mib 门 并 且 取 等 距 同 
构 忆 ;4 一 (X,M;!| + D 使 得 
l—ex |Uy,] 和 1+e， ASS m) 
根据 8 1 引 理 3 和 了 的 值得 出 
1 十 | < iz} = exp (klog 3) <m. 
Evo ADB TE ASSET Y, ARERR 21 
3,.dUY,,.4)<14+.6. 
TARRI INX CdimX LoM e> 0 ERX, €) mn 
的 Hilbert 空间 上 的 维 数 ,使 得 上 1 + e BNF XW AF 
并 和 且 记 k&(X) = A(X, 1). 


定理 4 BX = (RR, = | Jd (XE) <d, Wl 
k(X,e) È qle)nd;’, l (3.12) 
这 里 7(e) > Ce’/log 二 | 'C 是 绝对 常数 
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证 明 CX) dR EEA RTE | .| 等 价 于 
I> | FFAG. D 中 的 常数 满足 sp <d.. BRM, > minili, 
lr} = 1} Sal, FEMS D dy'. 由 定理 3, 存 在 子 空间 Y ,dimY 
= kY TR HH 

k > Mb? > ndz’. 
#E (3.12) 成 立 . 

定理 5 MEV OS 0.4 7 = 9) > 0 (FEE fay HER 
范 空间 X, 

R(X 0O)RCX 8) Sn | Ped, (3.13) 
RẸ d, = d(X,).P 是 一 个 投影 ; 若 = ROX) SRN’ 8) = 
ka WP SEM X FF 3 BY eee ,其 中 CD S] e ;反之 
E hy <k W PEM ON. 到 子 空间 ZZ 上 的 投影 ,其 中 d(Z AD) <1 
十 人. 

证 明 i M, AM, BREN) = Ie |] lr’ Grd = 下 
在 S”! 上 的 中 位 数 .这 电 xj“ 是 由 (3. D aE CE EY ie TE 
Fb NMNalsS lai 所 az Bea. 分 别 存 在 YCX,ZCNX: 
fE dY, M Sit Od (ZL) L1 + OA, > Mib ak E 
PmMža 为 证 明 (3.133)， 只 需 证 o ERIE ?, IPIS 
CM, M,- C 为 绝对 常数 . 

回忆 引 理 3 和 定理 3 的 证 明 . 苍 3(0) 足够 小 .不仅 保证 AY”， 
人 < 委 1 十 9 而 且 使 (人 ,| © D 二 的 满足 &CCY GO SS 1 十 6 的 正 
交 变 换 集 合 的 Haar 测度 AE EUI k Ske PARY CZ 
At Ps X>Y pg IPI <a + 8SM, Me 

实际 上 对 于 每 个 EY, 

Ivy SMa To yd <M +yli. 

于 是 对 于 每 个 EX, 
[Pali = (Px, Px) = (Pr,r) 
Pr rl SM -a+ DIP] l 
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I | Pal >M, +es)1Pzl 近 ax M a +o, 即 得 之 ， 

推论 3 设 dimX = n,Mll 

(i) RCX ,O)RCX* ,0) > Òn. 

Gi)  max(k(X, 8), k(X* 0)) DS E)n., 

证 明 ”实际 上 总 有 中 PP 21, XX) vn. wil 
GD (ii) 是 0G) 的 直接 推论 . 另外 也 可 通过 证 明 M,M,* > 1 得 到 : 实 
Ps EM, MM 的 定义 , 必 有 xES"!: 使 得 zl <M. cll * 
<M. FEÆ MM” > |x| lelt =x) =1. 

定理 6 


cn, 1S pe2 
ACL) = 4 en, 2a pac 
clogn. p= oo 


其 中 < 为 某 个 常数 (三 种 情况 的 常数 不 必 相 同 ). 这 些 估计 还 
优 的 , 即 的 指数 不 能 再 改进 了 . 
证 明 XIF r = (zx, ez) E R’, 由 于 当 pS 2 时 
ket, lehe a7 lzi, 
BA AUE) L nT, EB kU > m” 
HYF1Sp<2.WA 
l hal< Wallp Kar? llla 
我 们 计算 M. 
op 一 | dæ hida) = nf | la lde) 
-1 | l/p 
2 V 


<field) < | [olde 


f /2 
< (|,, |x [de a) = in 


BRD, M, ~ 全 由 定理 2. 3， 
AU) > MB ~ cn At 一 on, 
在 证 明 第 三 种 情况 之 前 ,让 我 们 先 论 证 第 一 ,二 种 情况 的 最 优 
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YE. 
BHRR h AC) <n RETIR. 
第 二 种 情况 : 若 wj = aproam EU Si Kk) 其 中 4 一 
a) MY . 
& 
‘>> ST Až) 2< | Soa it; | ， o( S23] ve 


j=} j=! j=] 


对 于 每 个 1 E Co, 1j. 
Are = (|S) > (41) | 


Wa 一 


n k 
<i Sy, Dau, || b= Qu 247 (tu, |? 
在 L0,1] 上 积 :分 并 应 用 Khintchin 不 等 式 得 出 
Ree x 5f | Nn Du, [dt < BS ( Sha ye 


Sle 全 1 
< 2B?( SY < 2Bin. 
于 是 
RCL) S (2B, Y nE = epn? 
对 于 第 三 种 情况 ,注意 到 ell o s de | Sal? ee | os BF 
. JER p = logn, MA 
dL, Loge) K nw = e 
所 以 A) ~ RU). 由 上 面 p > 2 情况 的 结论 , 取 p = loga 则 
ke) L CBot = (2 STogn tn!" = clogn. 

为 证 明 最 优 性 只 须 应 用 下 面 引 理 ， 

SUES BAe, 是 线性 算 子 ,T7735 <4. 
J c =c) 使 得 logn > ck. 

证 明 前面 曾 提 到 过 Krivine 的 结论 (KrivineLl |). 此 结论 意 
味 着 只 要 有 某 个 4> 1 使 之 成 立 , 则 对 于 任何 > 1 也 成 立 .我 们 对 
FAs TEM. i LTI = lease, BA = Oe 的 单位 向 量 
Hoy = Tre CHA Si<n) HERTEN Eh llel = 1, 
J y 15 mind + y oa = y D <>. RRL TOW < 
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Sa J Yis 


lz = Edel > =. 


8 
此 时 要 么 + 号 ,要 么 一 号 使 得 
1z 土 yy 上 一 上 xh 二 上 yy 让 十 2(x,%) < 5.0 PE E 


dirt En PLS 为 半径 的 球 之 并 复 盖 以 原点 为 中 心 ,半径 为 


2 的 球 . 由 体积 比较 知 2 <an| $ | ,得 出 引 理 结论 . 


推论 4 存在 c > 0 使 得 对 于 RR 中 的 每 个 多 面体 Q, 若 已 是 
关于 原点 对 称 并 且 以 原点 为 内 点 的 ,其 顶点 有 2; 个 ,n 一 1 维 面 有 
at 个, 则 

logslogt > cn . 《3. 14) 

证 明 ”用 取 Minkowski 泛 函 的 方法 可 使 @ 成 为 R" 的 单位 
BR. 自然 其 范 数 就 是 这 一 泛 函 . 这 种 X 同 构 于 心 .的 子 空间 而 X* 同 
构 于 0. 的 子 空间 ,由 引 理 5 和 推论 3G) PNG Hane. 

引 理 6 (Dvoretzky-Rogers) 7X =(R', | - ||) DEF 
在 单位 球 BOX) PAY RAR AD MRE WFE D 中 的 正 交 基 。 
(rl SiS a) 使 得 

12 lax || 2 ae? d<gign- 1). 

证 明 ”用 归纳 法 ,首先 取 x € Dir, 范 数 最 大 ( 必 有 Ix, | 

= 1). a, er, BRE. MR r+ € Cr 站 刀 , 并 且 具 有 最 


大 可 能 + 中 范 数 , 故 对 于 VY x © span(z…z) 荷 上 zl 到 1 
则 由 zl << lls MRR ERK 
> > . | 
= {Jaan 5 11) 《3. 15) 


若 Max, EE, 则 > Var, EaDhKitt Il Yas | <a 同时 > 


J=1 j= m= 


~ 
一 
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E 6D 并 且 | Naz, | <b ix, M. 


fre 


1 1 、 、 
Ra > = zz] NEC BUX), 另外 vol(E) = 


2 P(2 aS Pvol CD). 由 体积 最 大 性 必 有 
27602 | T; ll ) ore < 1 或 | T; | > 25e | 
引 理 7 存在 绝对 常数 c > 0 使 得 若 mn ill 


1/2 


logm 


fa max [zildp, 1(x) >c (3. 16) 


1/2 


特别 地 若 r(z) = maxlzi| <10 A, > e| 2 
leren 


n 


证 明 RY LOE. 其 密度 是 czp(-- rY. 此 测度 
关于 如 上 的 等 距 同 构 是 不 变 的 . BES 上 的 可 积 函数 , 令 
TO = aks pe) RB a= Gi td THE RNO 上 有 
定义 并 且 | ,了 (Cx)dvCx) 在 如 的 等 距 同 构 下 也 不 变 ,1 ES E 
的 唯一 性 说 明 存在 使 得 

| 7 (z)dv(z) =A, | po @d ty a); (3.17) 
8 f(x) = 1 则 得 出 
à, =|. |x| dvix) 过 cv 三 
“IEF a > 0 | 
Cmax |t| <a) 一 F f ep Peat, 
= [f ea)" = (1 一 2) etan" 
ey) 
Ba = edogm)'? e 为 某 常数 , 则 上 式 最 后 小 于 到 从 而 
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v(max |¢;| > eClogm)?) > 27!, 


j<i<im 


RY <icm 2 


最 后 由 (3. 17) 得 出 
f max |t;|dv(x) 之 Fe(logm)"?/c vn =e Cg 


Sa 一 1 Ts 十 


max |t;|dv(xr) 之 dedogm)'”. 


在 m 二 的 情况 ,得 到 A, > cB, 


Dvoretzky-Rogers 的 原始 定理 是 ， 
定理 7 存在 c> 0 使 得 对 于 任何 维 赋 范 空间 铸 ,k(X) 之 


clogn. | 
WA DE BCX) 中 的 最 大 体积 椭 球 , 1. | 是 由 它 确定 的 
内 积 范 数 ,首先 由 John 定理 知道 
Jn lel < lel <lr WrEX 
kb = Lab < V ,由 定理 3, 只 须 证 明 M, > eRe, 
由 引 理 e TEER rotoro Bi = Lee [Z] zl 六 


L, 对 于 每 个 固定 的 4E [0,1] 
A, = [ | Star, dp a) 
= | | X naz || du. (a), 
s = 
又 由 三 角 不 等 式 
| i Sty, i = Ave |j De || > max ux ly, I 
=| 
从 而 
A, =f. J il Snare || dtd g,- (a) 


= | max Jaz: |d py, (a) 
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V 
a | 


OBE ye 
n 


i= max |a, idu, ila) > 


s 了] 


定理 8 WX ben EXER RAWO), 
余 型 常数 是 6, 则 上 CX) > cep in, 为 某 个 绝对 常数 . 

证 明 ” 设 上 ,| Bd BOX) 中 最 大 体积 RE A REE 
由 引 理 OP EERE er hel <p a< <D Fe 


M, ~ AP = f | Yoz, | id py, ol ° 


= 上- fan 1 2 3 ar tz, || dtd y, ay} 
sv ~ 


pH- 
Ez] 


> (20,) a V lal) duta) 
' pal 


one 


; z? y 172 
> cona |S la Pdea] 
‘ i=l 


由 定理 3 即 得 出 所 要 的 结 i 
$4 ” 弱 型 与 弱 Hilbert 空间 


至 今 我 们 已 经 知道 一 个 空间 的 型 和 余 型 越 接 近 于 2. 其 性 质 
就 越 接近 于 Hilbert 空间 ,实际 上 由 Kwapien 定理 ,当空 间 即 是 2 
型 又 是 2 余 型 时 , 它 必 同 构 于 Hilbert 空间 , 但 是 当 py = qx 二 2 时 
X 未 必 同 构 于 Hilbert 空间 . Tsirelson 给 出 了 这 种 例子 , 换 句 话说 
一 个 空间 具有 任意 接近 于 2 的 型 和 余 型 ,但 它 仍 不 能 同 构 于 一 
Hilbert 空间 , 然而 这 样 的 空间 在 理论 上 和 实际 应 用 上 都 有 相当 的 
意义, 例如 每 个 子 空 间 都 具有 紧 道 近 性 质 的 空间 就 必定 是 这 种 类 
型 的 空间 . 现在 让 我 们 讨论 与 之 有 关 的 问题 . 
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F(X Deny 是 一 序列 , 记 
E Cx) | = ( supe’card {i Silla >y 4.1) 
其 中 card 是 4 中 元 素 个 数 . AGM. Bis. E l o 的 
非 增 重 排序 列 , 则 
Il Cx) | po = supi ex (4, 2) 
, Zl 
以 lp» CX) 表示 Xx 中 满足 | (x;) I poo < CS 的 序列 (2 1 全 体 . 可 
HERE r< p 


| Cæ) I p < 1 bad)< [SPV | ed awn 


从 而 Lro (OCU CL (XY). X= R, 通 常 记 7,.(X) WL. 
并 且 称 名 是 弱 l 空间 (类 似 地 ,以 前 我 们 提 到 的 函数 空间 ,赋予 范 
Rl + | ,> RAS L, 空间 ). 

对 于 w-L, R w- 空间 的 研究 是 有 其 独立 兴趣 的 . 我 们 这 里 
提 到 它 仅仅 是 为 了 研究 Banach 空间 的 w 型 和 ww 余 型 ， 

在 前 面 几 节 我 们 曾经 涉及 到 几 个 量 , 在 $1(1.13) 中 对 于 算 
PTET n RER a C. 同时 在 $1 中 还 讨论 过 RP 
集 的 体积 . 现在 若 dimX =n, B(X) EX HAR DO 是 B 中 最 
大 体积 的 椭 球 ,我 们 记 


v,(X) = 


An 
| (4. 3) 


vol Da* | 
v, 实际 上 是 一 个 体积 比 . 对 于 dimX = n SARE dy = d(X i). 

我 们 还 将 研究 两 个 其 ;一 个 是 
dx(6) 一 sup inf(de:E CX.dimE > édimX} (4.4) 


ante + 


其 中 0 过 6 过 1.4dx(6) < co MAME MEG AR RL e (EE 
个 有 限 维 子 空间 已, 只 要 dimE > ddimX, W E ~i. 另 一 个 量 是 
， 
Ku) = if Hew dro) (4.5) 
R 


HP 7y, Æ R, EA PRE Gauss WE, AER Ce) 是 及 的 标准 基 或 者 
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当 dY, 旋转 不 变 时 (e) BEZE GO 的 表达 式 还 可 写成 
Lay = |) > Seles) ow 
ix OE, 是 标准 Gauss R, V. 
对 于 这 种 范 数 又 有 
iU Ww) = sup{truv, u:i -> X PE le) <1}, (4.6) 
Vue LXE). 
EN WX E Banach 空间 ,] <p 2<Kq<o0 
O 称 X 是 弱 6 型 空间 , 若 存 在 < 盖 0 使 得 对 于 每 个 < E 
LX ff), 
suph!’a, (u) < ef Ce). (4.7) 
称 小 足 此 式 的 最 小 常数 c 为 下 的 i-p 型 常数 , 记 为 tww1',(X). 
Gi) WX Fg RH. ARE > 0 使 得 对 于 每 个 
E LE,X), l 
SUDA “a, Cu) < cellu). (4.8) 
类 似 的 定义 ro-d 余 型 常数 . 记 为 wC, CX). 
正如 开头 所 说 的 ， 理论 和 1 应 用 上 的 兴趣 在 于 户 =v = 2 的 情 
况 . 因此 又 有 
GDX FRE w-2 型 又 是 x10-2 余 型 的 , 称 广 是 xe-Hilbert 空 


间 . 
命题 1 TAX) 过 人 CR) wX) 去 CCX). 
因此 2 型 空 S [ia] fet w- 2 AY aS |] ,2 PAZ t la) de w-2 4 余 型 空间 ， 
证 明 这 里 1 证 明 余 型 的 情况 , 设 和 是 2 余 型 的 , 则 存在 (全 
0 使 得 
CCE || Sex jaye > aS hex, epe, (4.9) 


这 里 (人 or ,&,) 是 7E R” 上 的 标准 Gauss 测度 
考虑 算 子 :1 > 六， 由 $15 6, F TE RLJ TE 2 HE Ce) 使 
得 |l we, || = aC). Mit C4. 9) 2 和 (4 5) 得 出 
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(Yew) < (ST leen fey” 
7 i=] 


<C,{ E | uX Ee) 12) = Calu), 
i=] 


而 a Cu) 非 增 , 故 
supk' a, (u) < cX lu). 

命题 2 w-2 型 和 w-2 余 型 被 子 空 间 和 有 限 直 和 空间 继承 ， 
w-2 余 型 还 被 商 空 间 继 承 . 

UEFA ABE. 

为 叙述 下 面 命题 ,我 们 介绍 有 限 可 表现 和 超 性 质 的 概念 . 设 
X,Y 是 两 个 Banach 空间 , 称 Y 是 在 X 中 有 限 可 表现 (finitely 
representable) H RİF Y e> 0 Y 的 任 一 有 限 维 子 空间 ,部 
FEX ARETE EF EF. 由 定义 可 知 , 者 X 一 致 包含 
lY 在 XX 中 可 有 限 表现 , 则 Y —RAS l ACP) 是 Banach 空间 
的 某 种 属性 ( 自 反 性 ,RN ERK 凸 性 ,一 致 凸 ,不 包含 同 构 于 局 
的 子 空 间 等 等 ) , 称 X 具有 超 (P) HA (Super-(P) property) , #3 
个 在 X 中 有 限 可 表现 的 Banach 空间 都 具有 此 种 性 质 . 例如 若 每 个 
在 X 中 有 限 可 表现 的 空间 都 具有 自 反 性 , 则 称 X 是 超 自 反 空间 . 
由 上 面 定 义 容 易 知道 ,车 存在 两 个 属性 P,.P:,P, a PLC ic 
P, 一 P:) 则 超 P, HER > BP, HE. BION HES RNP. KH AR 
性 二 超 RNP. 称 (P) 是 超 性 质 , 若 任 一 空间 XX 具 有 此 性 质 时 ,在 XX 
中 有 限 可 表现 的 空间 都 具有 此 性 质 . 

命题 3 w-? 型 与 w-2 余 型 都 是 超 性 质 . 从 而 w-Hilbert 空间 
是 超 性 质 . 

证 明 ”这 里 只 证 w-2 余 型 的 情况 . AX Ew- 2 余 型 空间 ,了 在 
X 中 可 有 限 表 现 , 对 于 每 个 zx E LUY) EE 

supk' a, Cu) < cllu). 
Wenten ERREZE E = span {ue:} 则 ERY WAP 
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1 


维 子 空间 ,由 于 了 在 X PARTRA EE F OX WESEN 
HER TE FEIT 之 1, 上 7 Site Sead 
> Xue, = Tue,, 由 命题 条 件 

supk ta (u) en). 


首先 
1G = aw Waray? = ,Te ar) 
< ITD. 
另 一 方面， 


alu) = a,(T a) | 

= inf{ || Tw S || :SU — Y rankS < k} 
inf{ || Ju — TOTS | SL > Y, rankS < k} 
<7 |inf ju — TS || :SAY, rankS <k} 
< TOE lad. 


I 


于 是 
supk a ua) Sel] To TD) = A + el). 
£221 ， 
命题 4 (i) 存在 8 之 0 使 得 对 于 任何 维 空间 XX， 


C,(X) < BC + logn)wC,(X), (4.10) 
T (X) < BC + loguywl2(X). (4.11) 
Gi) FEM p< 2<q.5 B> 0 E 
C, (X) < Bul, (X), (4.12) 
T,X) S BwT CX), (4.13) 
这 里 8 ILY pag AK. 


证 明 ”这 里 只 证 明 (4. 10) 和 (4. 12) , 另 两 式 类 似 证 之 . 

为 证 (4. 10) , 设 WCX) < oo. 不 失 一般 性 ,假定 sapA alu) 
1.34 m HERE ud! — X 是 线性 算 子 ,根据 wk(e) 的 定义 ,有 
ist! — X ranku, <2, I} u — v || S ap eed gH Ay = Uy A = Ue 
ty. Ck = 1).Ml rank, < 2* + 2*7! 并 且 
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| A, |< < |l uo Uk il + ju vu al < a+ (u) 十 aji Cee) 
< 2- ~b/2 十 Qn hve < 4 7 2° RED 


Clog ya} 


注意 当 2 Sait, = u EH dimX =n, 于 是 x 二 >) A. 应 用 2 
绝对 可 和 算 子 的 性 质 得 到 B 
HGD < 1 + logn) supl, (A,) 
<1 + logan) sup | Ay | Ada) 
[X (1 + logan) sup4 e2 Sk 
< BC + logn). 
其 中 用 到 了 1,00) << VA( 见 V,$6 定理 7). 于 是 
Hu) S BC + logn) sup V kalu). 
u 是 2 绝对 可 和 的 , 令 zx; = ule), Ceo 是 如 的 标准 正 交 基底 , 则 
由 前 面 (4.5) 的 说 明 


(Y lal) < 
i=] 
< 


1/2 


mw] po Sart e,[2ducr" ) 
BGA + logn)wC lu). 


为 证 (4.12) Ray ott, E XE I NEn Il oo = 1 BW 


i=] 


设 ial Sea Se S Ix ll nS m E = spans, 
) ,由 (4. 10) 的 证 明 , 以 及 eC, CE) < wC, CX), . 
PIE |?) < BC + lognde l D 8:2 Ih jon 
< 


上 


BCL + logn)e 
故 


la <a? > as E Spa + logan den, 


CS) I, OM < BCC Sued + loga), 


nes] 


后 者 是 收敛 级 数 ,其 值 与 有 关 , 故 得 之 . 


这 一 命题 说 明 w-2 型 空间 是 2-e 型 空间 ,w-2 余 型 空间 是 2 十 
e 余 型 空间 ,从 而 w-Hilbert 空间 是 2 一 < 型 和 2 + e 余 型 空间 ,这 
里 0 过 :过 1 是 任意 的 . 

命题 5 设 X 关 是 w-2 余 型 空间 ,zi,… ,x EX, 若 对 于 任何 
(a) ER, l l 


I Ca) a < Wl Slax |. (4,14) 
f=] 
则 
Jn <2wl,(X) |] > Ea le (4.15) 
1 


并 且 对 于 V (a) ER 
Il Co) | en S 2wC,CX) | D ae | 2 (4.16) 
WEB G4 E = spaning > X, HP ula) = 
Daz, (a= (a) € R) WWM) < Vn. ERER = 
1 
JA RPA EOL JS ool JR RBRESR FT, WA <1 
Hu ) A vn. 
利 由 归纳 法 ,对 于 每 个 1 声 志 ,可 以 确定 子 空间 S CHS 
由 正 交 向 量 张 成 ,dimsS >n 一 上 使 得 
(uP, Se Lu. (C = wC(X)) 
MBP. 一 S 是 正 交 投影 ,此 时 
(dimS)® = H, (u` luP,) 
< uh HuP,) Sm ck a), 
于 是 (n 一 上 十 DV K cllu). BEA = [5] BBG. 15). 
现在 设 Joy | > jal So S ja, |. 6; 的 对 称 性 说 明 (Eir) i> 是 
LX) 中 的 无 条 件 序列 ,常数 为 1, 从 而 对 于 任何 &， 
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DCZAN SMe CA He I Sa |x, Il: 


Z i=] i=l 


> jal > Se Ez; i], Se lal WR (20), 


a 


BP C4. 16). 
命题 6 1% X E Banach 空间 , 则 
GX Æ w-2 型 的 当 且 仅 当 XX" EK 凸 的 和 w-2 余 型 的 . 
(ii)X* 是 w-2 型 的 当 且 仅 当 区 是 天 西 的 和 -2 余 型 的 ， 

证 明 PRG) ,对 于 (ii) 可 同样 证 之 ， 

BX Bw 2 HX Bp BW. <p hA EK 出 的 . 
X 也 是 天 CSR K(X) = K(X*). BAU) Sl’) A 
LAE X 是 tw-2 余 型 的 . 

反之 , 设 X* 是 天 四 的 和 -2 余 型 的 , Bo X ol BREF 
子 , 类 似 于 $1, (2.2)(2.3), 具 体 地 说 就 是 将 其 中 的 (x,),;., 换 为 
Gauss R.V. {$jwi: 则 可 以 得 出 

| SO Sz iy & K(X) supf Nla; rf >) Sea |<} 


i=] i=] ot 


(Vv T] aaa & X) 


MEW a =v (e,), 则 由 (4.6) 
ro = hy) 
i=] 


sup V k aw") Ew KN ) L wE XK CXL w), 
Be wC CX) < wC XOK. 


Ew Ce) Wet) S KX OL w) = KAW w), 


在 下 面 定理 中 ,G(X) 与 Rad(X) 分 别 表示 “多 项 NE 7 或 


Nt, RIRE LX 中 的 闭 包 ， 
i=] 
定理 1 ik X E Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
G) NX #2 Palo 型) 空间 ， 
Gi) AX) LX GLX) Rad CX) 中 有 一 个 是 ro-2 余 型 (iw-2 
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型 ) 空间 ， 

证 明 ”这 里 仅 证 余 型 情况 ,对 于 型 的 情况 类 似 证 之 . 

GX ERRA LX) 也 是 ,从 而 Li(X) 是 ww-2 余 型 的 . 
AA LOO ELX) 中 有 限 可 表现 , 故 CX) 的 tw-2 RL a 
L,(X) Æ w-2 余 型 .G(X) BLOX) 的 子 空间 , 故 G(X) E w- 余 

型 的 .G(X) 与 Rad (X) 同 构 , 于 是 Rad(X) 是 色 -2 余 型 的 ， 

现在 证 明 Rad(X) 的 zw-2 余 型 蕴含 关 为 2 余 型 . 设 z er E 

Cy |la, 二 1.0 二 (my) € Re ,我 们 知道 


(a) lle = suple] < | X arz; ll, 
W ¢ = 2wC, (Rad X ) (Bil 25 E] Rad X 的 w-2 余 型 常数 ) ,由 (4. 15) 
Va <c] Vira Il z, Raw =r | > Se wt; lle (4.17) 


= ot 


后 者 是 由 于 名 的 对 称 性 ,为 了 证 明 


Nle) <el K iaa llo @IER (4.18) 
i=l i=l 


ep a [BI 


an 


AAA 


a 


二 | oki DER, DDR, = m WIERE Z. 若 
i i=1 

(T; izn EMA a LEERE ar 通过 对 Ti 重复 ky 次 sT? 重复 ky 次 “ee 得 到 的 

应 用 (4. 17) 于 (zs 


Y n Se | MEn, | 2 
i=} 


但 合十 … 48, IVe g MA tot Se, SVS E 
分 布 , 故 


， | 。 a 
| Saal = | >», 3 Ea, ||, m= ( S72] 
l i=] 
= ao 


i=] 


即 (4.18), 故 X 是 2 余 型 的 . 
定理 2 设 X 为 Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 ; 
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G) X 是 ro-2 余 型 空间 . 

GD ITEA ê D> Ody) < ov, 

Git) g e> 0 ERF X 的 任何 有 限 维 子 空间 ER AR 
vE) Sc. 

证 明 ”这 里 我 们 给 出 一 个 证 明 的 梗概 ， 

GDS Gi) RdimE =2,B= (x € E, zl S1. DBP 
的 椭 球 DCB, 以 上 .表示 上 的 范 数 , 它 与 X 中 范 数 一 致 .| | 
# 7 D hI Minkowski 泛 函 ,从 而 是 一 个 内 积 范 数 . 注意 lel < 
Irl Y rE E. 

X fpf: EHE EEE AAA D = Bm. 好 如 的 单位 
BR. 应 用 极 坐 标 则 


Lo 


VolB = af du, er] nr dr (4.19) 
gro o 


其 中 S-: 是 总 的 单位 球面 ,ww SES) LEAS ERE RE ELSA, 
是 与 8 无 关 的 规范 化 常数 . 特别 地 取 B = DD, 则 VolD = 4, FÈ 


VolB EH 
VoD 5 fendre o me td (4. 20) 
此 时 ,对 于 & = 1,…,n — 1, EEF Sia] F CE, dimF = 上 使 得 
Jz] < (4m, (ED zl Ware F (4.21) 
其 中 心 是 体积 比 
_ {VolBYl'” 
v = | TD (4.22) 


特别 地 ,此 时 有 
dF LE) < (Aru, (E)NA, 
-RMA Gi) 是 成 立 的 ， 
GDS G), ZB u: —> XR u 是 同 构 , 令 a = .8 是 (i) 
中 的 常数 , 记 上 = uh). PREi e= KK 为 自然 数 ,又 
n= K” m 为 某 个 自然 数 , 实际 上 可 以 证 明 , 只 要 有 一 个 € CD 
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使 (iD 成 立 . 则 对 任何 GE (0, DGD 都 成 立 . 
由 dx(6) ME NEF Ble] PCE dimk = k > ôn, 34A d; 
人 dx(6). 记 5 =u 'CF) WM als SB SEF EF A 
找到 规范 正 交 基 {e,} CU fE eel Sa Si Sk) WATT 
E k 
( > at < (SN) leel] S dtan., 


to i= 
所 以 
an) Sm dela) alm) 
换 句 话说 ,对 于 每 个 m, 有 子 空间 ;CUdimS) >k — m ER 
I uls, | S m Pdl) 
WW S,.dimS, = qn,; 此 时 上 式 变 为 
els, I] < Can) dyu) (4.23) 
注意 dimS 三 (1 一 a)n. 
同样 的 方法 ,对 于 Si, 存在 S; C Sp dims, = a0 — @)n fF 
Farle, | Gay CO) (ed — a) Cw), 
RAGS, Ss | 代替 ST HR BE — set FE HY OY 4 BY A 2 AF a8 
间 Syst Sy 使 得 
ats Rd) Cad — alan), 


N : 
SJdins; = [1 — (1 ~ a), 


i=] 


ThA 
Fae 


N 
PO + 1/2 
ji uls DS <15 Il zels, Il 7} 


i=] 
N-i 


Cardx( un] > (1 — a) ye 


< dy (Owe RC = a) PH, 
HEY RS deh = n dims, A OSy) NAGA SS 
的 最 小 指标 ,S = S10 e Sr Wi dims Sn AGERA, kD, 
uls] Sda 1k" 1 Ca). 
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从 而 
a lu) S dy Oa ku), 
e Supk "a, (u) <dy(Ma Uu). 
ic = pdy (6), EAR X  w-2 余 型 空间 . 
OSD 设 XX 是 w-2 余 型 的 ,ECYX,dimE =n. H 8 13/58 
5, 注 意 UC) 是 4 的 一 种 范 数 , 故 存 在 同 构 ww: 人 一 到 使 得 
la) =L uS fn 
在 命题 6 中 我 们 有 (MM x; = we;,z =u e) 
Lan) S KEM (uw) SKE) Vn 
AMS AKA hK ESKA 十 logds), 这 里 开 是 某 个 常数 ， 
于 是 
Lu?) KKA + logd) Vn (4.24) 
此 时 由 w-2 余 型 定义 ,存在 子 空间 $ 使 得 


1/2 
ll els | <et | . 


1/2 
l u lje | <Ka + logde>| $ | ， 
从 而 
< fulsll laz’ l <w i jxa + bogda). 
由 此 ,对 于 每 个 《二 1,…,n ,都 存在 子 空间 FCEdimF=n 一 k 
使 
dr <K'wl |F ja + logk'w0,(X) 2), (4.25) 
以 上 证 明 实 际 上 给 出 了 (之 (ii). 不 过 (4.25) 比 ax(6) < co 更 为 
- 具体 . 
为 了 得 到 (iii) 的 结论 ,我 们 引入 关于 算 子 wx:;X 一 Y 的 另外 两 


个 量 
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et OF Eee a ee oe 于 本 


ca) in fils .SS OX,CodimS < k}, 
eu) = infle > 0, Nu By) ,eBy) < 20h. 
其 中 Codim Æ S F X ARER. E B B CY, 则 N(B., ) 表 
N > 
示 最 小 的 自然 数 尺 ,使 得 3 ,yw € YB CU O + 8). ER 


BW (cy Ce) } » {eCu)} 都 是 非 增 的 ,并且 clu) = eo) = Dw. 
将 (4. 25) 改写 成 


dr Kc ra HHe>) (4, 26) 
ISk Sn 是 子 空间 FF 的 维 数 . 现在 设 v:E 一 如 是 一 个 算 子 ,考虑 


En Mei EAA Hiber EMAI Elben SRAM. E 
Wa V. $6 SFE 30). F, C X,CodimF, <i, 
[ Ste 2a | I) =| dei Clr >) ) 


kel 


oe) = = Hw |r) Sarl). 
AM calul) Sk dell.) 0 BF fe Hh iw) Scald. Ri = 
j= m, k = 2m 一 1 则 由 (4.26)， 
ev) <a, (v)2%m 2 <2c| g 7 | I, ko, 
此 式 对 于 有 = 2m 也 成 立 . 从 而 
supk’*!?e,(v) S Cn, n E, (4, 27) 
CarlLl 的 一 个 关于 cku) 5 eru) 关系 的 不 等 式 说 明 
supher) < K Dnt, (a, 
D 为 常数 ,特别 地 
e) < D'H,lo)n >”. (4, 28) 
E $2 E1, eal) > EW lall = 1,0) = 
Vn. WF u, (4,28) EH e, uT C. h e, EXI H 


volu” (Bz) 


~ volBn < 2 c 


或 等 价 地 
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v (E) < | sata) | H 2C. (4.29) 
这 里 w(Bz) 是 包含 在 B(E) 中 体积 最 大 的 椭 球 ,定理 得 证 . 
下 面 关 于 w-2 型 的 定理 与 定理 2 具有 共 恩 性 质 ,其 证 明 这 里 
略 去 ， 
定理 3 if X Æ Banach 空间 ,1 过 Pp 志 2, 则 以 下 条 件 等 价 : 
G) X Æ w-2 型 的 
Gi) 3 c > 0 RBM X* 的 任何 有 限 维 商 空间 Q@, 体 积 比 
v,(Q) Se 
Gii) 3 c> OFT FH n A n HEF Sl] ECX, LW De id 
包含 BCE) ARERR ER, 


vol De") |?” <e 
vol (BE) SY 


由 上 述 定 理 可 得 出 
定理 4 . 设 X 是 Banach 空间 , 则 X HHF Hilbert 空间 当 且 
1024 7, (X) L:(X) GX), Rad (X) 中 之 一 为 w-Hilbert 空间 ， 
定理 5 X 是 zw-Hilbert 空间 当 且 存在 C > O 使 得 对 于 任何 
HRP n A ECX,dimE =n 
1 vol (D8) \ 4" 
| vol(pm)} © 
Hoh Dt BASE BE) PARKER. 
Johnson 证 明了 每 个 w-Hilbert 空间 是 自 反 空间 ,由 于 
w-Hilbert 是 超 性 质 , 故 w-Hilbert 空间 也 是 超 自 反 空间 . 另外 
_ w-Hilbert 空间 具有 有 通 近 性 质 和 一 致远 近 性 质 .关于 这 一 结论 的 证 


明 可 参见 Lindenstrauss , Tzafriri;,). 


Vi. 超 自 反 空间 


Y 1 同性 模 与 光滑 模 


VX 是 实 Banach 空间 . 
定义 1 Æ X E Banach 空间 ,其 维 数 dimX 2, f 


dC = intr — HEE yl =1, 


llz—yll =e}COmMe <2) (1.1) 
E X ASHER (modulus of convexity); #& 


px) = supe ty + Ie-yll i, 


lz {| =i ly => 0) (1. 2) 
是 总 的 光滑 模 (modulus of smoothness). 

Banach 空间 X 称 为 是 一 致 凸 的 《uniformjy convex); 若 对 于 
任何 e>0, ôx Ce) > 0; HH FE — BIG HY (uniformly smooth ): 若 
limpx (r)/r=0. 

在 此 定义 中 ,有 几 点 值得 注意 : 

1” a DPB el = ly ll =1 换 为 ei K y S 
1, fla—y ll =e 5 上 zx 一 y 之 e,6x(e) 的 值 不 会 改变 . 同样 地 ， 
Ha DPH Iel = RA cl <1, ly ll =c BH Il y ll <r. 
Px (7) 的 值 不 会 改变 , 这些 都 可 以 用 初等 方法 于 以 证 明 . 

2 凸 性 模 与 光滑 模 并 不 是 等 价 范 数 不 变 的 . 甚至 于 空间 的 
一 致 凸 性 或 一 致 光滑 性 也 可 能 因 换 为 等 价 范 数 而 失去 ， 

例 1 对 于 Hilbert 空间 六, 由 平行 四 边 形 公 式 直接 得 出 
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gt gt ; 
ac =1- 1-2 =f poenocece (|. 3) 


2 
sx(D 一 (1 十 过 一 1 一 本 十 o(rovr>0 (1.4) 


所 以 X 既是 一 致 凸 的 又 是 一 致 光滑 的 . 
例 2 i + 1 :是 4 上 的 范 数 ,定义 新 范 数 
1z = maxri l, rl) Vr= el 
容易 知道 1z1l as 1zls<21zl 所 以 | 。，| 与 上 ，| ,是 等 价 
TEMPE + | ARTEEN EENE. 
Hm e= ae Seren Iel=lyl 


sl 
t 


= 
mam 
< 于 
5 
so 十 
< 
|! 
& 


=1. || r—y || == Jeet || = Ee (3)=0. 

一 个 Banach 空间 的 属性 依照 下 这 为 法 可 以 分 为 两 类 ;一 类 称 
为 拓扑 性 质 .一 类 称 为 度量 性 质 . 前 者 是 指 仅 依 赖 于 拓扑 凡 此 在 等 
价 范 数 下 不 会 改变 的 性 质 . 例如 紧 性 , 自 反 性 ,RN 性 质 ,p og R 
型 等 . 后 者 是 指 由 空间 特定 范 数 确定 , 当 范 数 改 为 等 价 范 夏 时 可 乱 
会 改变 的 性 质 . 例如 严格 上 是 ,一 致 西 ,一 致 光滑 等 等 . 

下 面 给 出 6x(e) 和 px(7) 的 更 精确 的 描述 ,首先 我 们 有 

定理 1 设立 7E Banach & 间 ,X 是 X AYERS ie]. W 


O or CD Hr (rm>0,0<e<2)， a. 5) 

Gi) px: (r) = sup (Fos), (r>0). (1.6) 
DT 

Gii) py) = sup CF — 8x (e)), (r>0). a.7) 


(iv)X 是 一 致 凸 空间 当 且 仅 当 X "是 一 致 光滑 的 ， 

证 明 1° ik S, CX) = {rE X, zl 一 1), 设 zyES X), 
| zx 一 =e 取 六 ES ) 使 得 zz 二 下 xy， 
y Crm)= 有 ry Sl 

2px: (ry at tery? | + flat - ty | -— 2 


oe) 
ww 
= 


Saxatrytataty—ry*(y) 一 2 
一 zz 十 3 十 rz 一 2) 一 2 
= r+ yl +re-2 
2px* (tT) +2— || rt+y || Ere, 
x.y 是 任意 的 , 故 必 有 (i) 成 立 . 
实际 上 ,在 上 述 证 明 中 只 要 关于 x* 、y" EX) 或 关于 y 
ES (X) (保持 ez 一 y =e) 取 上 确 界 , 上 述 各 式 均 为 等 式 ,所 以 
(i) REZ, a 
2° Bary €S,(X"), lla? —y" | =e FY 7>0 M x, 
YES (XY MBG ty a> lle y” 一 7, (ey) y2 |l 
x*—y* 一 7, 则 l 
2ex(t) = 1z 十 zy 站 + lr ry 2 
Sarr tr'y+y'r—rty'y—2 
一 (z + y` )r +rlr* — y*)y—2 


> let tyt +rlet— yti -2-Q4n7 
= j zt +y’ ll +re-2-Q4+n7 

即 : 
2ex(r) + 2— |t +y* Ere- 0 +y 


7 是 任意 的 ,与 1 中 一 样 的 论述 可 知 Giii) 成 立 , 
3°) 设 和 是 一 致 光滑 的 , 则 px'(r)Vr 一 >0(r 一 0). 对 于 OK 


CSM ENG AEF pr (OLEN pe (O<. FEHN 


OPWRBER 0x >F>0.X RAAM. 
i X 2—R ON SLR BMRA e FA dx) >0) ,将 
GORKE A 


oe (t) _ sup (= — ox) 


oc: 2 T 


) 


Pim AO <a> 0, WUA RA eor EH neo 使 得 F 


e 


>5 .不 妨 设 e—a (noo) 否则 过 渡 到 子 列 ， 则 aoa. 从 


而 sere Dr, -此 时 必 有 Ox (ao) =0. FB. 
定理 2 ”一 致 凸 空间 与 一 致 光滑 空间 都 是 自 反 空间 . 
证 明 ”只 须 证 明 一 致 凸 空间 自 反 , 之 后 由 定理 1(iv) 得 到 一 致 
滑 空 间 自 反 . 

对 于 V EX ol = AF BS iex, lzl 和 li) 在 
Bure = {xX |a | SIPE w GE AY RA 2, AE ADE 
4B w 一 limz=x, 再 取 JEX ,f==1 使 得 f(x) 之 1 一 6x(e). 
于 是 3 A, fH ASA Da, 时 . 

fr) 1 — xl), f(r) 1— éle), 


| fae “| > SEZ) D1 de) 


于 是 由 一 致 凸 性 ， | rir || eX 完备 , 故 存在 yEX, 依 X 的 
范 数 y=limn =r; Bl czexX RX=X*', X BR. 
定理 3 if X Æ Banach 空间 , 则 


(i) px (0)=0, ex (0) 3B AB FF HE BB RL. 
(ii) px (0) /7 递增 . 


(iii) 3 C>0 使 得 lim a ae. 
ex) co 0 xD, 


(iv) 3 C>0, 使 得 0<r<7 时 ， a 
证 明 1° 只 须 证 明 ox(z) 是 凸 函数 ,)j 这 可 由 定理 1 (iii) 得 


2°. 由 于 px(0)==0, 车 0<r<7, 记 zr= 女 0<t<1,， 则 
ex(t) _ Px (tp) px(L — £)0 +29) — tex) _ Px) 

tr MQM tN ` n 7 o’ 
3 国定 rz>>0, 设 1z=11y1=r 则 


— tt > 工 zty 了 
“Tey? 2 26! Tayi + tyi 
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| ete | - 
lz 十 ?| [etl 

于 是 
T 

> j+ 2yil = lel = 2ļz+yi 
ot 2y l <2] e+ yl exe i 
同样 地 
læ = 2y lh <2lr yl erp p tele yl 
于 是 


T S 
Tzi +2lļrzr+yl l. 


Cir + 2y] + irz 2y) 1 


w|— 


p ro 
< le tyl agor 1 lx y Í Px psp? 


+e +yli + e= yio 2 
对 于 所 有 jz | =1. tyl =r 取 上 确 界 并 根据 oO MERE, 


KOD S20 + Del) + 2px(r). 
当 e EUH ØA 0<r< 地, 则 由 Pr EE 
Px TĒ p L AA + 2) S = 2r)prr) 十 2PC), 
代入 上 式 得 到 


— — 2 
px(2nD < EEEE pyle) = (4 + Lat + ODDAC). 
(1.8) 
于 是 
px (27) 
lim px (7) Si 


4° RE 0<r 委 mm 时 ,ov(C2z) 委 cpox(z)， 当 OLTAN 时 , 取 
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2 “7 委 r<2 "19, Wy C1. 8) 式 


7 


了 
ex) -1 am PKG? Px Gar) 7 
z < 7 . a . 7 TETT 7 * Px Gad 
PxC) pPx( 玫 ) Px ou? 


<e fra + Bb <aita + hy oS) 


git? = ite T? 


4 tm <r<y if. H Gi) 
Px CT) < Px (TE) 


nmn © r 


由 于 px (7) 志 7 总 成 立 , 故 


ex > Ox (ro) > Px (To) > Px (Ta) amn 
ToT ton To 7 


定理 4 if X E Banach 空间 , 则 
(i) 6x(0) 二 0,6x(e) 是 [0,2] 上 的 增 函 数 (一 般 并 非 凸 函 数 ) 
ity 之 (在 [0,2] 上 是 增 函 数 . 


GD 车 定义 Bx(e) =sup (5 — px: (7)) TW Sx (e) eo HR, 
Sx CE) < Ox (€) < by (Ze) (1.9) 
(iv) J C>0 {#18 0<e 委 7 时 ， 


HO Sx C7) 2 
7? 4 


dx Cp | 
z SOR SCOT 


(1.10) 

证 明 (i) 是 显然 的 . YEG , 设 0<7<e<2, || x |] = || y 
l=1,llz27—-yl =. SBA coy 张 成 的 二 维 于 空间 ,在 由 四 向 量 
Ones ye eH Bi LIE R, EEE y OE a |< 
Leo <1. Ila’ —y! 站 =7, 并 且 


—lyesyy 1-4 
1 一 到 1z tol 1-7lz+vl 


7 E€ 
由 此 通过 在 x,y 的 范围 内 取 下 确 界 即 可 得 到 
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ex) < px (tr) 
7 ot 
GDE gx(e) 的 定义 与 定理 GDP ox(z) 类 似 , 与 证 明定 理 3 
(i) 的 理由 一 样 ， Sr (e) 是 凸 函 数 ， (让 同时 还 说 明 ， ôx (e) Ce), 
我 们 现在 来 证 明 8x(e/2) 委 和 (Ce) 成立 . 
设 f(e)=ae 十 5 与 x(e) 有 两 交点 (ej 8x (e,)). Cex lE) 则 
对 于 s<e<e 有 


fe) == Ere) + nag xe). 
# seta 递增 性 
MODI re, ee 2) . aD $). 
若 a> 则 
ro > BaF Bag + 4 aD > bet). 
注意 OCOD Ox (OM— PBA BR CW dy Ce) AY ESL). 故 l | 


必 有 6x(e)==inf{f(le),fE1}), 其 中 7 是 与 6x(e) 有 两 交点 的 / 
全 体 , 由 此 得 到 


Gr(e) 之 SOx) 或 Sx(2e) > Oe). 
最 后 让 我 们 证 明 (iv) ,实际 上 只 须 证 明 第 一 个 式 子 ,然后 由 
(1. 9) 得 到 第 二 式 . 
设 O<e<y, k= 


直接 由 Bx(e) 的 出 性 
Oye) < kk L ckx) 


即 得 之 . 若 kc 过 1, 令 m=(k) 7 A m1 AN 


7 注意 定理 3(iv) 中 的 常数 cH ke 之 1， 


By(e)= sup{S — per (7)} 
t0 
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< sup (Fry — c'm? px Gnr)} 
rn 


“lin? sup {jmr(kqon) 一 px* (mr)) 


= Lk? Ckqem) = Lk È). 
推论 ”对 于 任何 Banach 空间 六 
G) 3 c>0 使 得 6x(e) 委 ce ， 0 委 e 委 2. 
Gi) J c>0 使 得 px (Cr) Scr’, m0. 


实际 上 ,由 定理 4(iv) 2 在 [0,2] 上 等 价 于 一 个 递增 函数 ， 


而 由 定理 3(iv)， ox) 


得 到 推论 . 

我 们 已 计算 过 Hilbert 空间 的 凸 性 模 和 光滑 模 , 对 于 一 般 的 
Banach 空间 来 说 ,sx(e) 和 px(r) 的 计算 并 非 易 事 , 这 里 我 们 仅 给 
出 5,,(e)(1<p<o0) 的 估计 值 . 

定理 5 设 L, 一 上 L,(Q,2>,j),《p,2,p) 是 任 一 有 限 正 测度 空 
间 , 则 


一 -一 在 [0,co) 上 等 价 于 一 个 递减 函数 ,由 此 不 难 


8 'Cp — DE +08), 1< p<? 
ô, (€) = _ (1.11) 
“ P2 Per + aCe’), 25 pow 
WEBA HEH p 宇 2 的 情况 .对 两 数 a.5, 由 于 
(la +b? 十 la — bA 过 Cla +l? +a — b|?)'” 
= V2 (la| + fol. 


利用 Holder 不 等 式 以 及 +AT, wy 


lal? + b1? < Cale + [OP 十 DES, 
从 而 
la tb)? + la — b| << 2% (alt + [612E 
一 2 和 (lal + 18. 
现在 设 fgEz NF p=1s lal ,=1, ll fe | =e. xt 
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于 几乎 所 有 oen 


[fl(w) + gw) |? + |flw) — g(w)|? 
Sr Fw) |? + [eo |"), 


DIL ELS eae 


从 而 
Wfte lt felons st g tp. 
IH pic, 


所 以 61,C@21-A—( 
要 证 明 等 号 成 立 , 不 妨 设 2 二 [0,1], 设 fO=1, 


g(t) 一 Xto- $o] 一 Kacy? ad 


FHRS NS = Well =i sel =e eR USE I, 


GY FB 6,0)<1-— CG", 或 者 


一 1 一 一 Eu 工 E p 
8, © =1— A= GIN = GY? + oe"). 


对 于 l<p?2 的 情况 , 设 一 1 委 * 委 1,0 委 o 委 1 ,首先 


1 ey Laqu 
za tu + >a u) 


Up plp—1), 
=1+ YG, >1+ zye. 
又 由 于 函数 KO = Ov HERE 
5a -vy > ta — v). 


两 式 合 起 来 得 到 


Fater+ Fa u)’ -v> PP- Hw (1.12) 
其 中 ws=u Hl. 
现在 若 f ,gEL,, 令 


|f(w)|— |g @) | 
KORSOON 


ulw) = 
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| f(w+g(w) | 
KORSO 
GE FaH lel, 否则 ulw)=vlw) =1), 则 
21 fw) |? + 2le(w) |? — | flo) + g(w)|? 
Cl ftw) | + lelo)? 
Z (| fC@) + |g(w) |)? 


vw) = 


w (w) = 


代入 (1.12) 得 到 


EASI + epee + Igl H 


fte 
2 
> PPAD f glt, 
或 者 | 
(FU + DIEAS + lel — | SES 


> (LL I gl’. 


积分 并 利用 Holder 不 等 式 得 到 
PLDs els 


< (ELFOSI + lel ELAS + lgl 
— PeZ 


= FOA + eD ISO L fet elp 
- 1 H pt, 
或 者 ED Wp ii taritled be Gc sist 


lelipi tp. 


若 | = 一 ev=1， | f—g| ,=e 则 


PR Ve cy — y ft sys 


8 2 ° 
1— || ite |,21-a Pp — Deyi, 
2 8 
MOR SENE He Deyv 一 pate + o(e), 


Xop IK E>0 满足 (1 一 上 /十 (1 一 6 一 2， 从 而 可 得 出 


LEE yp] plp Dt ole) 
2 8 


dy(e) <1- A ese = De 4 aCe) 


_ 


A le: ol), 


定理 6 if X.Y 是 Banach 空间 ,Y 在 X 中 有 限 可 表现 . 
GQ) 4X 一 致 凸 , 则 YY 一 致 凸 . 此 时 对 于 任何 oa, 


dy (E) > dx (ae), (OSE < 2) (1.13) 
Gi) 4X 一 致 光滑 , 则 YY 一 致 光滑 ,此 时 对 于 任何 o<a<1， 
by (rt) <exCar), (r>0) (1.14) 
证 明 sd’ vEY. lels iyli =l, |a-y lt Se 


Fy>0, HT BAX 2 FSIS x.y SALAD Y AY 2 维 子 
空间 的 同 构 映 射 ,| TO <1. WT ASIE Try =Ty, 
vy EX, 则 


fei ll <1+7, ly 志 1 十 7， 
te= yl = reae- yl S lle-gll ee. 
由 X 的 一 致 凸 性 
1 v y' E 
上 < om 5 
x+y re 下 
或 IS Kataa Gg 于 是 
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I< EE capa- 


iy?” 


对 于 任何 0<a<<1, 由 于 7 可 任意 小 (适当 选择 同 构 映射 1)， 
cx(e) 是 递增 的 , 故 可 得 到 
Cr(e) > Ox (ae). 
从 而 (GD 得 到 证 明 . 
2 KReyeY. rl =y = BAE pi 


Filet eyi + lr—ryl) 


< fla toy + lr = ry 
T 
<A+ D0 + AGF? 
从 而 
1 
gle + ryl + z= zyl -1 50 + pe, rp 二 下 


关于 如 此 的 x,y 取 上 确 界 ,7 是 任意 的 ,最 后 得 到 
Py (tT) < py Car) Odeo]. 
(ii) 得 到 证 明 . 
定义 2 F Banach F19) X 是 一致 光滑 的 , 若 存 在 o>, fi 


> 
四 


sf 

Pxy(t) Set? Cr > 0), (1.15) 
称 X 是 9 一致 凸 的 , 若 存在 <>0 使 得 

Oy Ge) = cet (0O<e< 2). (1. 16) 


称 X Bp BDH  —R OP) , 若 存 在 等 价 范 数 使 之 成 
Ap 一 致 光滑 (da 一 致 凸 的 ). 为 简便 起 见 , 有 时 称 p 一 致 光滑 为 p 
光滑 ,9 一 致 西 为 gq 凸 , 同 样 地 ,有 bp 可 光滑 和 g AP haga. 
定理 7 对 于 任何 Banach 空间 XX, 其 光滑 性 定义 中 的 指数 p 
不 可 能 大 于 2, 凸 性 定义 中 指数 g 不 可 能 小 于 2. 
证 明 IRA O<g <2 和 c>0 使 得 
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Òx (€) Sct, (<e< 2), 
注意 由 Dvoretzky 定理 ,4 在 任 一 Banach 空间 中 有 限 可 表现 , 根 
据 例 1 中 计算 出 的 结果 be Ce) = tole!) sth 
ôp (e) > OOo) & eetet O<ec10<me< 2. 
由 É tole! Eca! 2a) cae 可 任意 小 ,容易 得 出 
c=0, FH. 


同样 地 ,着 有 2<p<oo 和 c>0 使 得 
Px (r) < et’, 


HE O=), pi( 中 px(r) ,容易 得 出 c=0. 
定理 8 Banach 空间 X Æq 一致 凸 的 当 且 仅 当 关 ' 是 p 一致 
XRH +s, 2q <. 
证 明 1° i 2< <o, >00, bx(e) cel, ORK? 我们 有 


py (t) = sup (EE by(e)) < sup (È — ce’). 
oxexz 2 oxe 2 


romae PEAR AKA GD DABL MAD 


T 
565 ra co) ~ lr = er?, 


icp 7 2cp 
为 攻 类 .于 是 得 到 px DKr >O). 
2 I< p<2, >00, px' Keh, 应 用 


Sx (€) = sup 一 pv (r))， 


类 似 于 上 面 的 讨论 可 得 到 相应 结论 
定理 9 ik X Banach a] LPL. 
(i) XX 是 光滑 的 当 且 仅 当 存在 之 0, 使 得 对 任何 +,yEX， 
{z+yl*+ lz—-yl’s2lzrl’+K yl? .17) 
Gi) X Æq 三 的 当 征 仅 当 存 在 大 之 0, 使 得 对 于 任何 x+,yEX， 
Exty| "+zx—yl >2| zx)+K| yl .18) 
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证 明 1 充分 性 若 (1,16) 成 立 , 取 x,yEX, 上 x =1, 
ly I| =z. W 


1 
sidet yl + fey -1< Se 
由 于 IZE + S21 S i eyta) Is. 


根据 oe) =e hE 


x(t) = sup 


< sup (lets) + llz— yl 2) 1} 


<sup(3 z+ yl + lzy 1) 
K o» 
<r. 
必要 性 ”这 里 将 用 到 实 值 不 等 式 
uP —vr pu"! (u—v), uvo, (1.19) 


Tutol tt lu—vl?<lal?+ lols uwER (1. 20) 
它们 是 容易 验证 的 . 
ME, E c>0,ox(r 委 cr'(r>>0), 则 对 于 V zx,yEX, zl = 
1, | yl =e, 
I= + ES Sely 


由 于 范 数 的 齐 性 ,上 式 可 写成 对 于 Y z,7EX(z 关 0) 
IZ 十 E < ea +e, 


| x |? 


Retyk y+ levi 


C “HP 
-dzl =y SAF a2 


若 tx <iecll W atv <2 lc EAA 19 R 
次 令 u=llaty ll v= leit lly ls BZKS zx 一 1z 一 > ， 
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Ar PORN RA OR HO ROMEO BRE SONORA e AA RTT AEE AEN INE NRT FH ARS ERR GO | 


w= Well iyin 
ES 


<E lrtyl’ ztyl dzl+ lyl)). 


1 1 
a lz —yll?—S zl yl 


<$ leyl zy zl Wyld. 
两 式 相 加 再 应 用 (1. 21) 得 到 


Feb yl + lz- yi” 


< Fille! + Wyle + del — yg 


Ly? 
| pol J 
Feta deceit he Tr 


再 由 (1. 20) 
Flat yl + zyl’) 


< ele ol? + pate ly i 
= Tell? + C+ p2'e) lyi? 
@ lly ll 2 lla | WARA ety ll <2 ly |) 得 到 


Slat yl + lr—yl’) 


<s les el + ziyi” 

FEVE K>0 使 11.17) R. 

2° BLUE Gi). 充分 性 1.18) 成 立 , 对 于 V ave X# 
虑 向 量 x= lla lot olla, y= lulo- lvla, RAG. 18) 
得 到 

2(2 lla || |v i>" 

Sei lulo + Holul +K jallo- vial? 
4 llel = lol =1, | x 一 v =e, 则 得 到 
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Ipi Eci. 


si- 3% 
由 不 等 式 1 -use (OXe<1) 得 到 
8x (y= inf {1 — || Ë + ae) 
1. uty _ Ket 
= q inf {1 | 2 li 1) ~ VART 


必要 性 E c>0, 6x(e) 之 ce' ,由 定理 8, 存 在 >o 使 得 
Px (t) cr 
于 是 由 上 面 1 的 证 明 , 对 于 Y x",y* EX, 有 此 之 0 使 得 
footy e+ ety esl Ky Wl?’ 
令 天 一 2z* 并 且 用 y RE ry” , 则 得 到 
zt + ey” I” + let = iyt esaa e+ yl 
l 《1. 22) 
+",y’ 仍 是 任意 的 ,现在 对 于 VY xz,yEX, ary EX', 使 得 
ac h+ ye fet 
zlaty tr ly? (2@—-y=C ll aty + ry e 
这 是 可 能 的 ,例如 先 取 zx" ,y" CX 使 得 


ct ll = yo" | =1, 
arty) = r+ yy rys ryl. 
再 令 zx*=azr’,y’=pBy'， 则 问题 变 为 解 


£ +8 =] 
all e+y l +8 l r—y | = +y f ?十 | ay o, 
a,b 总 是 存在 的 , 现在 
lat yl t Iz= yles | t y) try (ry) 
<de +y zi + at ey yd 
<rt trty et ete e y oA 
echel + Iyi 
<[2cha e+ y Oele + dol 
' i 351 


= zle xl 

于 是 (relet kyl >d zty lit iry i2 H aty 
替换 rry BR y 即 得 到 

le tyle t ileyi S di elle | avd oa” 

= e ele yo. 

定理 10 R1I<PK2?<q <, Wp 可 光滑 空间 是 
Rademacher p 型 空间 ,gq 可 凸 空 间 是 Rademacher q 余 型 空间 . 

证 明 若是 如 可 光滑 的 , 则 对 于 Y zzvEX, 考 虑 积分 


1 n 天 一 了 
| | Dra, ar = ak ll dune, + 2x, ||’ + 
o 人 和气 


| Dna — x, |] dt, 
Hep ra) 是 Rademacher 函数 序列 ， 由 定理 9 PATER 
[i Droz tasa DoE ade 


= fil Eron dt ll, 
连续 应 用 此 方法 ,最 后 得 到 
[Mec as a 
XML p SLA. Fp 可 光滑 空间 , 换 为 等 价 范 数 .结论 从 成 立 
对 于 g 可 凸 空间 可 完全 类 似 地 予以 证 明 . 


在 第 Y 章 中 已 经 指出 ,一 个 2 型 空间 可 以 不 是 自 反 的 ,因此 zp 
型 空间 可 以 不 是 p 光滑 的 . 同样 ,9 余 型 空间 可 以 不 是 9 四 的 ， 


$2 超 自 反 空间 与 重 赋 范 定理 


让 我 们 继续 讨论 p 光滑 空间 和 4 凸 空间 ,我 们 将 首先 给 出 由 
条 件 期 望 和 鞭 确 定 的 某 些 特征 性 质 . 
定理 1 (Assouad ) je X Æ Banach 空间 , (2,2.P) 是 概率 
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空间 , 则 
G) X Æ p HR AKAS) 当 且 仅 当 存在 常数 >o 使 得 
对 于 L, (X) 中 任何 两 函数 g1,82' 其 中 g 关于 o 代数 =; 可 测 ， 
ICIC ŽE Eg, |S) =g. M] 
EC gllt — ie ZD SE e — g drl (2.1) 
Gi) X eq 凸 的 (2gq<<co0) 当 且 仅 当 存 在 常数 c>, (ET 
于 如 上 的 和 伍 意 函数 goe: 有 
Eelt — ladle) ScEC g — 2 | 12) (2.2) 
证 明 1” i X pe. KO 使 得 3 zx,yEX， 
fotoyl? + lao-yl ?<2tecl?+Kivll’? (2.3) 
由 于 2g1—E(g: 13) 一 gl 由 Jensen 不 等 式 得 到 
| £1 | = l 281 一 E(g,| 2) | PSEC | 2g: E: I rg) 
应 用 此 式 , 将 z=giy 一 gz 一 8! 代入 (2.3) 并 且 关于 3 取 条 件 期 
望 得 到 
E( | 82 I “十 | 8 | PISOS EC lage]? + | 221 一 8 | rS) 
<S 2E g PIED + KE g: — g d2 
此 即 GD). 
反之 , 若 ( 成 立 , 对 于 xyEX, 令 8 一 8 一 二 cy 其 中 
是 任 一 Bernoulli 随机 变量 , Pee=+1V=1/2. MW Eg. |Z )= 
gil， 其 中 马 =affle=1),(e 一 一 1 门 化 入 (并 对 两 端 到 期 望 得 
EC æ + eye ri O<elloll’. (2.4) 
此 即 (2.3),X 是 p 光滑 空间 . 
2°) GD 可 借助 干 g 凸 空间 的 不 等 式 (1.8) 类 似 地 证 明 . 
今后 我 们 将 简单 地 记 每 个 靳 为 f=). 记 df 二 (df) AS 
的 蒜 差 , 即 df= A fa 20) 记 了- 0B ID}, 
定理 2 (Pisier) 设 X 是 Banach 空间 , 则 
GX Ep eS A<p<2) 当 且 仅 当 存在 ¢>0 使 得 
对 于 每 个 L XB f= CF) 成 立 
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supE | LN SE If, bee as. I? (2.5) 


Gi) X 是 v GE) (2 之 yg 二 oo) 当 且 仅 当 存在 c>0 使 得 对 
FR Lou XR f= Cf) 成 立 


supë || AI SEIA + eX E df N” (2.6) 
证 明 HFR =U = fon foal 
ECI A e= A Aa ?lS ) SKE Sa ~— Fra WP PED 
(p 光滑 情况 ) 或 者 
E< I Í, | 7 | Í, no l | |En) 之 天 无 ( | Ja = Jai | |51) 
(g BRN), ERRA BE GORO, RE RA. 
称 f= Cf.) Walsh-Paley $, £ (8 3,P) 是 [0,1) 上 的 
Lebesgue WE, Z, EE tt tO (CS <2") Rh 


o 代数, 并且 Pdf =t) x bi ni 不 同 而 改变 . WP BR 
是 一 种 特殊 的 蒜 , 自 然 对 于 它们 (5),(6) 成 立 , 另 一 方面 ,定理 1 
的 充分 性 证 明 中 所 举 出 的 x 与 x 十 ey 恰 是 一 个 WP BRA Fe AT 
两 项 ,因此 我 们 有 
定理 3 (Pisier) 设 X Æ Banach 空间 , 则 
(i) X 是 户 光滑 空间 (1<p 委 2) 当 且 仅 当 存在 c>0 使 得 
每 个 X fA WP BR Sst. 
Gi) X Bq 西 空间 (2<g<oo) 当 且 仅 当 存 在 o> 0 使 得 每 
个 X 值 WP 蒜 满 足 (6) 式 ， 
注意 (5), (6) 两 式 在 空间 X 的 等 价 范 数 之 下 不 能 保持 ,对 于 
记 可 光滑 或 g 凸 情 况 , 下 面 的 不 等 式 成 工 ， 
定理 4 (Pisier) i% X fz Banach 空间 , 则 
(Gi) 天 是 户 可 光 清 的 (1<p 委 2) 当 且 仅 当 存 在 c>0 使 得 
对 于 任何 处 HBR f= CS), 
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supë NAN Se STE laf, N (2.7) 
GD X 是 9 可 凸 的 (2<vo<oc) 当 且 仅 当 存在 >o 使 得 
对 于 任何 XX 值 蒜 /一 ( 广 ) 
< supE | SE af, iie l (2. 8) 
ERRA WP 蒜 其 结论 仍 成 立 , 
证 明 1° 设 和 的 范 数 是 ‖ e ,在 等 价 范 数 |， | 之 下 成 为 
p 光滑 的 , 则 (2.5) 变 为 


supE [AISE HeX Elaf,’ 
n> nal 
< e V DEILI + DEJAS, 
n=] 


= (cV 1) MEla fel? 
Hallet <ir[<ollei.vrex. 
a’ supE MAIES EV DYJE ladafo 
以 c=(cV 1)a -tp?* 作 为 (2. 7) 中 的 c (2. 7) 成 立 ， 同样 地 ， 以 c= 
(cA 1) la ?6* 作 为 (2.8) 中 的 c，(2.8) 成 立 ， 
2° 我 们 现在 证 明 (2.8) 对 于 XX 的 g 可 是 性 是 充分 的 ,至 于 
(2.7) 对 于 p 光滑 性 的 充分 性 可 类 似 证 明 . 
为 此 仅 考 虑 WP BR. ic 
MCD =| f=) J Æ LRA WPR, SS, 
并 且 令 
|x| =inf{(c supë Wf, i DE | af, WOM FEM@)} 
显然 |z| 实 0, 并 且 由 于 M(ax) 一 aM(x), 后 者 的 意义 是 用 a 乘 以 
M(x) 中 的 每 个 元 ,于 是 lax|==1al|z|, 又 由 |x| 的 定义 知道 
loll lxzla*|zrl. 


右边 的 不 等 式 通过 取 =r df= (n 之 1) 得 到 ,左边 的 不 等 式 
是 因为 (2. 8) 的 右 端 可 以 写成 
lzl= TAI’ = El af ll 
<csupk |f, | — WE Was. Wl’. 


na] 


代替 验证 关于 | | 的 三 角 不 等 式 ,我 们 将 验证 {z, |e S1) Eh 
集 , 而 这 一 点 只 要 证 明 


(ZEZ gm ESM cA ae + yY ay E X. 


流行 了 .这 个 不 等 式 还 说 明 (X .| DÆ qg 一 致 凸 空间 . 
对 于 Y 89>0, 取 f= DEM) g= le) EMO) 使 得 
f,= Xx， supE || f, Il? <9, 


csupE || fa |" — KENAANI lelt. 
ne n=] 


Eo Y» supë | En I “<< co， 


esup || g, Il" — 5E laf, les iyl +è 


f,g 都 是 WP A.R e 是 Bernoulli 随机 变量 , 令 h= Ch, FER, 


arty h _ 1 十 el 
2 + n 2 


显然 有 sup |h [<o 是 WP BEMCS), 于 是 利用 了 
数 pi) =r! AE. 
TE i e supë lA, lt — XE lidh, Il" 


hi= fait e (2 之 1) (2.9) 


< $ supk( lls, Itt fal yell 


ty 
2 2 


一 入 Cd ldg do 
n=1 7 . 
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<4del + y9 一 | ZT e 十 28 


<4 del 十 ly|9 — 4] 2 mn + 20 


3 是 任意 的 , 故 得 
|Site) ES 1) 


以 x 十 y 代替 x ,x 一 y 代替 y 即 得 到 
| dk 十 | 二 7 Yje pJej toy! (2.10) 


注意 ,一 致 凸 空间 一 定 是 超 自 反 空间 .实际 上 由 $1 定理 6 知 

道 ,一致 凸 性 质 是 超 性 质 : 若 忆 是 一 致 凸 的 , 则 每 个 在 X 中 有 限 可 
3AN zs 间 是 一 致 三 的 从 而 是 自 反 的 ,所 以 X BB S. 

例 超 自 反 空 间 不 必 是 一 致 凸 的 ， 

在 3$1 例 2 中 定义 的 空间 E e | 目 ) 有 一 个 等 价 范 数 使 之 . 
RAG, 上， 1 .由 于 自 反 性 是 同 构 不 变 的 ,从 而 超 自 反 性 也 是 
同 构 不 变 的 . AE, ll > I ?是 超 自 反 空 间 ,但 它 不 严格 凸 . 

尽管 有 上 述 有 反例 ,但 一 个 十 分 深刻 的 结论 是 超 自 反 空间 容许 
有 等 价 范 数 使 之 成 为 一 致 凸 空间 ,这 一 结论 被 称 为 重 赋 范 定理 , 它 
首先 是 由 Enflo 证 明 的 . 它 的 蒜 方 法 的 证 明 是 由 Pisier 给 出 的 . 为 
证 明 重 赋 范 定理 ,还 需要 两 个 基本 的 事实 ,它们 的 证 明 将 留 在 本 章 
最 后 一 节 ( § 4) 中 去 进行 : 

(CI) 六 是 超 自 反 的 当 且 仅 当 L(y,X) 是 超 自 反 的 ,其 中 C0， 
,是 非 平凡 的 有 限 测 度 空间 .(§ 4 推论 3). 

(1T) 若 X 是 超 自 反 的 , 则 存在 ec 六 0 和 19>2 使 得 对 于 X 的 
每 个 单调 基 序 列 {z,} 和 实数 列 {a,) ， 

(Ela, S c || Zana, || - (2.11) 


(84 推论 
eas 5 ax RMA = 间 ， 则 存在 g gq 宇 2 M> 以 及 X 上 
的 等 价 范 数 , 使 得 在 此 范 数 下 ,6x(e) 之 ce 〈0 委 se 委 2)， 
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证 明 uN HATA MODI r WEI Le 
(AX AFR WP Me Bl a= f= Ef, ERE C1), 
(uo X) E BC SAY hE LX PY EP BRE BY BL EB 
调 基 ， 


DA Wille A DA 
men, 由 基本 事实 ( 1) 
(Y lari" <el Sas Ile (2.12) 
”应 用 Holder 不 等 式 (注意 v 之 2 得 到 
(X afl a) P aH) HLX as, I 


e+ DE |l Saf, le (2.13) 


} 


On = L3 amot, 
1° 对 于 每 个 f=(f,)EM(x) ,显然 f, 是 a.e. 和 Lu, X) 
West ay. HARPER A Of. > 
Jax], = inf{ |] f.. 人 一 ey) laf: l3 S E M), 
1ée4 : ` 
ACN,|Al =n}. (2.14) 
这 里 入 是 自然 数 集 ,14 | 表示 4 中 自然 数 的 个 数 , 关 于 |x1, 有 
O jzxl, 志 上 zl ,VY xEX, R f, 三 zx， MBS. 
Gi) 将 (2.13) 应 用 于 X iaf i 同样 会 得 到 
(Satay Se ttt Matis 
GA iA 
Lc 十 Dt | ahi E 
Selina t DET] fo ll? 


后 者 是 由 于 {4fi,i 之 1} 是 单调 天 序列 ,于 是 
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a laf his SE (2.15) 
fed ” 


现在 对 于 每 个 xzEX 和 e>0, 由 |。|, 的 定义 , 取 f= (J,)€ 
MDM ACN, |A| =n 使 得 
jek > fn li = ee afi ee. 


应 用 (2. 15) 78 


i€A 


In >The = e. (2.16) 
由 于 r=Efo ik Ic KE fol <I fo RA ERE 


leli > piel? — e. 
. 4 1 
是 任意 的 ,得 出 “|z|, 之 去 上 x 中, 总 之 


到 zl < lrl,< izl (2.17) 


2° 现 证 不 等 式 
t2 
z] <4 del + Iyi (2. 18) 
对 于 x,yEX 和 e>0 RK f= EM 和 gg=(g,)EM(y) 使 
得 
leli fi ed dst |i — e 
‘EA (2.19) 


ly li = Wen li- ež Ides l? —e 
ied 


其 中 14|==14'|=n. 现在 我 们 调整 4 与 4' 使 之 一 致 并 且 仍 使 

(2.19) 成 立 , 做 法 是 当 是 4 的 第 一 个 不 在 4' 中 的 指标 时 , 令 
E, = Boon Sky l; = grp nk, 

显然 8g=(8,)EM(z),#.= 二 gs。 HH 

dg, =dg,-..n >hh; = 0, n =k; = dg, n Z k. 

于 是 
lyl: = lle. l — ci Dal dg: | 一 e， 

ed 
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这 里 A' 是 包含 名 BIA =n 的 指标 集 .车 如 是 下 一 个 在 A 中 而 
不 在 4' 中 (或 反 过 来 在 A' 中 而 不 在 .4 中 ) 的 指标 , 作 类 似 的 移动 ， 
经 有 限 步 之 后 ,4 与 4 就 成 为 同一 集合 . 仍 记 之 为 A. 

现在 定义 h=(h)EM| T) 使 得 


i 2 
[H< pe ad Idh N 
n IEA 


= Fl f E+ | g ID 
— Fed Wah t+ tag iD 
i€A 


<del + lvl — e 

e 是 任意 的 , 故 (2.18) 成 立 . 

3” 映射 xz 一 zj 在 和 上 连续 .对 于 V e>0, 取 SHAE 

jc Ifeli eS) dAl e 
IEA 
若 xEX 是 任 一 元 ,容易 知道 c= Ut WE Matu) HE dg 二 
(dfa) =df ,所 以 
Ic tulix< | fotulli- >) lasi: 
PE 4 


Ef t 2lul Ifo Ni + Mul? 2 dat li 


< |e +2}al Ifo lat Hel? +e. 
但 由 (2.16), I| Fa Will fo Glade)? 

je + uli = leli salul del +5lell’, 
这 说 明 | 


lz + ul — lre <4fel) tell +5lell’. 
得 到 连续 性 ， 
ao |x|, 是 匀 上 的 范 数 .实际 上 由 2", 当 |xl,==|yl, 二 1 时 ， 
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joy 
| 2 
>0 (V rE X) 和 ler|,=lellx],.PREL| + |, EX EWR. 

5° &f=Cfh)€ Mr) g=(e,) EC MCy) 满足 (2.19), k= 


Ch, )EM| "3 | 仍 如 上 面 定义 , 则 由 (2. 16) 


委 1. 又 由 连续 性 |， |, EX EADAR. 容易 知道 lel, 


n 


ED dak i= Set Aafa + ldg- ili ) 


IEA 
SÈGA + el) <È del + Iyl; + 20 
或 者 
yy Ilda li <30 +e), 


iEA 


从 而 必 有 2S Kne || dh, |l p309, 


注意 ll dh, | = | 
E Be ct SW aT idh N34. 
$ B= 二 (CAN) 十 DU(1}, 则 181=n HAA 


chy Il dh, | a | dh, |? — 3052 4 4 
i€ B f 


n on 
> ES) | dhmi I 
最 后 得 到 
< 


<ZA li+ Igel? 


2 1 — 3e 
-= GS) dha l? 
IEA 
< it Meo 1D 


9 ] 一 38 
一 二 (本 二 eg ie AS 


i 
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1 一 3e 


n 


dr + jy lt + 26) 
e 是 任意 的 , 故 当 lelit lyli= 2, | SE | San 时 


<1-4, 换 句 话 说 ,二 一 一 > 一 之 4 时 
[ydet] Vo 


x + z l 汪汪 1 1 2 2 
SP < (1-42) fact iD 
以 上 事实 对 于 每 个 都 成 立 ,于 是 得 到 可 列 个 范 数 | 。 
4 te a 
~ + ` ¥ 
Fane AE 
i Il zoal z De an 14 时 ， 
[$da + ivi] 
rty {By drèt yD 
| 2 <| n 2 ° 
e S 
l= ÊS Lick vere X 
x p 


n=] 


[+ WAX LAER 并 且 也 有 
pel <les lrl,Yrex 


我 们 证 明 对 某 个 9' >a. Gr e DÆ g OH. 


(2. 20) 


DESE 
注音 
I, ° {= Bh 


(2.21) 


(2.22) 


(2. 23) 


设 reyEX, la PHly|F=2, la—ylSe, 此 时 由 (2. 23) 


lr—y ll ee. 对 于 所 有 n 
1 


Sa lit lyID<y z+ lyl DKA ly! 


故 有 


r lz 一 > = > e/2， 
grl + lyki) 
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取 n=2 ,其 中 是 使 a2 <6/2 ,或 >glog:(28) 的 最 小 自然 数 、 
则 


- | xr Yy | vE > ag ve 
[zrl + lyf] 


于 是 由 (2. 20) 
EP p[i pe] Cale + betty 
再 由 (2. 22) 
于 < DE wll + [yid 
rpl -二 


1 , 
< idal + Iyd = 2 Edele + lylo 


HOIDA 2DE lalit Ly RT rl Ly 2) A 


Eri 
= 


1 2 ? 2 
2 < adal + ly19 一 Cal? + ly 四 


6p 
Peg 


<1- dael + lvl? = 2) 


B 
kinim”? 
这 说 明 (X, 1。 有 是 一 致 凸 的 ,注意 a2 Oo Ke/2 或 2 所 2 


| 天 | , 则 在 范 数 | "| 之 下 


B pe 
ôx (E€) > ben? get) 之 Ak? x’? (2a)! 
Bet Bef 
r 1 2a) 2 
ant (2a)! (glog: +1 4a ye ? qlogz; z| +1 
对 于 任何 q' >q, 24 e—0 WEF 0, 于 是 有 cc 使 得 
ôx (E) > ce’, (0S te < 2) (2. 24) 


定理 6 设 浆 是 超 自 反 空 间 , 则 存在 c>>0 和 p <p?) 
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以 及 等 价 范 数 | ，| 使 得 在 此 范 数 之 下 ， 
Ox(r) < cr’ (ct > 0). (2. 25) 
证 明 这 里 要 用 到 我 们 将 在 $ 4 中 证 明 的 第 三 个 基本 事实 
CH) X RHR ARMS AIS X WE C84 推论 1). 
SO CEA X BB ARREAK E, 存在 等 价 范 数 | 
Palins Wat <del at We EX ,在 此 等 价 范 数 下 ， 
X 的 凸 性 模 


Ocx’ ppt) Ce) ceo co > 06g > 2 (2. 26) 
E X 上 定义 范 数 


Jc] = ee ie z|» YVrEX 
“yt 
则 ERRITEN VEX. 利用 $ 1 的 结论 , 必 有 


Pap £) = sup PE gt Ce) . 


DOsses2 2 


我 们 过 去 证 明 过 ( 见 》1 定 理 8) , 当 Oa WEC 25 BT GA 


Pexal Sel? (r > 0), 这 里 P= t T 


Ba A EHER ADE, — Bich ERT E E RA p 光 
滑 AED 的 ,同时 也 可 赋予 等 价 范 数 使 之 成 为 9 四 g< 
oo) AY. Asplund 应 用 平均 技巧 还 证 明了 超 自 反 空间 上 存在 第 三 
个 等 价 范 数 , 在 此 范 数 下 六 既是 p 光滑 又 是 gq 上 是 的 ,这 里 不 准备 
再 叙述 了 . 


3 3 户 光 清空 间 值 装 的 大 数 定 律 


本 节 将 讨论 空间 的 p 光滑 性 与 在 其 中 取 值 的 堵 的 大 数 定律 
之 间 的 相互 联系 . 我 们 先 给 出 两 个 简单 条 件 
定理 1 4 X Ep Banach 空间 ,1 之 p 信 2, f=) 是 
X (oe, 
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OË VEC AF MB -D< aes W frae. 收 全 


=1 


Gi) #a,>0,a,40 并 且 arg | df, I’ B, -<o 
a.e., Wi ai:f,—0 a.e. 


n+l 
证 明 1° 对 于 和 之 0, 令 r=inf{n, UEC | df, |B) > 
A}, oid inf O=00),7 是 停 时 . 考虑 蒜 SO = Cin,» M 


SE lafn lt = SE NALA 


= EEC df, |’ |B) <2 
于 是 由 p 光滑 性 ， 


supE | Sonn | rs < “2 I AS hn Il r < cà 


由 RN HEIR, fens a. e. eat. H(t co} = (UEC | df, || Ba) 
<A) 上 Anf BA TE(r= oo) E ae SL BERNA 


De | df, | 1B <0 ave. Hk fa.e， WER. 


2° $ dpa, =(Fi=(Qadh), FRR (i) ,从 而 2 
H: e. 收敛 ， Kronecher 引 理 保证 了 Lo a.e.. 
定理 2 (Pisier, Rosenski) 设 X 是 Banach 空间 , 1<p<2. 
则 下 述 条 件 等 价 ， 
G) X Æ p 可 光滑 的 . 


Gi 对 于 每 个 X AR F=f. DE laf, l’ <o, 
则 FL, CP +X) 收敛 


Gii 在 上 述 条 件 下 fa. e. WR. 
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DO ERRET A ROER. 
以 上 绪论 换 为 Walsh-Paley Hiriei ak ar. 

证 明 只 有 Odi) 和 div) 二 0) 是 需要 证 明 的 ， 

当 X 是 可 光滑 空间 时 ,着 和 EE | df, |’ <o, H Pisier 不 
SAS, EL, 有 界 的 .由 于 p 光滑 空间 具有 RN 性 质 , 得 到 SL, 
Wal. 8 2 定理 1) ,所 以 (全 (iD 成 立 , 

对 于 (iv) 二 Gi) 只 须 假定 所 有 WP BOE Gv). 不妨 假定 So 
=0. 考虑 WP 鞭 的 两 类 空间 


G= {f= (hf) FE = QEN <x} 


Ga = {f= (01,0) = sup] 1 Let | 


n 
标准 的 验证 说 明 (G, || < DÆ Banach 空间 ,Cu 是 以 oC fg) =p 
(f-—g.0) ARE fray Frechet 空间 ,条 件 (iv) 说 明 恒 等 映射 7:C- 一 人 
定义 合理 且 有 闭 图 象 , 从 而 7 连续. 这 说 明 对 于 Y O<e<c1,¥ e> 


dP}. 


= | 
0, 1S 4 EL DE | af. <8 ay 


E p `] 一 WA > -< gË => 
ree Ws pos lig Tha! SE v a D 


或 ` 
supP C f, || >D < 2e. (3.1) 
n> 
定义 停 时 r=inf tn; | fi, I >e) 9 则 fos Chip FEE EER, 由 于 
df enn = dÍ Miron ’ 


ME Vda hS SMELL IO <S, 
net n=] 


PCW Sia || >D = PCr sn) < 2e, 


故 有 
PE >= Pa < æ) = limP(r7 <n) 
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一 lim P¢ il Sinn i > E) < 2E 


这 说 明 当 >l ae HDR 0 使 得 DE af, ee. 我 们 
以 此 证 明 , 对 于 每 个 自然 数 人 ， 
PPE SDL YE Af N? (3.2) 
不 妨 设 PCfi > 2)>0,R FP = CFP) BE FY Sh E op a g 
〈 其 存在 性 见 附录 1) , 令 A= (f° <2). = FFA CB T 
=(7,) BREW 
CAP? pee dfi uid fy? gee df? suud fy. ud fe? 0) 
注意 Euj=P fi <2). MH FF =F) 有 
SUE | dF, |? = C1 + Eu, toe + En eo STE | ds, | 
& /一 co 得 到 
Ye dF, l< see VE las (3.3) 


ui 
由 于 w 相互 独立 并 且 Y Poy =0)=00 ihi Borel-Cantelli 引 理 


VE PCAs. .0)= 1,30 EAA J l ae. 于 是 | dF, | "Se, 
(3. 3) 变 为 
Pi >2< El es, |" (3.4) 
n=l 


此 不 等 式 对 于 任何 鞭 成 立 .将 了 换 为 =E) eat 


PE > YD <Sca SEW as, i’. (3.5) 
n=] 


现在 设 S= (FFE WP RG A>0,B>d+1 定义 
p= infin, f; >A}, 
v = inf {n, f; > Ba}, 
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a e ee MAH F 


o = inf{n, $3 | df, > da}. 
由 于 | df, | SEE By ATI pve 为 停 时 G m= Xorceria 
可 料 , 故 T= F= È mdf n >DE WP BRIERE (u<k<o 
Av} 上 ,只 要 oo 就 有 
CS pads po = >) Wa Fi VM? SOA yen 
TE T 7 


EDD | adh, | LRP uc) =O PS DA). (3. 6) 
=1 


RIG» no = co} E S? > pA, X) M wdf, |7 < (8A. MERTE 
TE ko-l < hk, <n 使 得 
ded = fa = fa = tim Faa dh. 


sup || Suas. | > Cfinl — Veh, Il 2 (8 —8— 1A 
n 是 任意 的 . 故 有 

{f° > pay af, ||" day CF? (8-6 A) 
于 是 由 (3. 5)、(3.6) 
PU? > Pas > laf, |” KDL PE > (B— 8-1) 


eee ye Pp 
cor ` 
< 学 -Pd >A. 


ò’ 
记 = BoE 则 


POF > PAS Pod} laf || 79"? 2 da) 


i=l 
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+ PCS > BA, CS) df 9” < a) 
i=l 


SPŠ Iaf Ye EA + EeP >a). (3.7) 


i=] 


于 是 
E y'= Brp| ameg > Ada 
<e AN àr- PAS df, l|) > Bayada 
of 
+ ep p| NTP > ayaa 

SREO Wahi) HWE” 

取 B 使 eB* 过 1., 则 
EGY <ra amy afr (3. 8) 

从 而 


supE || fa |" < cE > laf, Il’ 


其 中 c= pte — 28). X E p TRR. 
THE T Hoffmann-Jérgensen, Pisier. 
定理 3 i X Æ Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

G) XX 是 pp 可 光滑 的 . 


GD 对 于 任何 X (ERR f=(f,), 若 之 六 E || df, ||’ < 
则 nl fio ae. 


GD 对 于 任何 X ER P=) AD Nf WEL 
则 afr >0a. e. 
Gv) 在 (或 (0) 的 条 件 下 , n'f, 0a e. TR PAE BOL. 
将 其 中 的 蒜 换 为 WP BRA. 
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证 明 OSG 设 f=(f,) 满 足 Dan he I df, 二 co, 定 
义 dF = oD. ABR J= F), = ats h 


supE || F, IRES DENAT, In eX PE | df, |< o. 


PP 光滑 空间 具有 RN 性 质 ， 于 是 了 ,ff LCP. XH RU Sr. Mil a. 
e. ltt. H Kronecker 引 理 n'f, —>0. 
为 证 GSG), AE WP RAAE E] 


G, = {f= (S), | fN = CSE I df, | PYF << oo} 


ee EA 
== Feo) = spk TF] 


可 以 验证 LSD =e dege OOE G EREE S AMETAN. 从 
而 Go 是 Banach 空间 ,G, 是 Fréchet 空间 , 例 行 的 验证 表明 , 恒 等 
映射 GaG, RAMBA ,从 而 是 连续 的 ,于 是 对 于 Y e>0.d 6 


< 


0 使 得 , 当 2 Elaf,ll’) 时 


polls 一。 (3. 9) 
nzzl n 


现在 若 /一 (三 ) 满 足 DEN df I<, A REFA 
(0 0， Gt Daher G + Af, 0.) (3.10) 
— 


确定 的 著 J= Gs 由 于 


NE la l° = elas, EEE 
i=} 


从 而 由 (3. 9) 
k 
p| Iel >. =P GF! SG +)df, || >D <E. 


i=} 
令 j> 得 到 
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. 
Pll SO =PC Da >e<e 11) 
f=] 


由 此 得 到 车 SS Lae 则 必 24 df Be >. 是 某 个 
常数 . 由 定理 2 Biv) => G) 的 证 明 ( 见 (3. 4),(3.5)) 知 道 X 必 是 
p 可 光滑 的 . 

在 G0) 的 条 件 之 下 ,可 定义 一 个 满足 (G0) 的 靳 使 同样 的 结论 
ASE. 故 也 可 得 到 XX 的 p 可 光滑 性 ， 

推论 it X Æ Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(i) X 是 超 自 反 的 . 
GD IHEM X ER f= Ch) supe || df, [| <oe 
n 太一 0 ace. l 

证 明 WX BARA. AEREE. p:1<p<2 使 得 

X E p 可 光滑 的 ,又 由 于 
El df, S El df Pe? 
故 有 supE l dfa ?过 oo0, 由 定理 3G) 知 nn SO ae. 

反 过 来 的 证 明 依赖 于 下 面 基 本 事实 , 即 若 X 不 是 超 自 反 的 ， 
YE LP XP RR f 一 (7,,) 使 得 sup | df, || 1.18 

tml fll 六 | 


~~“ >0, 这 与 Gi) 矛盾 . 关于 这 一 基本 事实 的 证 明 , 我 们 也 
留 在 5 n 进行 (定理 6). 

定理 4 (Woyczynski) ik X Hp 可 光滑 的 ,1 二 p 二 2, q> 
LIFA /=(f,), 若 See Ik | df, <eo R nfo 
ace. 

证 明 #q=1, 则 变 为 定理 3 的 情况 . Mit q>1. H Hajek- 
Renyi-Chow 不 等 式 (V. § 3), 对 于 Y e 盖 0， 


exp (sup | fy >e) = e limPC sup | Li in > ett) 
jan Be OS HSS 
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一 二 六 一 


(3.12) 
由 Pisier 不 等 式 和 Holder 不 等 式 
-EJF ” <ckC DIE df; PI <j El df," 
由 定理 条 件 和 Kronecker 引 理 7 MEG I m0 (joo). R 
外 由 上 面 不 等 式 , (3. 12) 右 端的 级 数 也 是 收敛 的 ,因为 
SG DM + POE | LA 


j=l 


n i 
SEG DM HPF NIE | af |” 
j=l i=] 


"Ell af, |? 1 i 
<e SE + a DE ah, 
jai i= - 


从 而 对 于 V e>0, PCsup | | >2)+0 (n->2), 

回忆 我 们 在 V . 83 定义 过 尾 概率 一 致 有 界 的 概念 . 

aE iiy) BRAG MEI. yy 0< post A 

Vn = YX Wn = 和 m (OC paw) 
则 对 于 任何 ro, 存在 c=c 盖 0, 使 得 下 面 不 等 式 成 立 (假定 右 
端 有 限 ) 


@ 2 aly <cEyt. (p<r) (3.13) 
n=} 
A ply lr [cEyt, (p>r) 

diy >) Blot eye bo (3.14) 
mio we c(Ey?+Eyflog* yo), (p=7) 


5 E | y 。 | a =rip aa r 
= >n (|y,| > Ada 
0 . 


n r 
<e S| Pos > Nax 
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= > PCy > n DdX 


n= 


= ef Spo P> nd X 


n=} 


c| Exa dx = Eyt. 


cr 
r—p 


= 


< 
2°  p>r, p 
< Ly, 


> E m = Sarf, PAn > DAX 


n= 并 一 了 


< >>) Py) > nY Dd 


= Piya? > n)dA 
a> 


<f Eyga dk = 一 红 -Eyt. 
i 


3 车 Park 则 有 


oo 


2 Ely |r j= ee > DaX 


n=1 


Sn | Pey > > aM" dA 


< iM O>) 
<e SIP > kA + logk) 
k= 


ScEy + ed niyP(y > klog” y 


kzi 
Se (Ey + Eyidogt yo). 
定理 5 (Marcinkiewicz-Zygmund 型 大 数 定律 ) 设 f=(f,) 
E X (HBR. {dfa} yo Il 
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SON ti RRO REECE ANE AE NRE ERROR ORE ER Re EE ES pe NSA 


G) Æ y€ Llog "LX BH BRM. USO a.e 

GD # yE LA p<2).Xr(> p) APG M n E0 ae. 

证 明 记 y ,=dfs Kijas peti Yad, Xi gars oes 

A= yn SE y n Ba AS yn S EO", G1) 

(A, AD 是 款 差 序列 并 且 df,=(A',)4+ A). 

AGG) 1 一 1,X 是 超 自 反 的 ,由 重 赋 范 定理 ,3 r> fË 
得 X 是 ~ 光滑 的 ,于 是 

EW Sy cary giors y lA 


SEAT SEA | 
< > F | +> Eo 


<3} Iy i +5 l» I 
由 引 理 中 (3.13) 式 ,最 后 式 子 前 一 部 分 收敛 . 由 (3. 14) 式 第 二 部 
分 收 敏 . 于 是 ! D% dhi > 1} 是 LCP,X) ARR, HRI 


由 Kronecker 引 理 f —> 0 a.e. 


MFC), AF 

eiS Hay cSt eM p p Bled 
第 一 部 分 由 (3. 13)， 第 二 部 分 由 (3. 14) 头 一 式 得 出 有 限 值 ,再 用 
Kronecker 引 理 得 出 Lro a.e. 


$ 4 有 限 树 ,J MESSER ZH 


本 节 将 叙述 超 自 反 空间 的 有 限 树 性 质 、 丁 凸 性 、 基 底 不 等 式 、 
HES SARE. 在 此 过 程 中 ,本 章 前 几 节 中 用 到 而 未 加 证 
明 的 几 个 基本 事实 将 得 到 证 明 . 本 节 的 另 一 目的 是 对 超 自 反 空间 


374 


ELp? a ee RY Sy et 


的 等 价 条 件 作 一 个 小 结 . 
一 、 有 限 树 性 质 与 / 凸 性 质 
定义 1 称 Banach 空间 X 具有 有 限 树 性 质 , 若 存在 6(0<6 
<2) ,使 对 于 任何 n1, X 的 单位 球 中 可 以 找到 2 个 元 素 满足 


BN 


| zi ~ zi] 26, 


Leia, 十 Zi,- 
| Zaimi ~ art Se, a > Heal = THis 
T- T_4, 
| Tarsi = Tai, | Be, Fo Pty, 
| x ~detd Fe, 一 1 :一 1 | > ô, 
Peperen Far 5 一 1. 一 1 
2 = Ye Eni 


其 中 ere MEL 9 FEB IL E ay = SE pa 2 
个 元 素 为 一 个 (*,6) 枝 . 简单 地 说 ,X 具有 有 限 树 性 质 , 当 且 仅 当 
对 于 每 个 自然 数 ,XX 的 单位 球 中 可 以 找到 一 个 (x,6) 校 . 

例 zapa XE ERT 1, ERY k AES E RO = 


2, 则 标准 基 eiser tter 满足 
le — elli = le- eli=. 


ete Betea 
1 2 Jae 


”一 | ep- T er I = 2, 


erna 十 er- ey 十 em _ 
= || 5 7 | = 2. 


ELEAF BY RT PL Or 2) 枝 ， 
现在 | Ie) FEET (n= 16250) BY Le EBRR EN. 显然 ,对 


于 任何 x, 此 空间 FRP AR OLD t 但 是 4,2) RETZE 
中 去 寻找 ,而 Gr + 1,2) 枝 必 须 到 个 ”中 去 寻找 ,两 者 没有 公共 
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素 , 此 例 还 说 明 ， (TT), 具有 有 限 树 性 质 . 马上 会 看 到 这 种 空间 
是 直 自 反 的 . 但 应 注意 的 是 该 空间 是 自 反 的 ,由 此 知道 自 反 性 不 
等 价 于 超 自 反 性 . 为 证 明 该 空间 自 反 , 甚 至 于 | JI?) 是 自 反 的 
可 以 用 标准 方法 去 进行 ,只 须 注意 每 个 /f 是 有 限 维 空间 ,其 上 的 
任 一 范 数 均等 价 . 
定义 2 Banach ZE) X PA) DAGE SS> 和 自然 数 
K>? ERIT X AE RRRM EATR aean 部 有 一 全 的 
循序 选择 eo ,ex wz ee 


| Sex | <a OK. (4.1) 


Poa OB FF xe FE 即 正 号 集中 于 前 段 ， 负 号 集中 于 后 段 , 没 有 交 
互 出 现 的 情况 ， 
可 以 直接 验证 ,J 凸 性 是 超 性 质 . 为 了 刻 划 超 自 反 空间 .我 们 
需要 下 面 引 理 ,这 里 只 简单 叙述 其 证 明 . 
引 理 1 (James) i X Æ Banach 空间 ,X' 是 X HHMI 
述 条 件 等 价 : 
(i) XX 不 是 自 反 空间 . 
Gi) 对 于 Y 6,0<0<1, FETE RP, } CX fat CX |] x | 
=1, |e | =1 使 得 
Osn Sk 
rite) = (4.2) 
lO, n> k 
GD 对 于 Y 6.0<0<1, HE (x, } CX, || x, jl =1 使 得 对 于 任 
fA] Kk <k<K), 
d (corie Ti) COC gpa TR)) 0 (4.3) 
这 里 co 代表 括号 PERNAR 
将 定 = 理 中 的 任意 9 换 为 某 个 0 结论 仍 成 立 
证 明 Gi) HEX PHAR J: XX EARRA. 
因 JJCX) 在 六 '' 中 团 但 J(X) 关 XX'* EE FE XE I Fl 
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=1, f(a) =0 (Y7zEX) ,对 于 0<b<1, 取 xz EX RG |e 
l <1. fr") >6. het 

dz JX) = inf at * —JCx) |l 

之 inf f(x" *“—J(r)) = f(x") > 8, 

lar | Sf >e. 
于 是 存在 x; CX’. af ll =1,z** G@=a Alle’ | >éne 
在 XEX,| x, i 一 1,z zi 一 和 这 里 用 到 Hahn-Banach 1 Hi Œ 
理 ， . 
用 归纳 法 ,假设 ror (4 二 1,… ,一 1) 已 取 定 ,其 中 由 zi = 

1 eg i| =1, vt “Cz = 0. RER ris lla | =r Gr = 
9,2, Cr) =0 Chin). 由 Helly 选择 原理 对 于 任何 ORILE, PEE 


0 


IS Tre ,J (XY) I5 ae) 十 r“ "x:…， 


由 此 

| Sad] = |e" “C77) < zr? | aai | . 
x ALLER r, x, | = Loaf Cr) =O kn. AG TE PF 
要 的 序列 


GDS Gi) HF RAK OSAKA) i baa} (ae SEG FP 


WERI BHF LEG a> 08> 0. Ham jaa ts 

| Dan 一 > Bite) | > ni) a0, 一 we Leap) = 
故 得 之 . , 
GDS 反之 若 五 自 反 ,考虑 (证 ) PEREI i > 
A, = {2i > k}. Bi = coA Wl B, Æ w Ath FIBA AA 
限 交 性 质 ,从 而 O Bs 关 多 . 取 wyo 是 其 中 元 ,由 于 ys。€ Bi, 故 3 了 A 


了 i 

C 4 T p 0 
然 数 ! 和 实数 w > 0, >a = 1 使 得 yy eanl <> 

i=] + 一 上 


Ly E Bins MOET ERE L > 0 EB, > 0. TB, = 1 使 


j=l 


< b 
i Yo T S Btn; | < 3° 
从 而 
| Yaw ~— S > Bta < 


与 Wo 1)) 0, re, 定理 得 证 . 
引 理 2 ”对 于 Banach 空间 X ,以 下 条 件 等 价 ， 
(i) 和 不 是 超 自 反 的 ， 
GD 对 于 任何 9,0<9<1 和 任何 "六 1X 和 X 的 单位 球 中 
分 别 存 在 序列 ay sre cn ae ge ae 使 得 
6, makin, 
rt gp = (4.4) 
0, koma. 
Cit) 对 于 任何 6,0<9<1 FSE ISAS X 的 单位 球 中 存 
在 序列 xi? seer,” 使 得 
d(coCre sere cy? col eer ste sre? )) > 0. (4.5) 
同 祥 地 ,其 中 的 任何 2 换 为 某 个 0 结论 仍 成 立 . 
证 明 GD=Gii) 如 同 引 理 1 相应 部 分 的 证 明 . 
(ii) 过 (i) 车 六 是 超 自 反 的 , 则 任何 Banach 空间 Y 在 XX 中 
有 限 可 表现 时 ,Y 是 自 反 的 . 由 上 述 引 理 存在 0 过 9<1 ,对 于 任何 
序列 EY, lly | =1, UY 中 范 数 
dcoCyis syr) COC Ms to Wn) 0, 
<k<n). G Y, =span {yts ya} WA X,CX, qimX =dimy, 
和 同 构 映 射 TY SAXA TL r S2. 
记 r= Ty k=l n) , 则 以 X 中 范 数 
A(COCK, 988 9 Tp) COC Tp att Bud) MS, 
与 Gii) Ae. 
OSG 车 XX 不 是 超 自 反 的 , 则 存在 Y, 在 XX 中 有 限 可 表 
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现 , 但 不 是 自 反 的 ,由 引 理 1 PEPE Lt CY {yi SCY, | ye I <1, 
| yi ll <1, tS 

OL +6), mck 

0 , m> kb. 

这 里 e>0,00d +e)<1. Y= span lyo tny h WU EH XCX. 
dimX, =dimY, fll fe] POR HY TY, > X, (HF | TW <1 +e |] 7! || 
二 1 , 令 gP =A+e)Ty ate sa 6 TO, ar <a. | 


xr? || <1 并 且 


Yn yr 二 


0， mak 
0, m>k. 
WRGD. 
推论 1 忒 超 自 反 当 且 仅 当 X* 超 自 反 。， 
” ”证 明 若 X 不 是 超 自 反 的 ,由 引 理 2 对 于 任何 OKIKI Al n 
PARTE re OX 和 不 EX Sku) 使 得 at? I] <1, | 
a’ || <1 并 且 
0; mkn, 
_ 10, kRom<sn. 
将 PLA XP I eS 


T 


Cn) Cn) 
省 Ly 一 


Lary Qn) ， 
D S P aj = Lye gn 


ret = Phom = jeen 
正好 得 到 X' 不 超 自 反 的 条 件 . 

若 Xx" 不 是 超 自 反 的 ,正如 上 面 一 样 可 取 ?和 2 (j=1， 
een), EV rae X A X AER Ay H F A 的 单位 球 
E X 的 单位 球 中 雪 "* 笛 密 , 故 可 在 前 者 中 找到 ay? ,x, 使 得 

[xer*c|>O-—e, Èj 
[zt | Le, i<j 
(2e 二 0) ,于 是 对 每 个 Rs 二 和正 数 w, yiw = Se =1, 


/一 A++1 
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nej Sag? — 5 ari” | | >08 — 2e> 0. 此 即 


V 
六 
iT 


f= 十 3 


d (co(r set ae? colai ,X00)) 庄 9 一 2e, 久 不 是 超 自 反 的 . 
引 理 3 若 久 不 是 自 反 的 , 则 对 于 任何 6 (0<S<1) ,任何 自 
RE KSL EX 的 单位 球 中 可 以 找到 zz ，… re EX (RRM FE 
何 &CSRSEK) 
ay bee tae re te tax || SRA D). 
此 引 理 的 一 个 基本 的 证 明 见 Beauzamyi13 
定理 1 (James) W X Jb Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
(i) X 是 超 自 反 的 ， 
Gi) X RRA PRE. 
Gii) X Æ eye. 
证 明 GDG) 若 X 不 是 超 自 反 的 .正和 象 上 上 面 引 理 2 中 
Git) => C1) AY TERA BBE AY 2 作为 那里 的 可 以 得 到 


ACO, stt La) eo Caa Tn)) > > 


这 意味 着 对 于 任何 k,1 寺 k 入 nn 
X + eae -全 Xz Leta] 十 oes -十 Xt! 
| ok ~~ 9 ~ | > 2 

于 是 aie ,ze 是 O, 呆 ) 枝 ,这 说 明 X AA AIRE 7 JE. 

@M=Gi) 我 们 将 在 后 面 证 明 ( 见 定理 SAX 具有 有 限 树 
性 质 , 则 超 宕 空间 入 RAS 0 树 性 质 ,因此 不 具有 RN 性 质 , 更 
不 是 自 反 的 . 但 六 在 X 中 可 有 限 表现 ,得 出 矛盾 . 

G@>Gi) BN RB 西 的 , 即 对 任何 SG>0 AM R22, (r 
IKASK? | ce ll 过 1 使 得 对 任何 循序 符号 选择 A SRSA), 


K 
T 1 
| Man Sa - OK. @< =z) 
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- < 一 a. ND 
WEB LASHSK). Ë Daa, SR ar 是 两 个 止 组 合 , 则 


i= 


A 天 
| Max, 一 Doz) 

i=) 1 二 上 二 1 
一， K k 

= Xa- Xe [XA oa 一 Xas oa) i 
= bahay 一 1 
K = A 

之 i! ` jr, T 5 Ti | 77 { Na ~~ a, ) 十 NS G 7 a.) j 
i=} rke i Fey Poked 


之 (1 一 9 大 一 (一 1 十 大 一 人 一 由 一 2 一 KR 1 


ACOH, Ti) COOL pa Ti)) > 1, 
”由 引 理 2 知道 X 不 是 超 自 反 的 ， 
GD=G@) AA SERRA. i RAGER CEASE 
友 性 ,实际 上 这 正 是 上 面 引 理 ， 
定理 2 (Pisier) 设 X 是 Banach 空间 ,1<p2<c2: 下 面条 件 
等 价 ， 
G) X fev AW. 
Gi) 存在 6 汪 0 AB RA nee. E1 RA ae, EX 
AURORE fF 符号 选择 eo, 满足 
I Sea tl <a — dnl SY pa iy” (4.6) 


i i=l 


Gii) 存在 G>0 ALAA he? ER TB .rz 
EX, 


>) | Sex, i f < (1 一 wp \ Ti i! F C4. 7) 
DEK, i=l i= 、 


其 中 E, 表示 个 符号 的 循序 选择 全 体 . 
证 明 Gi) Gil) KP ASi<n) fH C4. 6) 


t kai 
Aen <= DnA al. 


i=] 
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对 于 其 它 的 循序 符号 选择 应 用 Holder 不 等 式 得 到 
| en Pe THE I"). 
于 是 
> 1 > ex Í Cr — 1) + 1 — 8)? nt > | zx 


CEE 7 一 上 一 
G n 


-1+ 0-8 ,< 
= 一 二 DHEAL 


即 得 到 (4. 7). 
Gin Gp 车 (4.7) 成 立 , 则 
| Sea APS = nb) EAEE 


n -一 
pE E, = 


至 少 有 一 个 循序 符号 选择 , 记 为 FE 
| Sete, La DAN el. 
i=] i= a 

取 (1-8) 7 =1—8" , 便 得 到 (4. 6). 

GD 和 >G) Rix | KIOSKS), WBS J HER eC. 

MSGi) WX ÆJ GHANA >00 A ke, es A 
xy 由 委 1 相应 地 存在 循序 符号 选择 使 得 

|| Sea; | <a òn, 


i=} 


者 leal = le =e l a | 则 
| Nex sa- DY lz | (4.8) 


= 


对 于 Y 2 EX Barto aSa), Pana, tot EER r= (1 一 
Ada x SAn AL Kn) HE A= |x, | mnf |l 2, || ISS 
ny. FE ia” Sminge |) I< j<n}. 由 (4.8) 的 齐 次 性 知道 
存在 循序 符号 选择 .使 得 


| Nex" | <a -5y Il x, Il. 


a 


取 6= 过 全 = =ô)’ 


对 于 这 一 符号 选择 
| > ez, |< | Sei | + |l Sez", il 
i=] i=} i=] 


<H led +a-a lla” 
1=1 : i=l 


<Sa-A tal +a— a | af 


< Sas) lal 
1 一 1 


<( Sa na S hay)” 
i=] i=] 
注意 至 少 有 一 个 六 王 1, 其 余 4 之 0, 所 以 


NaLa nln 1 =) 
i=l 


n 


1 


记 = 十 (1 一 (1 一 6) ) ,>0, 即 得 到 (4.6). 

推论 2 超 自 反 空间 的 子 空间 与 商 空 间 是 超 自 反 的 . 

可 直接 由 定理 2(4. DRAŽ. 

推论 3 ik X Æ Banach 空间 ,1<p<co,w(D)>0. 则 X 是 
超 自 反 的 当 且 仅 当 上 ,C(x,XX) 是 超 自 反 的 . 

证 明 RAIA AEX EJ 4A L, O8 ne 
的 , 当 ” 的 部 分 是 显然 的 ,比如 {zxao,zEX)} 是 Lu XI) 的 同 构 于 

的 子 空间 A Le Xd AG ,立即 得 到 XS h. | 
“ 仅 当 ”部 分 可 由 (4.7) 式 证 之 . ARE E XIJ hier AE 
LC, 和)， 则 对 于 几乎 所 有 w 
>» | Se file) <a = dwt) | fw) |]. 


(e)E En f=] 


积分 得 
S, li Ses, lien SA -am >) EAERI 
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BIS HL, gs Xd 凸 ， 
现在 让 我 们 转 到 具有 Schauder 基 的 超 自 反 空间 .我们 知道 所 
iB Schauder 基 的 基 常 数 是 使 下 面 不 等 式 对 于 任何 标 贡 序 列 {o} 
成 立 的 最 小 常数 有 
| Saal <A Sarl. Wkk n) (4.9) 
a 3 若 存在 常数 a, p> 使 得 对 于 每 个 nel, ARS 
EX 使 之 对 于 所 有 上 自然数 Sa 和 所 有 标量 as 
| Nay, | >amaxlļaļ, |l Siy | <2 (4.10) 
Wy X 不 是 超 自 反 的 . 
证 明 令 zx 一 有 2 yh=1 stean) H I zk I <1 并 且 Span 
{z,,1<k<n} =Span{y,.1<k<n}, 由 Hahn-Banach 定理 ,存在 线 
EZR (二 1,…,n) 使 得 


a i=j 
S; Cx) = . . 
| 0 /天 7 
此 时 对 于 任何 “由 引 理 中 头 一 个 不 等 式 
IFC 2 ay = aja} S I $ ay; ll. 


于 是 ‖ 六 上 委 1G=1 on. 将 万 保 范 延 拓 到 整个 空间 X 上 , 仍 
记 为 f, WA 
f(z,) = “es J Si 
0, jot. 
-由 引 理 2 知道 X 不 是 超 自 反 空间 . 


定理 3 设 X 是 超 自 反 空间 ,0<2a<pB<1, 则 存在 r,1<r< 


co ERE leE X PEARS’ 的 规范 基 序 列 , 则 只 RE >) ae 
RA 


af Sal)” < Doarll. (4.11) 
iœ] i=] . 
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证 明 我们 将 证 明 , 若 (4.11) 不 成 立 , 则 可 以 构造 出 一 个 如 同 
(4. LODE FFF. 
in FEE — BORE. ADO 使 得 recite. A<1, ER r>1 fË 
ne aN — Aa, (4.12) 
由 此 车 B20 G21) W 
(STB) S n suphi)” <a Csuph). (4.13) 


i=] 


WRA 11) 不 成 立 , 则 存在 共 序 列 {e,} , 基 常 数 之 8 并 且 有 祭 
EF la), BRE m 使 得 


m 
| 23a, | 


inf 一 一 一 一 一 人 < 0， 
( > lal") 
这 里 下 确 界 是 在 所 有 mm 数组 Cas, esan) ERAJ. 


不 妨 设 (a ,… ,a,) 是 其 中 之 一 , | Dae: | =1 38 


| X ae, | 
4 =— ot -< Ma? (4,14) 
站 ”le 
-l i=l 


. Kan 
注意 对 于 每 个 基 常 数 之 8 的 基 序 列 部 有 Bjw1<24 Moe |) Ce 
<m) ,于 是 由 (4. ee 
一 2M, = Ir 
lal < 3 | Mee, | < Sale 


于 是 由 Mca.2acitp RU. 12), 


m m 


lap XD al’ < +a ~~ Ay SY fa". (4.15) 


joo] i=] 


从 而 存在 momo ,ms 二 使 得 对 于 每 个 7. 


Sal ~ Sari <ta- Mat’ 


f=] mI ret 


m 


Q = leew GE ma = 06 = 5 la NA ee, = NI 


= pyu 
=m ytd i=l got 
这 意味 着 
ARN ; A , 2— Av Py 
Salts X lal <A N l r Aala. 
r=] jam, 7) i=l i=l 
并 且 
\ - 24 N\A 
2a lel sup à lal 


n. 1 
lt 


于 是 对 于 每 个 j 


cme lol 
(S le {SY jep)” 
=I iama tl 
< la | -dal 


tir S PA OND P ue 
À | [s 之 | ] a| 2 la, | } 
所 以 ia, |] a’. 


另 一 方面 ,由 于 wig , 故 对 于 任何 k<<n， 


, Ko 
(Naw > Elaa >R lal > A lel = alal, 
i=] 
由 于 


m " A 
1= | Neel = Mel Sel Dal. 
isl J=1 i=] 

k 


se uone 即 为 所 求 ， 
同样 地 可 以 证 明 ( 见 Beauzamyp) 


定理 4 设 X 是 超 自 反 空间 ,0<B 守 1<a, 则 存在 s,1<s<%% 


使 得 若 {e} 是 六 中 任 一 规范 基 序 列 , 基 常数 宇 8, 只 要 Daels 
就 有 


| Yar | <al Ser) ) (4.16) 


推论 4 EX 是 超 自 反 空间 ， 则 存在 常数 >0 和 PAK 
co) 使 得 对 于 X 中 的 任何 单调 基 序 列 {x,}， 


{ > la dey < cl Ds ll. (4.17) 


推论 5 设 X BBA RS = lel, 则 存在 c>0 MD Lage 使 
得 和 中 的 每 个 基 序 列 {z,} 满足 


EA | Ma Sef bay Wn. 


其 中 Wy 与 基 常 数 有 关 . 
定理 5 (Pisier) 设 X 是 Banach 空间 , 则 以 下 条件 等 价 : 
G) X 2 8k Sia. 
Gi) 对 于 任何 w,1<c<oo FETE C0 和 <coc 使 得 所 有 其 值 
a f= Cf, i 
(Z bat i) <esup I fll. (4.18) 


a= 


Git) 对 于 任何 ae,1<a<co ,存在 c>0 种 xr 之 1 EMA X E 
著 f= (f,) 满 足 


sup | fol <e( Da hs) (4.19) 


证 明 4) 对 于 Gi)、(iii) 的 充分 性 是 因为 推论 3 和 {df,,n 之 0} 
构成 Lep X) 的 单调 基 序 列 这 一 事实 , 然后 ,推论 4 导致 (4. 18)， 
类 似 地 由 推论 3 得 到 (4. 19). 

Gjd>@) 车 XX 不 是 超 自 反 的 , 则 XX 具有 有 限 树 性 质 ,而 每 
一 个 有 限 树 可 以 构造 一 个 WP BRC. 82) f==(f,) 满足 

SUP | fi f o S 1, int ii df,(w) ll 2e>0. 


代入 (4.18) 得 到 


nee | 
n 可 以 任意 大 ,矛盾 . 
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Gv) FX A BAY XR bg TE 
FEX 1H WP H e= Cg,), 使 得 
Sup ll gp ll. <4 sink | dg. (w) || Se > 0. 
由 dfi FEB, YAY TFT > 0. ATM R. V. has HE 
EE X 的 单位 球 中 使 得 
Chi- (w) idg w)) Se —- OV wE Ak = 1 


< 
RP e 为 适当 常数 , 当 mw 之 x 时 定义 f= Weh Mh g iR 
性 质 
nle — 0) < Edfide) = Eg) SEWS N. 


Sd 
k=] 


另 一 方面 | fw) $< 上 htw) | Sn wE 0. 与 上 式 结 
合 起 来, 进取 。 足够 接近 1.0 足够 接近 0, 则 必 有 
inf | fC) > >. 


若 (4, 19) 成 立 , 则 得 到 


rt 一 - 
> Kcen, 


r>1 这 是 不 可 能 的 . 

定理 6 ig X dé Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 ， 

(i) X 是 超 自 反 的 ， 

GD 对 于 每 个 X 值 Walsh-Paley ® f=(f,), 若 sup laf, bo. 
<oo R n7 fro a. e. 

证 明 由 83 推 论 1.C) 一 (ii 是 显然 的 . 为 证 (ii 之 (CD ,不 妨 
REX 不 是 超 自 反 的 ,我 们 将 构造 一 个 WP RES sup I df, Il. 
<1 AS FY EQ lim sup n`! | A, | > 0. 

由 定理 5 的 证 明 . 当 X 不 是 超 自 反 空间 时 ,对 每 个 六 存在 
WP # f=(f,) 使 得 
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sup lafla SLELO > FYEN. 
HEREZE AAR i EAT F n" “me 
(df, seed f®), Cf? -一 人 
定义 g 二 (g,) ,其 中 dg =df’.& j=htiielee Gti, 
后 二 1 十 22 十 3 十 … 十 ,注意 对 于 g KAMA sup || dg, || <1 
而 由 于 


o l ywen 
n 2 
故 
kn 
Ig = Ii Dide) | 
ha a 
> | y dg(w) || — || ag, Cw) | 
ink, -+l E 
> | few) 一 5 | dgw) | 
i=l 
>see lw a, 
2 n 
| se Cw) |l let 404 1 
~y > a = ee I) 
所 以 


limsup 18 > Ld- d sovee a 


yee n 2 
现在 我 们 转 到 Banach Æ E AY a AE IA 
4% CX) ie FETS $R AB I 上 的 一 族 Banach Z0. @ 是 7 上 的 非 
平凡 超 渗透 ,特别 地 记 
(Xi € 1) 
= {z = (7,).7,€ Xa zl = sup | x, | <}, 
M = {x EP (XIE D ,limzx; = 0}. 
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We) FRE AX, EDME CX FE D/H AX) HE 
空间 . A X= XIN, WER SIDA X SRN 代 
表 此 空间 . 我 们 有 
1° X Æ Banach 空间 . 
这 是 因为 XY 是 完备 空间 ,M 是 闭 子 空间 . 
2 X 包含 有 同 构 于 义 的 子 空间 ， 
R r=(rr e) MZE HEA x=lim || e = lr. 
3” F XERRED U X 不 是 可 分 的 . 
由 Riesz 引 理 , 取 xz, EX, ll a | =1, zx 一 Zz I>% ,考虑 由 
小 的 子 序列 构成 的 不 可 数 族 Y, 其 中 任 两 个 不 同 子 列 仅 有 限 多 
个 公共 元 PANE y= Cad y= Crw) EY, 则 


; l 
ly: — yx = lim | te — Ene | >y 
Be 


Y 不 是 可 数 的 ,所 以 广 不 是 可 分 的 ， 

定理 7 六 在 和 X 中 有 限 可 表现 . 

证 明 XY, BX WPS, dimX,, =m. 不 妨 设 zz 
是 Z., 的 规范 代数 基 , 由 于 是 有 限 维 的 , 故 有 OO, E 


aX lal < | Sat Ja < X lel, Ya, (4.20) 
un , 的 单位 球面 是 紧 的， 从 而 是 完 全 有 加 的 对 于 任何 7>0, 


FEP al) ASLO 构成 它 的 7 网 ， Da WMI 
1" 的 标准 基 也 在 此 网 中 ,着 LP Cas P,e) ASSAD 
X 的 定义 


lim | Yaz eh = deze es 


v=] 


故 3 六 使 得 
Hy Stave ye — | Slave? |g) <n /Ek 
: sa] 


xa] 
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Hei? ll <1 +9 (= 1 m), 


ED lal 一 1, 在 e 网 中 存在 元 素 , 例 如 是 (ef?,… a) (1 之 


x 


ISR) 使 得 ST la, aP) 
s=] 


m m in 
. T3 . 
LI Zeep l= I Sez lal<a X la — a? | fee | 
s=1 pur 和 


m 


+ jea — aP] Ze iz 

s=] 
<E APHIS I H. 
| 
由 于 这 /lal=1, 由 (4. 20) 上 式 

37 二 | Sn ， 

< TL Maz" ly, 

s=] 


从 而 
3 PL SL ye y 
a= EP) a2 fe < | Mae | 


s=] s=] 


3 2 < ‘ 
<a +257) I az"? lx. 


I 


定义 TZ =z? AS j<m), Il 
2 - 
ITI <i PSE 1 
了 是 所 需要 的 同 构 映射 . 
定理 8 若 X 有 有 限 树 性 质 , 则 IAES RER. 
证 明 对 于 任意 n=l , 设 Cre nce Jesien E X HI Cn ,6) 枝 多 
定义 序列 Pee ie WF: 


(0, <n 
G) j 
Pae = - (4.21) 
J D ain 
2 1 
nei 


这 有 ec, 取 士 1 值 ,例如 


D -GD (CD 2. a, 

Zep = Taye tej T 

wd (r? (2) 2 _ 1 Cr? (2) 

2-1 一 7 ee FTL pe 一 2 Bey FT) 

eat 十 十 十 ) 

zy 4 Cria, +1 xo a, 一 1 Fone oe ee TP 

1 

D 《3) 

之 一 g Tient Boy tient 十 -+ 十 并 1-1) 
(1) (2) (3) 1 
ztia = Ose Ft ay = ee ere i = zar. +a F r$, 1) 


由 于 | LO rae, I< 1,664. 21) 得 出 zD |] <1. jen 时 ， 


| .|= 
Ls 
i gio» DOE serene ee ~~ gine D eee ee 
>ô, 
于 是 
Ree, yeh Zee od | x 


= lim i Ze tl Cee | => ô. 


9 一 


E 1 之 2 十 1 3 ~ 
i D, 
2 som Teee t epg t 
= +1 
mis 


È. © 
+ im Ss} Ta -E ee |= Qi" LY Xe, on 


sat) ee tl 
nl ne ji 
1 . . . ' - — 
eC ee Dz AN 


1 
J Ferme tl + Zena, 1) = Zee 


BI Ceea eterna -sa 是 站 中 无 穷 8 A. 
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定理 9 X 是 超 自 反 的 当 且 仅 当 愉 是 自 反 的 ， 

WEAR ”由 定理 7 知道 必要 性 成 立 . 为 证 充分 性 ,设立 BARK 
的 . 若 X 不 是 超 自 反 的 , 则 其 中 包含 有 有 限 树 , 由 定理 8, 中 有 无 
穷 6 树 ,第 1 章 已 指出 此 时 证 不 具有 RN 性 质 ,更 不 是 自 反 的 ,得 
出 矛盾 . 

超 自 反 空 间 还 具有 一 系列 超 性 质 , 这 里 我 们 仅 介 绍 超 RN 性 
质 , 超 平稳 性 、 超 遍历 性 等 ， 

定义 3 Banach 空间 X 称 为 具有 Banach-Saks HEM. X P 
任 一 FOR EP a ERE REE an ERIR EEE 


J x€X, z=lim+ Cay, HeH rn) 


容易 知道 ， anash Saks 性 质 是 同 构 不 变 的 .已 经 证 明 一 致 凸 
空间 具有 Banach-Saks 性 质 , 具 有 Banach-Saks 性 质 的 空间 是 自 
反 的 . MERITA TEEM. 

定理 10 38 X E Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

G) X 是 超 自 反 的 . 
Gi) X 具有 超 Banach-Saks 性 质 . 
Git) X 具有 超 RN 性 质 . 

证 明 OG) 将 久 赋 予 等 价 范 数 使 之 成 为 一 致 凸 空间 ， 
” 则 每 个 在 其 中 有 限 可 表现 的 Banach 空间 也 是 一 致 凸 的 ,从 而 部 具 
有 Banach-Saks 性 质 , 由 于 Banach-Saks 性 质 是 同 构 不 变 的 ,因此 
X 具有 超 Banach-Saks 性 质 ， 

(ii) Gi) 是 因为 Banach-Saks EMAS RN 性 质 . 

Gid=G) 若 X 不 是 超 自 反 空 间 , 则 X 具有 有 限 侍 性 质 ,于 
是 和 具有 无 穷 ? 树 ,X 不 具有 RN HRI EX PARTE 
现 , 所 以 X 也 不 会 具有 超 RN 性 质 ,矛盾 . 

关于 下 面 概念 和 结论 可 参看 A. Brunel 和 L. Suchestoni5l, 也 
可 参看 A. Brunel 这 里 仅 作 介绍 而 不 加 证 明 . 

定义 4 G) Banach 空间 关中 的 序列 {zx,} 称 为 平 Baa 

393 


F aE NET ATE EETA a, } 一致 地 有 
lim || tx, oe H arn) = ay |] = 0. 


X 称 为 具有 平稳 性 质 , 若 X 中 任何 有 界 序列 存在 子 列 是 平稳 的 . 
GD Banach 空间 X 称 为 具有 遍历 性 质 , 若 对 于 六 上 的 任 一 
等 距 算 子 U 和 rEX lim a+r HU) 存在 . 
显然 平稳 性 缠 含 Banach-Saks 性 质 . Erdos 与 Magidor 证 明 
了 实际 上 二 者 是 等 价 的 ,此 外 自 反 性 蕴含 着 遍历 性 , Brunel 与 
Sucheston-1] 还 证 明了 下 面 结果 .， 
定理 11 对 于 Banacd 空间 X, 下 列 条 件 等 价 . 
(D X 是 超 自 反 的 . 
Gi) X 是 超 平稳 的 . 
Gil) X 是 超 遍 历 的 . 
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u. 8 值 款 不 等 式 与 凌空 间 


RH, 空间 在 经 典 调 和 分 析 中 的 情况 一 样 , 靳 空间 理论 是 现 
代 拷 论 的 重要 部 分 . 在 实 值 的 情况 ,这 一 理论 已 发 展 成 系统 的 学 科 
分 支 . 实 值 蒜 空间 的 许多 重要 结果 都 是 与 均 方 画 数 SY (用 或 条 件 
Hy eR Eo (fA KAY. Herz. Pisier 等 人 得 到 了 B 值 情况 的 某 些 
结论 . BAIL RE SOOS oO OS) 将 考虑 更 为 一 般 的 SS 
NDS PNAS), FEREN p AA Banach 空间 几何 学 
的 意义 , 即 它 是 值 空间 一 致 号 或 一 致 光滑 的 指标 , 本 章 我 们 将 首先 
给 出 某 些 予 备 知识 ,然后 介绍 Burkholder-Gundy 和 Davis 型 不 等 
式 , 讨 论 若 干 类 型 的 凌空 间 的 相互 关系 , 款 空 间 上 若干 算 子 的 有 界 
性 ,还 将 应 用 靳 的 上 下 函数 与 微分 从 属 给 出 Hilbert 空间 的 刻 划 ， 
给 出 Fefferman PERM afp HIER lal. 在 叙述 了 正规 拷 的 一 
般 多 不 等 式 之 后 将 建立 B 值 鞠 的 加 权 不 等 式 和 内 插 空间 . 


S1 MBAR ATE 


在 本 章 统 述 的 一 些 不 等 式 中 ,有 一 类 是 与 更 函数 有 关 的 , 我 
们 这 里 将 罗列 下 函数 的 一 些 性 质 . 在 这 方面 的 参考 文献 见 
Longr，Wuru 等 . 

IR © RRB @:[0,00)+[0,00),@(0)=0 Hy em. 1x B 
Az ORRAL FERR: 

(1) 一 般 © HH. OC) (0,00) ERRESA. 对 于 一 般 
P 函数 可 以 建立 Stilltjes 积分 

[ema 
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特别 地 当 (将 0 时 ,其 值 为 有 限 或 无 穷 , 

(2) 4 O 函数 .BB 是 [0,20) 上 的 增加 西 函数 .规范 化 的 (7) 
=p) 是 左 连续 的 并 且 G0) 二 gl0 十 ). 今后 对 于 此 种 @ 函数 都 作 
此 规范 假定 .特别 地 ,车 还 有 limt Oe =o UPR A Young fA . 
数 , 理 称 为 限制 增长 的 , 若 存在 >o E OOD), Y £0. 


(3) 严格 本 函数 . Young 函数 称 为 严格 凸 的 , 若 inf Os, 


对 于 凸 @ 函数 ,特别 是 Young 函数 ,有 一 些 反映 其 特性 的 指 
PATEE. 为 此 考虑 钙 的 补 函 数 更 :[0,ec) 一 [0co)， 


pit) = infls.g(s) S t) YG) = [uwas 


4 pH Young MA. WO) eh A. > 
po = sup Baye de = ial Bay em Ge 
1° Young 不 等 式 : ` 
uv[lplu) +E), Yuswo 
SES 4 AL uspe RH v= glu). 
2” 限制 增长 系数 : 记 
oy PADD sup ` Plat) 
0 
UW emcee (> DS pe<oe, KP EB e<oe 则 peso. 
3” 补 函 数 的 增长 指标 : prm g e 关于 这 一 点 ,首先 由 Del- 
lacherie 证 明了 pescq' o, JË Tii BA: a WEER T FB BR a AB SK. Bab. 2 
的 Young hR Rt W RER 4 A go> 1 BP D PP Ra. 
4° 单调 性 质 : 
OCANISAB (A). VW AX. 
ADH OAS NBE), Y ASL, p= pore, 


p= pecol PEF e mA TM 


(1.1) 
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5” 对 于 Young eh ff DEO, E, 0) EE MAT Banach 守则 
值 通 数 室 间 Lee X= {F | f lle<oo}. Ht 


| f ll o=inf{A>o, roj JA) i; 


当 多 是 限制 增长 函数 时 ,Le Cx,X) 是 Banach 空间 , | .| 。 是 其 
中 的 范 数 , Ce(n,X) 上 还 可 以 定义 另 一 范 数 
Í i Cp) = [roro 


EV (| sup Hoes 


“4 
<1} 


其 中 gCw) 是 取 值 于 X HRS E X ADF AR FR PE 
数 有 
If o< i Fl w<2 feE Lo Cp X). 
6° 4 fEL( uX), ge Leu. XF, 


[oean < <ilfllwllelle 


特别 地 
[| Fore (wa < max{EVC |] gl] 21} File. 
a 


7? E@C| Sf ile! ll feo) | <1. 
%4 |} fl o<1 Bt. EOC AIOS II o 
4 fil elt. LOCI SOS I Sle. 
自然 地 ,Orlicz 空间 的 性 质 与 函数 @ 直接 有 关 , 例如 对 于 实 值 
函数 的 Orlicz 空间 Lo Lo 是 自 反 的 当 且 仅 当 更 及 其 Young thew 
数 生 都 是 限制 增长 的 . 
现在 让 我 们 转 到 关于 © 函数 积分 的 若干 引 理 . 
引 理 1 jA o ERKKA Young ARE. AEH RV. 
满足 


E€g(E) < 00, EERE) < ENKE) 十 Cy, (1.2) 
其 中 Cs BLS y ARR 
EPE) < EDM) + C, (1.3) 
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证 明 根据 上 面 1°， 
ERCE) = PCE) 十 下 (PCE) )， 
TPE) SOC) + VCE), ~ 
对 两 式 分 别 积分 ,由 (1.2) 便 得 到 (1. 3). 
引 理 2 (Garsia-Neveu) ”对 于 非 负 R. V. £., 


|. @=Pde< nde (CY AS 0) (1. 4) 
4 AL 4 TE fh RAA 
EPC) < Eg). (1. 5) 


WEARS Sd. 4) Re) S= Xera M CG) =G—-A 从 而 
[~ Ody = BE ~ >= EOE) 


< Eg) = | dn. 
(1,4) 之 (1.5) 对 (1.4) 两 边关 于 dela Rar 
i E — Ddd) < | | nator (1.6) 

由 于 2 的 左 连 续 性 , 左 端 等 于 

KG — Ddg(Adp= ELE — ACAD |i + Fena] 

Jj. 

= E(B(E) — £9(0)). 
左 端 等 于 
Ef aga = En(gé) — p0)) 


注意 1.4) 4 A=OW TE EESE ,于 是 代入 (1.6) 得 到 (1. 5). 
推论 1 设 (4.,) 是 非 负 增加 适应 序列 ,Y 袜 0, 并 且 对 于 每 个 7 
>0, 


ECA, — Ani ZD) SEY|F,) a. 7) 
XET AEM P 函数 有 
EDCA.) SEQ AWY. 1.8) 
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若 @ 是 限制 增长 的 Young 函数 , 则 
E®(A..) < poE@(Y). (1.9) 
证 明 S r=inf{n, A, > A> ADO), A <A(r=0 时 记 
A50), An AS Aw An 由 于 (1.7) 对 于 任意 7 也 成 立 , 故 


| (A. — Van (A. — Adu 
(4 >à 


{r< oo 


=| ECA. — A, i|Boddu 
{roc} 


<Í EO |Bdp = | Ydy 
{r<} 


pe 
即 (1.4) 成 立 , 其 中 As =é.Y—=7. 由 引 理 2 得 出 (1.5), 即 (1 8) 成 
立 . 由 于 to) <poP@),V t> 0,0. 8) ASI 1 给 出 (1. 9)， 
推论 2 (Garsia) 设 旬 是 限制 增长 的 Young 函数 ,(Z,) 是 非 
ARV. 序列 , (多 ,) 是 递增 子 o 代数 序列 , 则 存在 c>0 使 得 


ED| SEZ, NB)) <c] S12,) (1.10) 
证 明 “不 妨 设 右 端 是 有 限 的 并 且 记 
A, = SEZ IB) +B, = 5z. 
EF ` 7 
E(A., — A. | B= Ef Yew, EDEA 


= E| S1Z,1B,| < ECB. |Z), 


由 推论 1 即 得 出 所 要 的 结论 . 
命题 (Neveu) ” 设 (u) 是 与 递增 a 代数 序列 (多 ,) 适 应 的 


+ 


\ 7 N1 二 x 
RV. FEB 200A, = DEC | Bins B= us E Coupe, ) 


i=l 
<oo M {A..<oo}={B,<0o} ae. 
证 明 APO. EM r=inf{2,A,si >A}. 
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r 


EB, = Sa =E Sukie = E N E Xen (Za), 
rt i=} = 
El VIEW NB rn) = EASA 


1 一 1 
于 是 B< ae. 即 在 {reco} =(4A. <A) Buco aie. A i 
任意 的 ALLA loo \COLBL<eo} dee. 
Rent iE M c=ini in, B.A} 
EA = EN) EG DS 1) = ED EX |B 1) 
i=l 


i=} 


= EX u; = E(B... +4.) A+ Ed’ (1.41) 


mo 
Eta’ = supe 由 于 Ed <o 所 以 A <o a.e. 4 是 任意 的 , 故 
RAIRA Be 二}C {A, L0} ave. 
下 面 引 理 的 表述 形式 和 证 明 是 由 龙 瑞 麟 给 出 的 . 
引 理 3 设 @ 是 限制 增长 的 严格 是 函数 ,好 1<ge 委 po< co， 
fi weak i R. V. 满足 
Aulé > ad) < | wan A> 0 (1.12) 


其 中 al b> 0. I 


El $d $) |< Cunego Eng 2]. (1.13) 
并 且 
| Ele < aC.s.090 | 7 l o (1.14) 


当 a 二 8 时 ,Ci.p.s 二 1 并 且 不 需要 poco. 
证 明 对 (1.12) 两 端 关 于 dg AREF 


| af dpdga) < in nd pd QA) 
> 0 VE 
即 
£ $ 
Ef iaga) < 二 | dA) 
0 Q 
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e| Êd = 一 o| Ê) < end $ (1.15) 
由 于 of S)< hig =) OO aes TEEB AT 


@ 
Art) <p 20D < L pEr! 20D < pY? gga) (1.16) 


(这 里 121. b= perq =qo, FIA) WW 1>0. RAG, 15) 得 到 
JEJE 1 
ECETES 13 | Eng $ 
E a==B, 直接 从 (1.15) 式 得 到 
1E Eja _ ¿i 
[sq 5 < en | 
为 得 到 (1.14), 注 意 对 于 任何 实数 N>0,% E AC. 12). 则 上 
AN,7AN 也 潢 足 (1.12). 实 际 上 当 N>at 时 ， 
E A N > at} = = = {E> at}, {é A N > Bt} an ‘E> eh 
当 N<at it PCAN >04) = 0. BC EEEH A 


(1.17) 


PEAS EDN cop) gol EA), 
利用 引 理 1 得 到 
| EAN) |< £®G'C. 4.09) 

$ N> B 

rol Žig ED’ Capat) 
又 对 于 VY ec 六 0,cecez 也 满足 (1. 12) 从 而 

gq| Ë] < EoW'C, nae). 
特别 地 取 c= | g' Cogon |e! Il 
ea É< rol Tie; <1. 


于 是 由 定义 
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IEI a< Š = ag'C. go ll 
引 理 得 证 . 。 
由 此 引 理 和 ,$4 建立 的 不 等 式 (4.5) 立 即 得 到 
推论 3 ie f= (FFE Hh OF BRK BEA, o 是 限制 增长 的 严 
格 凸 函数 , 则 
Ifo oasl fl, (4. 18) 
xII e=sup ||| Sallo 
定义 一 对 非 负 浮 数 (£6,7) 称 为 满足 好 4 不 等 式 ; 若 对 于 e> 
1 和 (8>0,8 一 0) 存在 se 和 66s 使 得 Y A>O, 
P(E > ad) S ea PEED YD Hea PODS BAD 0.19 
Fe ARTF EE a, lime., = 0. 
引 理 4 设 @ 是 限制 增长 的 一 般 @ 函 数 , 非 负 消 数 对 CS,7) 满 
是 好 24 不等式, 则 只 要 =p, 足够 小 就 有 
EDE) SCL 18g 1 一 Ceop) EDO (1. 20) 
证 明 ”对 (1.19) 两 端 积分 得 到 
po A = [re > ad)dB(A) 
< euf PC > Ada) + au) PO > PA)dB(A) 
= ep EDE) + by EO 7] 
由 限制 增长 性 


ED) < cgo È 


a 


| < Cata EDE) + CC rep EDO) 


只 要 BRAG) Creag. E EDE, MAd. 20) AZ. 
也 可 以 用 (EAN ,7 力 代 替 ( 人 ,7)? 先 得 到 关于 (AN MAA. 20) 
式 , 然 后 得 到 不 要 EO) <o 限制 的 情况 . 
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$2 oy ® pe Sxt 


仍 设 X Æ Banach 空间 ,(Q,5,P) 是 概率 空间 , (FG, no 
三 的 递增 子 代数 序列 CZ, NEH X ERTA S= Bon 
SOK f=). df, 二 ff 一 Jf 1120), f-.=0,4_ {2,0}, 
序列 df= (df,) 是 与 f FAM ARRAS. 对 于 P= CF) id 
IAI = supl fll, a S&S). 


Jè (w) = sup | Flw) | , f° Cw) = sup? w). 
isgn nel 
d; (w) = sup || dfw) ||. d* Cf) (w) = supd, (F) (w). 
SY f)(w) = ( X lafo t), 
i=0 
SCA) Cw) = sups P Sw). 
nz) 


oP (fy(w) = | SEC dF Cor Ba)”, 
a (f)(w) = supa,” (Ff) Cw). 

后 两 行 式 子 中 的 p<oo. 

今后 提 到 “任何 XX 值 款 ”总 是 意味 着 (多 ,) 和 基本 概率 空间 
《0,3,P) 都 可 以 变动 并 且 f 可 以 是 任 一 与 (多 ,) 适 应 的 X 值 辕 . 
另外 ,今后 常数 字母 C,L 等 在 不 同 地 方 可 能 代表 不 同 数值 “ 

定理 1 若 2<q<co AM FE X EWP R SHC), H 
Il f ll <o 时 SP( 有 之 oo ae WX DAW g 一 致 凸 空 间 . 


* 有 时 为 了 证 明 空间 的 某 种 性 质 , 要 假定 其 中 的 鞭 的 首 项 有 二 0, 这 时 就 
存在 一 个 是 否 能 将 一 个 首 项 不 为 0 的 黄 转 变 成 另 一 个 首 项 为 0 而 其 它 性 质 
不 变 的 蒜 , 实 际 上 在 某 些 情况 下 这 是 可 能 的 . 例如 df= Caf.) BARA. foA0, 


(Byrn 0) 是 了 所 适应 的 “代数 序列 , 取 多 是 与 B= V B, BTA a 


数 ,P 在 多 上 无 原子 . 然后 取 7,PC= 土 1)=1/2. HERRE Od, 
Yd fire) BZA df= (df; 20), B,=B,_, VĒ, 则 Fro= Ord, =Va fio 
以 中 Fii r7 iri pS P ESP (f) T =f" 等 等 . 
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Ca Ti NE ERR INTE 让 -和 EERE ERE TE E A RE ee DE a es Ae 


证 明 为 了 证 明 X 同 构 于 9 Beh Sa. a WS 2 定理 4， 
只 需 证 明 存 在 c= >0 使 得 对 于 任何 WP BS 
ISP Test Fle. (2.1) 
现 将 证 明 分 为 几 步 ; 


1” 首先 由 定理 条 件 可 以 得 出 对 于 任意 的 CO. ETE 6>0 使 
得 对 于 任何 f= GE 


rd. <s N PEENED <E. (2. 2) 
ERIR, E el 0 WP BR fi(k=1,2,…) 


Wl <A POO) Sa) Be 
记 用 = (fi,) ,对 应 的 a RREI Ba) , 则 存在 自然 数 使 得 
P| sego > SSF 
不 失 一般 性 ,假定 基础 概率 空 人 


ORREL. 考虑 o 代数 序 Bll (%,) ,其 中 
B= By, By, 一 By yy By, 一 .党 


1 1? 
B, = By NV Bay Bria = BY Bours 
By nn, = By V Bry, V Buene ’ 
以 及 序列 


(df, afte df in, df, re sd fry, sd Ía aee) 
由 Bao RJA H ch a YE AE E E I E EY CBR 2), 记 对 应 
HRA F=) I A ARA 


en 1 
|| F FIL<NIAIL< > l; 


a a 
另 一 方面 ,至 少 在 菜 个 集合 Al PC4)>> 呈 | 上 ,对 于 任何 >, 
SP) S SPF) > BRM 


换 句 话说 ,在 一 个 正 测度 集合 上 有 SY =+0. 这 与 定理 所 给 
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OY A&E PIB. 
由 (2, 2) 还 可 知道 ,在 定理 条 件 成 立时 ,存在 常数 0 使 得 对 
于 任何 WP RSF 
SEN > iaes, WM fi, ee. (2, 3) 
2° 由 (2.3). 存 在 常数 LO HEM FE WP RS AI ADO. 
AP(SP (CF) >a SL F Mh. (2. 4) 
CL 仅 与 (2. 3) 中 的 c 有关) 实际 上 可 以 证 明 对 于 任何 自然 数 j， 
cP(SM (Ff) > 2) S Wf ha. (2.3) 
只 要 (2, 5) 对 于 每 个 f 成立, 以 2A Sf RE SOR 2. 4)， 
现在 证 明 (2.5) 成 立 . 不妨 设 PSY (CN >2>0. RG Sa 
布 且 彼 此 独立 的 蒜 fi(4 二 1,2,…), 记 
{SW (fi) > 2}.ue = Xa» 
其 中 A, BAL UR Ba A ADT EB, 
Em = PSF) K2) = PNA) < 2.6) 
FE SCAR SE FF | . 
(dfs dfuy udfas tid astida), 
相应 的 蒜 记 为 天 = (Pr,), 则 由 独立 性 ， 
EJ Foll = EG + u, + mu +o tay DE |S; Il 
< A — Eu, PE | fF, |l 
PSPAD >D CELLY 


li 


PELD > DI Es fl (2.7) 
注意 到 Pd 一 co， 由 Borel-Cantelli 引 理 ， 
hel 
P(A*) = P(Ayi,o.) = 1. 
这 说 明 SOCP)>1 a.e.， 由 (2.3) 得 出 I| Eu | eee AT H C2. 7) 


得 到 (2. 5) 和 (2, 4). 
3* 为 了 得 到 (2.1) ,现在 对 于 任意 的 全 0,6>0 和 Be 


1, 定义 停 时 
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em a re ee OE EE E 


p= infin, SP? 门 > a}, 
v = inf {n SP CS) > Ba}, (2.8) 
a = inf{n, (Al V df || > 0a} 
(约定 inf ð =œ). W A= (ULEN A GO} u= Xa,» 由 于 ff 是 WP 
Ra) EA] MPA. 


广 一 Dudfi,f = ( 广 ). 
注意 当 u=1 时 ,oE {uno = (un) N (as<vAc) ,此 时 存 
在 ho 1Sho<n,wE A, w€ A oi SAT 
Fi, 一 5 dÍ, = Ía 一 Fi, = Faa + df, — Fe 


k= kot] 

Ho We A no 可 以 得 出 
IAMS feat + aA + A, < 38a. 
从 而 
E || F, I| < 38AP( < ce) 
= 30AP(S (f) > a). (2.9) 

但 在 (v=n,o=co} bf Kd (NK 并 且 对 于 上 面 所 说 的 
有 一 1<p; 从 而 


SOP = Sadi ll 
k=} ， 


= 2 上 六 人 一 十 ad 太一 >, lafl” 


(EI). 
于 是 
{v= no = œ} C {SP > (Bi 一 8 一 了 和) 
或 者 进一步 地 ， , 
{S@Cf) > BAF N d'S) L 8A) 
C (S@Cf) > (pt & — 14}, (2.10) 
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将 (2.4) 应 用 于 (六 ), 则 (2.9),(2. 10) 给 出 
PCS? CAD BAS? V d* (f) < Aa) 
< PS“ (Ff)! > (ft — & — 144) 
< (BY ~ & = 1) MAIL sup | fill 


SIL 一 2 — 1) PIS (f) > A. (2.11) 
于 是 
PS (Ff) > BAY SPE V df) > SA 
+ PSF) > BAS? N dt Cf) <A) 
< PU Vd'(f) > òà) 

+ 30A(B" — © m OPS > Ay (2.12) 
ERRES ASL Vd OMARA RSR ROO =r gI 
引 理 4 给 

ES? (AY S CECA) V ENY SCE Y 
由 Doob 不 等 式 最 后 得 出 (1.1). 
引 理 1 4X We RSPR E< MP Ose (ps 
2) 六 0, 则 存在 另 一 WP 著 了, 了 是 一 致 有 界 的 并 且 
PSP =e) S EPSA =o). (2.13) 
证 明 iD Asise D=o) 由 极 大 不 等 式 ， 
Pop SDE. 


取 ,使 得 PUP PDS EPCAD, 定义 
A= i EI SAIS Sk l; Idsf, I) SAS j<k?, 


X 


H = Xas 


f= Ddfif = (7,). 


n=} 
WA A d <3a.f Eag R Walsh-Paley $. 另 一 方面 
PSPL = 00) > PSPV = SPN SP = ow), 
PEP ASHP) Sf) = 0) 
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SP >AS(P) = wo) < tpa), 


所 以 POS® (P) =ce) SFP (A). 引 理 得 证 . 


定理 2 设 2<g< 之 oo, 则 以 下 条 件 等 价 : 
(i) X RHF g 一 致 凸 空间 . 
Gi) HPEH XER S S <o SOOKE ave. 
(证 》 对 于 任何 X EAS, E Eld <, MY 
{f" <o} C {SP < co} ace. 
以 上 结论 限于 WP Bes ee. 

证 明 GS Gi) BR. 

GD>d) ”只 需 对 WP 蒜 证 明 这 一 点 .由 引 理 1, 只 要 (ii) 对 
任何 一 致 有 界 WP ARZ Gi) EII < 的 WP RR 
立 , 应 用 定理 1 即 得 出 所 要 的 结论 

Ci) 一 (iii) 对 于 >0, 定 义 inf(n, lA ll >A} anf ð = 
co) ERR S = Sean) GF 

I Senn t= fll Xion + || Sa | Xiosn 
SAH lda Xeen KAAS) (2.14) 


所 以 
| f°? ||} = supe Il Fenn IS A + Ed A) <0, 
由 Gi), S™ (fe) Leo a.e., (ATE {r; =o} = {f <A} ES” 
(Cf) 二 SOC, 所 以 SPC 有 过 ww 在 {=o} baie. 成 立 .4 是 
任意 的 , 故 {f* Moo} CIS (f)<co} a.e 
ii) 一 (ii)， 当 | 大 -<ce 时 ,qd (DE2F <2 | f il.<oo. 
依照 (ii) 的 条 件 得 出 SPC) 过 oo a.e. ,于 是 (ii 成立， 
引 理 2 (Davis 分 解 ) + XER f=(f,) 有 分 解 /一 < 十 
有 ,其 中 g 二 (g,),h 一 (h,) SHRI ARE 
dg, i] < 4da N (2.15) 
ES) | dh, || <4Ed* (Af) (2.16) 


a=] 


408 


证 明 记 人 ;= 一 dJXoorrssopy 全 dorr>a on 
然后 令 


dg: = L', — E(N |B) g, = Ddg a20) 
i=} 


dh, = A", — EA" B) h, = X dh a20) 


显然 g=(g,) h=(h,) 是 款 并 且 
| dg, I < Il A’, il 十 EC | A'a | | 多 ,_,) x 4d; N kd 
又 由 | A", | S2 Aai 得 到 


ES) | da, ll < 4Ed* P). 


n=] 


定理 3 设 2<q<co.6 ERAK Young 函数 , 则 以 下 
条 件 等 价 ， 
G) X 同 构 于 4 一 致 凸 空间 ， 
Gi) 存在 C,>0 使 得 对 于 任何 X (ARR 六 
APEP N >A KCN FE (2.17) 
Gii) FETE Co>0 使 得 对 于 任何 六 RS, 


ESPAN le SCl f* Ile. (2.18) 
Gv) 车 更 还 是 严格 凸 的 , 则 代替 (2.18) 有 
SLA |e S Cell FIle. (2.19) 


这 里 || fllo=sup |l fille. 以 上 叙述 中 的 拷 换 为 WP RR. 

证 明 => Gi) 应 用 WI. 3 2 定理 4 得 到 

和 PSO 六 >A <S WSOC WES CHF MS. 

GDS Gi). W, Æ || df, | 的 任 一 强 函 数 C1 df, || SW. 并 
BW, 关于 B Wi). ig W = (W,). MF ET A> 0,6>0 ft B> 
人 8 十 1, 定义 停 时 

p= inf {n SENS a}. 
v = inf fn, SPF) > Ba}. 
a = inf{n, || fl V Wisi > 84}. 
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= a apes atte = EPn RR A OES Re Sot Te + 


记 4 一 (AS<AS Ao} tua = Xa, s W CO ET EHE A S 


f. = Vudfa j= (f,). 


ke) 
类 似 于 定理 1(3°) 的 证 明 可 以 得 到 ，; 
Ef, S GPW >a), 
在 {y=n,0 一 00} 上， 
SOF > (P — & — 1a", 
从 而 
PUSS CP) > BAS VW <a) 
<x PCS Cf)" > (Bt — & — DDN). 
由 以 上 诸 式 及 (2.17) 得 到 
P(S@ (A) > BAS VW SED Seo (i -mo 1) A 
<6, (30) C8! — & — 1) ' PWS Cf) > Aad 
(2.20) 
POS? (Cf) > BAS PCS“ Cf) > BAS VW’ <A) 
十 PC V Wt > @a) 
<C, (36) — & — 1) PCS CA > a) 
十 POP VW >a) (2.21) 
KEK FOSO! AS VW ARE a RER. h 9154,48 E 
够 小 时 有 
EDSON S LED V Wr): (2, 22) 
UTE AY FA BRAY Davis 分 解 f==g 十 h, 对 于 g= g) bi 4d, 
O 作为 强 函 数 ,g 满足 (2. 22) 
E®(S (2)) < LE®(g" V 4d (f)) 
Ae <f ta Rd (有 人 2 六 和 (2) 的 单调 增长 性 质 可 知 
EDSO (PL LEDC V 4d (A) + LED? V 4d’ Cf) 
< LEPC ) + LE®(h* ) (2, 23) 
-对 于 A= Ch) h Davis 分 解 的 证 明知 道 ,实际 上 对 于 任何 eel, 
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E| X | dh, |%,) < Ed (|B), 
应 用 $1 推论 1 得 出 
EDl > ll dh, | |< EDCd AD), (2, 24) 


fas] 


从 而 
E®(S (h)) < ED X) || dh, | |< Ed (A) < LESS"), 


i=l 
E®(h*) < EG! DS | dh; || |}< LEEG), 


注意 S° (PCS (g) +S), FH (2. 23) 和 以 上 两 式 得 到 
EDSO CS CEG(S (g) + CE®(S™ (h)) 
< CE®(f*). (2, 25) 
HIFA (2.18). 071 IS ll o= 1 AT EDOS WS | RA 
ISPAN ile <1 + EPSOM) $1 HCE) M1 +C, 
由 fll ore 
[SPH hexa Ho o= Cal F We. 
GiD=> Gv) 应 用 $1 推论 4 得 出 ， 
GVS 由 (2.19) 知 道 , 每 个 Aico BRA SOC < 
œ a.e., WT) 得 到 X 同 构 于 qa 一 致 凸 空 间 . 
定理 4 Banach 空间 X 同 构 于 4 一 致 凸 空间 (2 委 v<co) 当 
ARAFE c>0 使 得 对 于 任何 X (RRS, 
Ise ise fh (2. 26) 
限于 WP BRE ie (5 IZ. 
证 明 ”只 需 证 明 必 要 性 , 设 X EHF g 一 致 凸 空间 , 象 定 理 3 
中 (DD 坟 Gii) 的 证 明 一 样 可 得 到 关于 (CSC 有),f/* VW ) 的 好 4 不 
等 式 . 积分 得 出 


ISPO SLE vwe fl (2.27) 


应 用 Davis 分 解 f=e+h. BMF g 有 
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IS’ @) |i<Llet V 4d Od,<sL_iv id, +Llile I, 
SOL fo i+ Liar ll, (2. 28) 
其 中 用 到 了 gS +a’. 对 于 h= Ch) BR, 


ISh) 1 < £3 | dh; | < 4Ed"(f) <8 || i 


lh lı < EX) lah, l s 8l Ha (2. 29) 


总 之 得 到 

IS? A i < US Ce) a + SPM ha SeA a. 

对 于 不 是 严格 凸 的 多 函数 (2. 19) 一 般 不 成 立 , 甚 至 在 实 值 情 
况 也 是 如 此 . 定理 4 说明 (2.18) 对 于 并 非 Young 函数 的 多 也 成 
立 . (2.19) 称 为 Burkholder-Gundy 型 不 等 式 ,(2.26) 称 为 Davis 
型 不 等 式 . 让 我 们 转 到 p 一 致 光滑 空间 的 情况 . 

定理 5 设 1<p 志 2, 则 以 下 条 件 等 价 : 

(i) X 同 构 于 p 一 致 光滑 空间 . 
Gi) SFE X (AR f=) . ASP CNEL...M Sf, ae. 
收敛 . 
Gii) IIF IEN X ER f= CF.) , 若 Ed (f)’<co 则 
{SM Cf) < oo) C {fa WB ace. 
这 里 六 收敛 的 意思 是 点 点 收敛 . 

以 上 结论 限于 WP 著 仍 成 立 . 

WA 我 们 已 经 得 到 过 当 ESO < 时 fna e. WR 
CM. § 3 定理 2), 现 在 (i) 的 条 件 更 强 , 故 > Gi) MIE. 

根据 $1 推论 3, 在 Gi), Gil) FS PPAR BA (0 CP) oo} = 
{SP(fy<cohae FHA TERG Gi) 我 们 证 明 将 《〈ii) 中 
H SPN Hw oP Cf) BY Gi) Gi) 成 立 .实际 上 定义 

n = infin, a R (fF) > A}, 
考虑 蒜 SO = (fends AF dfer =d Kim M 
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oP (f= ( SEC | dfen, | “用 sy) Up 
n=l 


= (ZE af, lB)" KA (2,30) 


n=l 


HGD, farae WM. En=wobks face WH. 4 任意 , 故 
PAKS A) ae. 此 即 所 求 . l 


GDG) ”对 于 每 个 (AR f=(f,). 若 > Elaf;l’< 


oM SPAK a.e. RE FIX APH, Ed’ (PLES PSY < 
于 是 由 (iii) 必 有 fa.e. WS. AV. § 3 定理 2,X 同 构 于 一 致 
光滑 空间 . 
定理 6 设 1<p 委 2, 和 是 限制 增长 的 Young 函数 , 则 以 下 条 
EN: 
O X RF p 一 致 光滑 空间 . 
GD 存在 C,>0 使 得 对 于 任何 X 值 蒜 S, 


MPS > AKC SPH Ns (2. 31) 
(iii》 存在 Co>0 使 得 对 于 任何 XX ARS, 
IF ile SCl SPA lo (2. 32) 
限于 WP RAWEA. 


证 明 GSG. ihi. § 2 定理 4， 
NPCS >A SIF WES CEI SE CA |e. 
GDS 定义 停 时 
u= infin, f? >a}, 
v = inf {n, f; > BA}, 
o = inf {n SP (A) V W > da}. 
XE a0, >00, >+ W=W,) È df, 1O PEHR RA 
序列 . 
类 似 于 定理 3 相应 部 分 的 分 析 可 得 到 关于 (了 ,SAY 


W ) 的 好 4 不 等 式 , 从 而 得 到 
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EDIF) <LEO(S™ (Cf) VW?) (2. 33) 
i f HY Davis 分 解 是 fee th. 对 于 8 一 (gc ddia DFE 
EHR KO g 适合 (2. 33), Bl 
E®(g") S LE®(S (g) VW) = LE®(S' Cg) V dd (D) 
由 于 SOOS OHS P CA) BR a NSS" CP) AE 
E®(g*) S LE@(S(f)) + LE@(S™ (hy). (2.34) 
对 于 A= Ch) (GS 1 推论 1 得 出 


ESC) SED $) | dh; | |} KR EOUd* Cf)) SL EDSO), 
f=] 


— EBS (h)) S ED| X) | dh, |] |S LEDS Cf). 
i=j | 
最 后 得 出 
EDCF) L c(E®(g*) + EBA)) KCEB(S' (f)), 
HK (SOA | o=1.M LOIS? CANS | SCA) fe kK 
WS eS 14+ EOS) SL + KOS) S14, 
a + Ul o 的 齐 性 得 到 (2. 32) ,其 中 Co 一 1 十 C 
GDG) 设 f= (0) 是 满足 SOELA X ER, OF 
AS ml EM OO" = Cf ncem) M 
SCFM) = | 5 adfa ilt) >0 Cn -> o). 


对 于 (ii) 中 的 (2. 32) 式 ,现在 有 
| sup tt. ~ fall Ie = TP We 
LCa | SCF") | o -> 0 On -> œ), 

m 是 任意 的 ,这 说 明 Co) BE Cauchy 序列 从 而 fa.e. WS. 由 定 
HGD X FHF p 一 致 光滑 空间 . 

定理 7 Banach ZE X 同 构 于 上 一致 光 滑 空 间 (1<p 委 2) 
当 县 仅 当 存 在 ">0 使 得 任何 六 AR f 满足 

CHS (2. 35) 
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限于 WP 诸 结 论 仍 成 立 . 
证 明 由 定理 5Cii), 只 人 须 证 明 必 要 性 . 为 此 对 于 a>., 
BP" 之 1 十 人 和 (af 1) 的 强 函 数 可 料 序列 仍 象 定理 6 证 明 中 那样 
定义 停 时 psysa 并 县 得 到 关于 Cf" SY CA) YW "* ) 的 好 4 不等式， 
积分 得 到 
If? li SLES) VW") (2. 36) 
WE F BY Davis 分 解 /=g 十 h. 首先 对 于 g 有 
le" |< LES” (g) V 4d* (A)) 
<LISPA I+ LSE I. 
对 于 h= 


Wao SES dh, <4Ed A <4 SPN Ih, 
n=} 


|S?) ED Ida, | <4 SP |, 
以 上 诸 式 给 出 
lft a s let hit tat hi sc] sem |. 
由 Kwapien 定理 我 们 有 
推论 i4 X Æ Banach 空间 ,@ 是 限制 增长 的 Young 函数 , 则 
以 下 条 件 等 价 : 
Gi) X 同 构 于 Hilbert 空间 . 
GD 存在 co>0 使 得 对 于 任何 XX (ARS, 
Ci lE le< TSP WD lle < Coll to lle 
(ii) FETE c>0 使 得 对 于 任何 X ARS. 
CE a S Sea, SC do. 
Gv) E o ERRE EE co> 0 EIRT E X RS, 
CoN f lle s ISLO le <Coll fle 
(v) 对 于 任何 XX ER S, Ed” Y< I 
{ft < oo) = SP < w) = A ae, 
这 些 结论 限于 WP BHLR. 


§3 靳 空间 


让 我 们 引进 若干 类 型 的 B 值 靳 空间 并 讨论 它们 之 间 的 相互 
RAKA. ic 
R= {A= (A) A, SE AB MIE R. V. 
序列 ,4 = lima,,EA. <1}. 


义 X 值 凌空 间 : 
H, = {f= GD AS a, = AE a <e Aca) 
AL = (f= D A E a, SC 有 < o} 
Coc pa < o.p A oo) 
= {f = d Ei s = HO la <, 
O < psa Sp Aoo) 
pKa = (f= SDAY E LY BOE fa vaii LAD 


<SEVNB).YORn<m< oxo}, 
O< plat w, p Éo) 
If x, = inf 7 
pa = {S = DN Y E LY EOE fn — A I-A) 
S EO| Z, VOsknsSm< o}, 
O <P[as p o) 
LSI = inf ly 


1/ 
) , < oo}, 


pla = (fF = ANAM, = supl Ear Edar” 
wpe a [X œ, p Æ %) 
pLa = {f= D S I x, = sup (2 laf <x} 


GO <p<ac<uyp¥o), 

在 最 后 两 空间 情况 假定 A= 0. 标准 的 验证 表明 以 上 B RAY 

间 都 是 Banach 空间 . 2 je] ,K.. BY Æ @ Ta] BMO, ,,% BI) ZB 
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BMO;. 

引 理 1 假设 290 UA RE MT 

G) X Æ q AW. f 

Gi) FETE c=c,>0 使 得 对 于 每 个 X E g BRR f= CF Ce 
Il fa I] E Lona 和 任何 0 委 ” 委 mm 


E( X dh IB <cEC fe — ANA. GD 
feat] 
并 且 ( 或 者 ) 
E(X haf NB) EN fa — fl) (3.2) 
证 明 OSU XK eg HD ELT HF oge ES 可 测 
meC=1,2),5,CS, 38 E(e,|5,) =e. MH Assouad 定理 
CVI. N 2 定理 1) 于 eog: 得 到 
EC || g lt — | gı 15) > REC | g: — z, Í APE (3. 3) 
这 里 是 与 g1,g: 的 选取 无 关 的 常数 . 固定 并 且 定 义 
Fo = fri — fir B = BUS 0) 
则 f= (7,) fe eh . 在 (3.3) 式 中 令 E =g Jangni le, 
m-n 然后 加 起 来 ,关于 2, 取 条 件 期 望 得 到 


EC fa — fa IPB) DS REL X at fb). 


Bet, 则 (3.1) 成 立 . BX Eg TON ERAI g 凸 范 数 
得 到 (3, 1) ,然后 必要 时 改变 的 值 ,(3. 1) 仍 成 立 . 

在 上 述 过 程 中 , 若 代替 图, 关于 BTR RL UG 
(3. 2) 式 . 

反 过 来 , 若 每 个 g 可 积 款 满 足 (3. 1) 或 (3. DR H mon 的 任 
意 性 , 取 期 望 得 到 


SIE W df, Ii <2’ supe Nfl", (3.4) 
a 
这 说 明 X 是 9 可 凸 的 . 
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引 理 2 ”假设 1<p 雪 2, 则 以 下 条 件 等 价 : 

G) X Æ p 可 光滑 的 ; 

GD 存在 c=c,>0 使 得 对 于 每 个 X 值 p RR 7 一 ( 广 ) 和 
任何 OXn<m, 


ECP. fli) KE, ST Wah AZ] 85 
并 且 ( 或 者 ) 
ECW fam fl ZO SE N AZ, (3.6) 
此 引 理 可 类 似 于 引 理 1 证 明之 ， 
首先 让 我 们 来 考察 ALS KOR , 互 与 ,2 的 关系 . 
定理 1 假设 2 和 qa 之 00, 则 以 下 条 件 等 价 ， 
G) X Æ q FSA; 
GD KCAL ARE c 一 cw>0 使 得 对 于 每 个 f€,K.， 


=n t 


IAI a, SciS s (3.7) 
Gi) 4-4, CO SFF APPLE c= cy.>0 使 得 对 于 每 个 FEL, 
WF Hs Sel fll x, (3.8) 


证 明 假设 X 是 9 可 凸 的 , 往 证 (3.7) 和 (3. 8). 首先 设 /= 
Cf) EK HER E0, YE LIEB 
ECW fa — fi. 1B) SEO ZZ, Onm), (3.9) 
由 (3. 2) ,存在 0 使 得 
ECS) Was 1B) S cE CW Su — ABD KcEO"|B,), 
所 以 


El » haf, |B} < ck |Z,). (3. 10) 


现在 车 9=a, 在 (3. 10) 中 取 n=1, 则 E22 | adf Keer 


或 者 SOAN ase 上 Yl, 由 了 x 的 定义 知道 (3. DRL. 
车 vv<a, 对 于 任意 的 wo>>0, >0 定义 停 时 
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tT, = inf{n, Si? Cf) > aà}, 
ra = inf, SP) > (a+ DN, 
(inf Ø =) Madr in<ol€B, CB, HA 
SHNS Ca t+ DA = {ty S09) CK fr, Sw SPF) 
— Sf Ce 十 1 ata} 


Ty 


= (r, < 00, X) df, > Aa, (3.11 


i=Y, 


Hee CA’ =(a+1)'—a@"), 由 (3.10) 和 和 (3.11) 得 出 


PS CA > a+ DAS aR a . X las ar 


= gl, E DIANZ Jar 


far 


L i 
A ~ P, ade 
AMX souna d (3.12) 


于 是 
ISOA := @ + | PON > a + Dade 
0 . 
elati | > 4ax| vaP 
A’ 0 (SP) ad 


_ aor + 1)" | apf O” ent 


_ _cata-+ pD 
T (a — q)Ala'™4 


KHAS ia, 
Mit |S? CA axe’ Arl F e (例如 取 a=1) 是 仅 依 赖 于 4g 
与 a 的 常数 . (3. 7) 成 立 . 
为 证 (3. 8) , 设 SEA ao Hye He 的 定义 和 不 等 式 (3. 1), 
E| S ELAS, 1B NG) < EIB) (3.13) 


fant] 


| SP Cf) dP 
a 


419 


(nO) Ep E0, YE Ly. 4 g=a WT (3. 8) BIR. 4 g<a 时 对 于 
a>>0.A>0 仿照 上 面 定义 停 时 ,ri, 不 过 将 其 中 的 Se) 换 为 
gc.( 让 ,类似 地 讨论 得 出 (3. 8). 
反 这 来 若 (3.7), (3.8) 成 立 并 且 j 了 是 X 值 一 致 有 界 款 ( 即 
f° <M<0o), BR FE 大门 2 从 而 由 (3.7) 得 出 
SEO Ma SEAI x, S 2c sup Il fy ls < oe. 
由 (3. 8) 得 出 
ISPCA I, = Le AWS eA. 
Sell fll x, S 2csup Il A, la <<, 
总 之 有 SOK a.e., §2 定理 1 说 明 X 是 g Fw. 
定理 2 假设 1<p<2.p<ax<co MU FRESH: 
(i) X Æ p WSC; 
Gi) ,ALC, KFA RE c=c,>0 使 得 对 于 每 个 Fe ,应 ,， 


HEN Sel Fl as (3.14) 
GD ACA HARE c=c,.>0 使 得 对 于 每 个 SES, 
IF Sell Fle. (3.15) 


证 明 假设 X 是 请 可 光滑 的 ,为 证 明 (3. 14) , 设 FE ,再 .并 应 
用 (3. 6) 则 


ECW fa = faa PH) S E| ST haf, 
Sch (Sf |B), Ogn<m) (3.16) 


于 是 WS I Sc ISON se IFN a, BG. 14 az. 
为 证 明 (3. 15) ,假设 o (EL. ,从 (3.5) 推 出 


ECW Sa — LABS CES) WF WL, ) 


f=atl 
<ck( SECA FN) |%,) 
i=l 


= cE(o” (|,), (3.17) 
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从 而 AI a KE Lo? A ase IF lls. 
反 过 来 ,假定 (3. 14) 成 立 并 且 EA AK. 的 定义 ,对 于 
任意 的 > 0, FE Y>O,7YE LI 使 得 
E Sa = Soa IBIS EN S,) aS WS x, 十 e， 
取 期 望 则 
EW fa Sri? SEY Sell fll ,a + ©)" 
= (eh SCA |. +)’. 
以 了 = F RE SSOD EP F=f fi G2S0 可 得 


ElNf fahe (A(R Na) de +e)” 


4 p~>co 时 右 端 趋 于 零 Fatou 引 理 说 明 f, L, Weak MTS, a. e. 
收敛. 

若 (3. 15) 成 立 并 且 SE ,成 , 可 以 证 明 同 样 的 结论 . 

现在 设 SP) € Loo A FE Ae WETICE fna. e 收 
RN. oP aes, 定义 

n = inf{w,08?,(f) > A} ADO), 

WF? = (fan) BRIA OP FY =o DSA PU f € Xe 
FH fnac 收敛 ,但 在 集合 (m=cof= (oP <A} 上 fran 
=f, MTA 0? (f)<00 a.e. 得 出 frae. 收敛， 


最 后 假定 f= (f,) 是 Walsh-Paley HHEH Don’ as, Il’ 


E La EMF, = MO ds. F = FG) MW SPH € LFA 


| ec I, = | SPA tl, <co FE (3.14) 或 (3.15) 都 能 
证 oo GF) <o a.e. ,由 此 知道 , F,a.e. 收敛 . H Kronecher 引 理 
nf, > Oa.e.. Vi. $3 定理 3 说 明 X 是 2 可 光滑 的 ， 
对 于 KF LW MO JS ,首先 我 们 有 
定理 3 若 0<p<e<co, 则 
(iD ,所 .一 ,三 ,此 时 对 于 每 个 款 f=) fo=0), 
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E) Aa Sf < Fa B18 
GD E+ 4, SEEM EM /= OF) (六 = 0)， 
(EJ AAS ,< fs 819 
证 明 这 里 仅 证 人 ,类 似 地 可 证 明 (ii)， 
设 f= Cf € ALF ET AS ADERE 
让 ed 所 EV laf, Je = Bards (pyr 
n=l nat 
KCB TYSON ES SOC YS, 
(3. 20) 
(3. 18) 式 右 端 成 立 ， 
为 证 左 端 ,注意 若 每 个 有 限 堵 (停止 于 某 个 n) 满足 左 端 , 则 
IL 中 的 每 个 了 也 满足 . 现在 假定 SE, L 是 有 限 蒜 ,对 于 每 个 A 
=) BIR E UAT ALIS ISG, Scot A ERER 


basa Ba HC <i Bela) ay ea 


SO. as EL 并 且 | SOC | <o, 不 失 一 般 性 ,假定 |I 
SOP Hl, EASP CP)" MW A= ADER 注意 对 于 a 志 1 声 


pa 一 DA SLR =F, p= Si? S SEB 
1 = ESM CP = EKSP (PY ~ SAD 


< SER GPV = SPS PI 


= SEM at laf. || ‘< If. (3.20 


i 


| vie 
从 而 | fl AS S| WAI a EEG 18) 左 端 


和 由 此 定理 可 以 得 到 
推论 1 设 2<g<a<oo MV PRES: 
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G) X Æq WEA; | 
Gi) uC LF H. 存在 CFC 0 使 得 每 个 JE «Kafa =0) + 


IZI gla <e || fl uke? (3. 22) 
GD AOA ATE c= 0.250 使 得 每 个 SE. <0), 
IF ie, Sell Fl. (3. 23) 


推论 2 1K 1<p<2.p<a<o MU FRA: 
G) X 是 p 可 光滑 的 ; 
Gi) ,LCwKs 并 且 存在 c=c 0 使 得 每 个 SEK =). 
IF x Sel fh (3. 24) 
Gi) SC, AE cmc > 0 使 得 每 个 SEX G= 
0), 
IFI a Sel fl phat (3. 25) 
注意 (3.18),(3. 19) 式 对 于 任何 Banach 空间 值 著 成 立 , 于 是 
推论 1.2 从 定理 1,2,3 HEM. 
同样 地 ,为 了 得 到 WL 和 ,5 的 关系 ,我 们 有 
定理 4 B 1<pa<o, Ml 
G) Hu~ Kus At FEE c= 二 cj 之 0, 使 得 对 于 每 个 轴 f=), 


cf S IF ll « Sell fila, (3. 26) 
GD Ha~ Aa EA cHc, D0, EMT BTR SIE), 
CTF a SE a SES (3.27) 


证 明 ”为 证 G1 SEH SEL) EI 
EC fn — fre W ZD S ECF V |2, 
OK <m) ,由 此 知道 
LAM c= inf 2 If las (3. 28) 


这 说 明 ALC, KA (3.26) 右 端 成 立 . 
另 一 方面 ,车 FE 4K. 并 且 7 之 0,YE 工 ,使 得 
EC I Sn E Ín- i 上 "LB,) < EO |.A,) 《0 


则 
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ECCS I = Waa We lB SEIZ) O<n<m), 
(3. 29) 
AT EIA | SKE <, (f,) E— FY AY. 若 p=a, 由 Doob 
不 等 式 得 到 
A SAM 
所 以 (3. 26) 左 端 成 立 . 若 pLa, AF CIS 4 OBA FR RE 
TEA RRR hof | Alha e. 同时 在 工 , 中 收敛 . 从 
(3. 29) 推 出 
sup EC hn 一 Ufo IB < EH,). (3.30) 
对 于 e>0,A>0 定义 
tv, = inf{n, | f || > ed} ,r= infin, | fad > Ca + 1)A} 
则 nT in <o) E2, CB, FH A 
{f* > (a+ DA} = {r, < co} 


C tr < co， ES — A- i A}, (3. 31) 
应 用 (3. 30),(3. 31) 得 出 
PE > a+ DDS ZF) AMA far 
<$ Eke — Mfr 1B, dP 
{r<} 
<4| dP (3. 32) 
{f° pea} 


从 而 
lft c= (a+ D pe > (a+ DDax 
<ar  aaxf var 
0 { 


f° >al) 


st ”| pefea 
Sa pea AP 
< ELED rier Na (3. 33) 


(a — pe? 
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Bem AT sef y o JEP CR a=) IL ap U 
大 的 常 效 .于 是 (3. 26) 左 端 成 立 . 

(3. 27) tri ee SRA. 对 于 左 端 ,注意 ,大 ,CC 并且 对 于 
每 个 FE Kas ISH we S21 SU, HGS. 27) AG. 26) GM. 

推论 3 1X 2<g@§<a<wo MIL FARES: 

GQ) X Æq A oa; 

Gi) HCH HFE c= cy > 0, FER SEH G=), 


HF Self s (3. 34) 
Git) HC Sf BFE c=c,,>0, BGR SEH f.=0), 
I Fl Sci He (3. 35) 


推论 4 设 1<pS2, pax MW FRESH: 
CG) X Æ p PERH; 
GD ,L.CH HAGE c=cw>0 使 得 每 个 FE ,L a=), 


IF lle Sell FA es (3. 36) 
Git) CH HARE c= cm > 使 得 每 个 SEL. fo=0), 
IF lle, Sell fil. (3. 37) 


由 定理 1.2 和 定理 4 又 可 得 到 

推论 5 设 2<yXax<coo , 则 以 下 条 件 等 价 : 

G) X fk q AH; 

Gi) HOPERE eu> 0, ETEN SEH, 


Aia Sell t tans (3, 38) 
GD HC SSE BEE C=C 0 TIT FED FE HL 
IF lls, Sel fla, (3. 39) 


推论 6 设 1<p<2.p<a<oo, ML FRESH: 
(i) X Æ p 可 光滑 的 ; 
Gi) , 庙 ,CCH., 并 且 存 在 c==cm 之 0, 使 得 对 于 每 个 SEAL. 
fl, Seksi as (3. 40) 
GD CHI EPE cme 0 EE FET SE pS. 
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tf lla Sell Fh oy (3.41) 
根据 Kwapien 定理 又 可 得 到 和 下面 椎 论 . 
推论 7 设 2X<a<oo MAT REE: 
G) X AAS Hilbert 空间 ; 
Gi) :已 ,人 天 此 时 存在 c= 00> 0. RR EET me E 
cba S Aa el Fl,n,; (3.42) 
GHD Ka~ elas ERT EE c= 0, fE RF 三 一 
a) 


CRF SWF Sel Fl 43) 
(iv) HL ENTE C=C. 04 ERF RES f= Ch) 

CTW A a S AA Sed fm; 3.44) 
Cv) Hy ~ AL SOUT TEE c= 0.0 (EM FET f= (/f,)， 

cl Filme fa Sell fla, (3.45) 


此 外 , 当 分 别 以 Da AAR :再 Kao Lilt bok ie Be 
仍 成 立 . 
让 我 们 转 到 限制 增长 的 Young 函数 和 Orlicz 空间 范 数 的 情 
On. 首先 定义 相应 的 著 空 间 如 下 :对 于 Ipod 
1? 二 {gp,9 是 实 可 测 函 数 并 且 p= | ol lero}. 
R$ 二 {4 二 (0,) 是 非 负 增加 适应 R.V. FIJ, EEAS. 
定义 B {BRE H] 
H= f=) fla= tell aeae, 
H= pH. p=S PN; H=, Zo 8 p=. 
K={f=(f,) ,3 720,.7E°L? EC | Fa 0, |) 
SEV |B, Y On oo}, 
| Fla = inf rll eze, 
K=,Ko.# b= fri K=p XG O=f,. 
L=(f=(h), | fl .=svp| (ede laf, it) <}, 
$ 
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anei o PRERE oe ee ORAM Aee aamen appen a m 


L= Le. 0=A53 So 若 9 一 (0 一 0)， 
定理 5 假设 2<g<o>. Young RM OWE l<ye proce. 
则 以 下 条 件 等 价 ， 
G) X tg 可 凸 的 ; 
Gi) gKoCgqHe 并 且 存 在 :一 cw 这 0 使 得 对 于 每 个 SC ,Ke， 


IS ll yt, Sed fh anys (3. 46) 
Git) gKoCqlo LFE c=c,o>0 使 每 个 FE KeCfo=0), 

I Fla, Sell fh or (3.47) 
此 外 , 若 分 别 以 goq H erq AEE qHs.qKe qh. A bit 


靳 仍然 成 立 . 
证 明 ES 1 SFE 3 BL ASO CP cL OME ALS Hf 
是 g 可 点 MFG. 12) © BER RE I SP A)" Iie 
<e | 六 | os HC. 46) ALI. 
为 了 证 明 (3.47) ,注意 ,KoC,Lo, 对 于 PE gKe. EERE 
(3. 10) AY Y0.7E"L? .从 而 
| floes supE IM ds, Ie 


AERE n=1 


= sup ES) > A AD Wa, Ih 


4ER n=l j=l 


= supE XI (a! 一 El >) af, tl "|B, | 


AER y= nes j 
Ş c sup EA, Y 
Ae ry 
<c supmax(EV(AL),1) | le =e WM Ho. 
AERY 
于 是 (3. 47) 成 立 . 


反 过 来 , 若 (3. 46) 成 立 , 由 $2 定理 1 得 到 和 的 v AHS 

(3. 47) 成 立 并 且 f= (f.,) 是 一 致 有 界 著 ,在 (C3, 47) 中 取 A, 恒 为 常 

He MA WS?! | oxo ,所 以 S39( 有 之 oo a.e,，, 仍 由 $2 定 
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理 1 得 出 所 要 的 结论 . 

定理 的 最 后 论断 用 类 似 方 法 得 出 . 

特别 地 ,车 OC) St" (qha<oo), RBH (3. 46). (3.47) 变 
为 (3.7) 和 (3. 22). 

定理 6 假设 1<p<2, Young BM D WE 1 过 go 所 pe 过， 
则 以 下 条 件 等 价 : 

G) X 是 请 可 光滑 的 ; 

Gi) pACpK f EFE C=Cpp—>0 使 得 对 于 每 个 fe Hos 


| # || ky KON FI rg? (3. 48) 
GD plLeC pKeoB FE c=cpo>>0 使 每 个 FE Le fo=0), 
WS oc, SOUS lng: (3. 49) 


此 外 ,车 分 别 以 pSor pos pL RE pHo, pKor plo WE 
论断 仍然 成 立 . | 
证 明 设 X 是 pp 可 光滑 的 ,/€ ,有 eo, 显 然 ,HoCCiKo, 从 
(3. 16) 得 出 
VSI cg S WeSC? |? Sell Fil a, 


此 即 (3. 48). 
为 证 (3. 49) ,不 失 一 般 性 假设 LS ,=1, 即 
supë TM df, <1, 3,50) 
AE RS, ne] 


对 于 f= CF.) A m>, E 
gE = E| Sa — fall), = (wg << gh = gR 


W 2 =U Fy. HVS WEVA <1 X 
At = EKO |e) Cy = 0), 
则 EYAD = EW(Y) S11, A=) E RS, 现在 借助 于 (3.51)， 
(3.52) ,由 X 的 户 可 光滑 性 得 到 
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Egn'¥= ED Eg de, | 2) 


j=l 


= EÐ EEA —M_,|B)) 


= ES) — DECI fa — fia WB 


i=l 


< ce a oe laf. 1%) 


= cE ENa AB | af, I? <e. (3. 52) 


从 而 || ef? | e= “sup. Egi '¥<c. & m=, H3. 51) 得 出 
Irie < Methe S ASI e =e. 

于 是 (3. 49) 成 立 . 

有 反 过 来 ,X 的 p 可 光滑 性 可 象 定理 2 那样 从 (3. 48) 得 到 , 当 
(3. 49) 成 立时 ,类 似 的 方法 得 出 XX 的 p 可 光滑 性 . 

特 Bild. HK Da) =r? pKa <o), (3.48), (3.49) BH 
(3. 14), (3. 24). 

这 里 没有 涉及 关于 BMO RRS 间 的 情况 . Z BR E A E 

空间 BMO, 与 空间 .日 ,, 以 及 BMO} 5.5, 的 相互 连续 能 入 的 关 
系 同样 也 能 给 出 值 空间 X 的 凸 性 和 光滑 性 的 刻 划 , 这 里 我 们 仅 指 
出 一 点 , 即 B 值 的 BMO 拷 象 实 值 情 况 一 样 成 立 
E (expe sup If. fill%) SK <, 

XB | SF Il mo, <1, 0< <e ,证 明 方 法 也 与 实 值 情况 类 似 ( 见 
Long[118 5.1, 引 理 1), 由 此 知道 任何 指标 的 BMO, (gea<co) 
是 相互 等 价 的 ,于 是 下 标 可 以 略 去 , 统 记 为 BMO ,当然 为 了 某 种 需 
要 ,有 时 仍 写 BMO. 将 更 为 明确 . 


34 Re bare Ty Ate 


我 们 考虑 B 值 款 空间 上 的 如 下 算 子 . 
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1。 平 前 算 子 ， 

Fp = sup fao Spe = supLEC fa = fo HB". 

T; = sup7i FE = supl ECI fa — fll eB). 

2° 变 差 算 子 :对 自然 数 的 每 个 增加 序列 O= <n < 
Ne , 记 


WERN = (DF, — fy We) 
k=0 


We Cf) = | EC | Fans, ~~ Fi, | “| 多 ,,)] a 
k=0 


对 于 限制 增长 的 Young 函数 o, S 

|W, CA? Le? = sup | WED hy? IY’, 

| WA? Ua? = sup | We CAP g 
其 中 sup 是 关于 所 有 这 样 的 自然 数 序列 Gn) 而 取 的 ， 

3° ROMA: 记 
二 (7 二 (7,),(7,) 是 实 值 非 负 适应 RV. 序列 ， 
Y. ba 单调 增加 ,7.。 =limy, LEY?! Zoo} 

对 于 每 个 VET, EREE BMO; 上 定义 


Tf) =g, a= Dadf,y f = Cf) € BMO}. 
i=1 


定理 1 设 ?2g 二 0, 是 限制 增长 AY Young HB. 
条 件 等 价 ， 
O X 同 构 于 9 一 致 凸 空 间 . 
Gi) 存在 c=co>0 使 得 每 个 X (AR f 满足 


Isc es aD 
G) 存在 一 ce>>0 使 得 每 个 X ER STE 
oO CA ly <el FE (4.2) 


证 明 => Gi) 对 于 F= Cf) 和 a0, 2>0,A>0 定义 
r= int(n,S?’ Cf)! > (1 + a@a}, 
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9 = infin, SP (Cf)! > 
pose inf (a. fi" > Ba} 
7.0.0 EAEE Osc. 明显 地 
Pe <æ) [PaK + Puce), (4.3) 
其 中 
Pl(r< < OS POS SPEV — SRY DA 


< 3f 8 CS? A)! — SENAP 
É {Bet pt 


T 


<p ES Maf NIZ) ap 
À 0e 8 


ie 


<ff EIA = fal Boar 

{Ox pet 

< Ef fuer <cpP@<o). 4.4) 
i (BE 


中 间 应 用 了 X 的 v 一 致 凸 性 ， sat CA. 3), (4. 4) 得 出 
PLS? CASA Fada SBP SCP ad) EPSA. 
JERSE (SPO SED 的 好 4 不 等 式 . 4 B 足够 小 时 ,存在 c>0 
使 得 (4. 1) 成立. 
MSGID 证明 与 上 面 类 似 , 这 一 次 定义 
r= infin. (N> A + aà}, 
0 = infin, o J) > aa}, 
p = infin JE O > Ba}. 
此 时 有 
Pr <œ, <L [LPO pz. oR Cf) — oP 4 > A) 


< H EOR GY 一 oP (P| Zd P 
{O< pd 


te 
< 了 | ELS) Jaf, "| Bol aP 
(p< ps 


i=O71 


HN 


Ef EC fen fl Boda? 
{<n get 
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< S| iar <cBPO < o), (4.5) 


中 间 用 到 和 的 v 一 致 凸 性 .于 是 
PO (fy > A + ai) = P(r < oœ) 
P(r < u) + PS oo) 
<cBP(o Y > aA) + POE > Ba. (4.6) 
ERE OPS) TEO 的 好 4 不 等 式 . 类似 的 道理 得 出 (4. 2). 
(0) 过 (0) 和 Gi) 二 Gi) R f= Cf) RRA fi 上 ,< 过 oo 的 
WP PRTC. DAE 
PSO CA ef S cOC | FL < ee， 
FE SOK a.e.， 所 以 XX 是 同 构 于 4g 一 致 凸 空间 的 .类 似 
地 ,(4. 2) 给 出 
Jo? A |e <e | Fit bet eB | FL <0 
于 是 0 (f$)\<co a.e. ,但 对 于 WP Bo (f)=S Cf) FUE 
的 结论 成 立 . 
定理 2 设 1<z 委 2,G 是 限制 增长 的 严格 凸 函 数 , 则 以 下 条 
(EE fp 
(i) X 同 构 于 一 致 光滑 空间 . 
Gi) 存在 c 一 coe>0 使 得 对 于 每 个 X (ARS, 


FFP de? Sef SecA ye (4. 7) 
Gii) 存在 c=cre>0 使 得 对 于 每 个 六 值 著 f， 
FR ee cl orn yy (4. 8) 


证 明 Gi) 二 0G). 由 六 的 bp 一 致 光滑 性 ,对 于 任何 X AL, 
ARM /==(f,) 有 
fh sup supë ( | Ín — Sai |i P |.G,) 
<e supE( >) | df i’.) 
< c supë (SP (f)?|ZB,) 
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FH ge>1 和 831 推论 4， 
WFP? lle<c | supE(S(f)?|B,) lo 


So sup || ECS” OPB Ie S ell SPAO Ihe. 


所 以 (4.7) 成 立 . 
(一 (iii) 类 似 地 有 
apo sup supE ( ll fn — Fra | ? 1B, 


< c supk| 5 laf: 112.) 


i 二 npn 二 
< c supE oP (FY | Zn) 
并 且 最 后 推出 (4. 8). 
G)=GQ) MGD=Sa). i f = C.) BX AW? RHE 


De af WPS Las EM TO = Fi > nd) Hop df = 


n=] 


mdf, Hat SPF = Sime af || 9+ 0 (aoo). h Fatou 
引 理 和 (4.7) ， 
lim | Fy"? | e = 0, 从 而 limE@ (FY** = 0. 
BVEOHARAN.M 
E || FP — FP Le << EF PF? < POJEDO?) — 0 (Cn + oo) 


故 Saf. WL, 7 BOK SAT a.e. WSK. HH Kronecher 引 理 得 


Ha “face. 收敛 . BK X EHT pp BOCHER, § 3 定理 3)， 
Heit 108 X E Banach 空间 ,@ 是 限制 增长 的 Young K. 

qs 之 1, 则 以 下 条 件 等 价 : 

G) X 同 构 于 Hilbert 空间 . 

Gi) 存在 c=co> EREN X AR 满足 

ets hye << WISP Ye Sel fil 4.9) 
GD 存在 c=ce>0 (ERT X (AR SE 
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FEES PoP SPW Sch FP WY 4.10) 
定理 3 设 1<z 委 2, 鱼 是 限制 增长 的 Young 函数 , 则 以 下 条 
件 等 价 : 
GQ) X 同 构 于 p 一 致 光滑 空间 . 
Gi) 存在 ce 二 ce 之 0 使 得 每 个 XX (AR SE 
站 
(4.11) 
Gii) 存在 cHcpo>0 使 得 每 个 X A 了 满足 
WFP yee Sef WC? |e’. (4.12) 
证 明 OSG) ”对 于 固定 的 序列 On). AG O= nmn 
ee fn, RRO MÆR, H p 光滑 性 ， 


EWS? NDB)= El 2 Il fag, ~ fa EIEN 


eyel > So ar 1%.) | Bo 


i= Shs 
= cE SP (Cf) |B.) (4. 13) 
用 gS fem E5 Sa imu) RE f=) 则 上 式 变 为 
EWE UY — Wee, CP? |B) = EW (Ce)? | Bn) 
<cE(S (g)! | By) Sek (SF) Z). 
令 A=W (A? BSP CF)? W ERIA A 
天 (4 一 Aril Ban) S ECB B, ) 
ER = Fin). 于 是 由 $1 推论 1， 
EDW SP (AY) S EDSO O) 
并 且 
wore A)? lose SPO Le 
Oy) 是 任意 的 ,c 与 Gm) 的 选取 无 关 , 故 UDANE EF 
端 ,只 须 取 =A. BD (mi) 是 整个 自然 数 序 列 即 得 
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G)=> Gi) 由 33 推 论 9 和 (4.11) 左 端 即 得 出 (4.12). 
应 用 与 定理 2 证 明 中 相应 部 分 类 似 的 方法 可 得 出 Gi) 志 Gi) 
和 GDG). 
下 面 推论 的 证 明 方 法 与 定理 3 类 似 , 故 这 里 略 去 . 
推论 2 i 1<p2,® 是 限制 增长 的 Young 函数 , 则 下 述 条 
件 等 价 : 
(i) X 同 构 于 pp 一致 光滑 空间 ; 
Gi) 存在 c= 二 cw 之 0 使 得 对 于 每 个 X (AR S, 
car ,A 


<e |PoP (Pf)? | ge’; (4.14) 
Gii) FE =f pe > 0 使 得 对 于 每 个 X (eR S. 
IEIS cl WiC? Iye. (4.15) 


定理 4 2< <o 是 限制 增长 的 Young 函数 , 则 以 下 
条 件 等 价 : 
(i) X AHF g ~ia h; 
GD 存在 c=cyo>0 使 得 对 于 每 个 X ER 了 ， 


Wee llet<ell #4 ots (4.16) 
GD 存在 一 ce>0 使 得 对 于 每 个 X BRS, 
Wi CA Wat cf (4.17) 


证 明 OSGi) 对 于 固定 的 序列 Cm), REO Mize X E 
oh, H q 一 致 凸 性 ， 
BL STW dfai = Sa 1a) Se syPEC H fa 112) 
Ef |Z) (4.18) 
将 f=(f,) BH g= nin d= G Sa item)» EREK 
EWP = WE SNF, ) < CEG B, ) 
设 ASW B=f' RS EMR SARE 
E(A., 一 Apal B) SEB) 
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§1 推论 1 给 出 
EGG(H CA) S cE’), 
最 后 可 得 到 不 等 式 (4. 16). 
Gi)= Gii) 由 Garsia 不 等 式 (§ 1 推论 2) 可 知 
EB(W (FJ) SC cEBW (SY) (4. 19) 
于 是 (4. 17) 由 (4.16) HEM. 
GDG) 这 里 的 证 明 如 同 定理 1 AY Gi) >i). 
推论 3 i8 X E Banach 空间 ,是 限制 增长 的 Young 函数 ， 
则 以 下 条 件 等 价 ， 
G) X 同 构 于 Hilbert 空间 ; 
Gi) FE c=co>0 (HIRE X (ER f 满足 
ctr se? WA le? Se FF a? s (4. 20) 
Gil) 存在 c=co>0 使 得 每 个 X (RR 了 满足 
cs et BA el (4.21) 
最 后 考虑 算 子 Ty 为 了 方便 ,对 于 每 个 Y= ODEPA 
IY le = Wl Yoo |,, 注 意 这 并 不 是 一 个 范 数 ,因为 [不 是 线性 空 
间 . 此 外 我 们 将 ,3 IDA 环 . 对 于 BMO; ,在 $3 开头 已 定义 过 ， 
实际 上 等 价 地 
BMO = {f = (f,),d0< <x, 
sup. ECU fin — fl PLB) Ue? 8}, 


I fll BMO+ = inf £. 
现在 我 们 有 
定理 5 设 2<g<co, 则 以 下 条 件 等 价 : 
O X ANF 9 一 致 上 空间 
Gi) T,X BMO} C2, 3¢ AFF c=c,>0 使 得 前 面 所 说 的 Sf, 
7Y,g 满足 
“Halls, Sely hr, IS Ismot. (4. 22) 
证 明 > Gi) # FE BMO; , 则 存在 8 之 0 使 得 
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EC fa ~ LIB) SPY mn 0). 
int 
WEY = OD) ET, 1% = Dp, G = 1.2), 


j=0 


Eo® (gy = ES YE afi 1B) 
i=] 
= EDM | df, |? 


= DEGE ( p laf. 1B, ) (4. 23) 
X MAF qg 一 致 凸 空间 ， 由 § 3 中 引 理 1 的 不 等 式 , 则 
Eo (gyi< SE pp = = cEYLB, 
从 而 上 式 变 为 l 
Ig I s See EOB” = cM NY a, WF I eot > 
GDI 
GDS G) A. 22) 对 于 每 个 f/fE BMO; , YE Tq 及 相应 的 变 
换 g 成 立 , 特 别 地 取 y, =1 D MM gf. (2.22) BH 
WSs Sel Fl anos. 
显然 每 个 一 致 有 界 蒜 属于 BMO7 ,并 且 此 时 有 | avor <2 sup 
LAK FH If lle <oo, HF E sup Il dj 有 <ce 得 出 3 
(<o ae., §2 ER 1 RET X MMF a 一 致 由 空间， 
定理 6 设 1<p 志 2, 则 以 下 条 件 等 价 ; 
O X HHF pR E. 
Gi) 3,C I, x BMO; # AFE c=c,>>0 使 得 
I llr, WF ll mot Selle ls, (4. 24) 
特别 地 可 以 取 f,g 使 得 NS Wl mor Se 并 且 上 Yl 上 ra g N a,» 
a` +a =]. 
证 明 OSD R g E E, Wo EL hf = 
137 


> Ydg, 其中; = = sup Co (g) |B), WY, 是 非 负 单调 增加 


的 ， 由 Doob 不 等 式 
EY! < aE” (g)" < co, 
于 是 Y= (YET, 
Ili, <a’ lo, =a lg ls, 
现在 考虑 S= CF). FX IF 光滑 空间 ,根据 8 2 引 
理 2, 当 mnl 时 


EC Sam fl ?lB) <el >) idf NZ) 


fae] 


m Idg l 


i=n+1 


m Cp) P o p b 
<: p < Pg) = gifi) EAF (4.25) 
i= < it 
但 由 于 
: _ 4 i fo] ¥ 
<= EP BEL jo a (g Tl Byn ajs = iE] FP gy | | + 
1 xel B | 
y SE greg: 
(4, 25) BH 
. ， mad Cp) bi gO (g)? 
ECW fe LAB I< E| | 
~ pf OP Ce)? — AP (gyro: 
<| E a” (gy! |B.) <e 


故 f € BMOFIHFH IS mot SE =e. HF g, = YY dS 
re] 
以 (ii) 成 立 . 
(让 入 (0) HGD 成 立时 ,车 gE 马 , 则 有 7Y Er, S © BMOF 


使 得 g, = SY GFA WY e, Se lg iss fl swe: Se. bt 


i=] 
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AF SM m SiS Oe 
EC fa AHB < EC fy NID <e, 
对 于 c=(g.) 有 
,一 Bn yy, df, 


= S Y; = Yad Sn — FD H 7n Gn — fads 
fant] 
E | Bm gn | 
< MELO — 7 EC fa — Fi BI 


i=n+] 


+ ELY,EC| fn — £, A |B] 


El So, =y) E7) Sca |g ls. (4.26) 


isnt) 


将 g 换 为 g = D EP g; = gi, — gn. 1), HG. 26) 应 用 
Fatou 引 理 可 得 出 gs WAM i ae, Wm. 当 & 满 足 


D2 | dg, |? < Rt, F, = Side, VLC Fpa. 
. i=] 


e. kêi, h Kronecher 引 理 得 出 A ~Oa.e., TEX EHT 2% 


滑 空间 . 
推论 4 it X E Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
G) X RF Hilbert 空间 . 
Gi) 3,~,XBMO;.B gE€3, 当 且 仅 当 g 可 以 表示 为 g= 


Da Ten if. oR YET,,fEBMOSH#H f,7Y,g 满足 
cH Nn VS mog < Wells, Sell, fl amos » 
(4.27) 
其 中 < 是 与 f,7,g 无 关 的 常数 . 
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$5 上 下 函数 不 等 式 与 微分 从 属 


以 上 几 节 在 论述 p 一 致 光滑 和 一 致 是 空间 的 蒜 特 征 时 ,我 
们 利用 Kwapien 定理 顺便 地 给 出 过 与 Hilbert 空间 同 构 的 Banach 
空间 的 特征 . 本 节 我 们 将 介绍 用 诸 不 等 式 刻 划 的 Hilbert 空间 的 
另 一 些 特征 ,这 就 是 上 下 函数 的 不 等 式 与 微分 从 属 不 等 式 . 
MPN = SIPS) V fi, MPM = supM,” (f) > 
mF = SPA A Si, mf) = supre,” (JO. 
RM? AA m MAAE f WE. FRR.. 
引 理 1 i 2g, X 同 构 于 g — Bh Sl ETE ce 0 
使 得 对 于 任何 XX 值 著 f, 4 FEL, 
E(S (f)| Bo) SEG |B.) (5. 1) 
从 而 对 于 任何 nS 1, 
ESL (ff) — S@,(f/) |Z) Sch" |B) (5. 2) 
证 明 ”只 需 将 已 有 的 不 等 式 “ 条 件 化 ”. 实际 上 对 于 任何 AE 
Bo f= bsnl) HER. TEH ROE ES? P< 
SET. RF 
Jory ywdP < af fdr. 


A 
A 
A 是 任意 的 ,从 而 (5. DEZ. 
为 得 出 (5.2) ,对 于 每 个 nl. eX FHI Sw = 
Farri n) BAG. DF F N 
ECS? fy — SPF) |B) S EAS” (ft — SPA | H,) 
= ESF) |B,) KEF |B) SES? |D,) 
此 即 (5. 2). 
同样 地 ,下 面 引 理 成 立 ,其 证 明 方 法 与 引 理 RW. 
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引 理 2 R 1<p<2,X 间 构 于 p 一 致 光滑 空间 , 则 存在 c>0 
使 得 对 于 任何 X 值 蒜 f, 当 S" CEL, 时 
ECf* | By) < cE” (f) |B) (5. 3) 
从 而 对 于 任何 nl, 
EG ~ fi |B) <cES” (f)|Z,). (5.4) 
定理 1 HB 1<p<2<q<w, 
GQ) AX BHF g 一 致 凸 空间 , 则 存在 c>0 HEE X A 
Bh f 满足 
ESO (f)? L EF S@(f) (5.5) 
GD AX ARF 一 致 光滑 空间 , 则 存在 c>0 使 得 任何 X 
{ARR f 满足 


Ef? SKEF SP) (5.6) 

证 明 ”两 者 证 明 类 似 . 现 仅 证 (5. 5). 由 于 (5. 2) 成 立 , 故 对 于 
任何 停 时 r，. 

ESPA — SHAIB LEZ) 6.7) 


对 于 ASO r=inf{n, S OSA}, W S OS, A 
| (Sf) ~ dP S | SON — SC) )dP 
{SDS {re ol 


<< fraP. (5.8) 


{rico} 


对 两 端 积分 分 别 得 到 
on sy 
| af c (SH(f) — AdP = farf (CSwCP — Adda 
0 {SD Prat 0 
n 


= FESPA, 


oe SM Cf) 
e| aif f'dP = efr arf Vda = Ef SOA). 
o SPA A 0 
所 以 (5. 5) 成 立 . 
定理 2 设 X 是 Banach 空间 , 则 X FF Hilbert 空间 当 且 
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仅 当 存在 c>0 EHEN X AR f 满足 
EM” (f)? L Em” (fY. (5.9) 
证 明 it X MF Hilbert $0], X Æ 2 一 致 可 光滑 和 2 一 
致 可 凸 的 ,由 (5.5),(5. 6)， 
EM? (FPL ES + Sf?) SES SV) 
= cE(M® (fom (f)) 
<ce(EM? SIEMEN, 
由 此 得 到 (5. 9)， 
反之 ,(5.9) 意 味 着 
ES (FY S EM? (JF ScEm™ (SFY SEY., 
ECf* Y LEMP SY <cEm®™ FY [LESO CA), 
PKA MAS SX 同 构 于 2 EA 2 一 致 光滑 空间 ,从 而 X 同 
构 于 Hilbert 空间 . 
定理 3 RX MHF Hilbert SM. f= Cf) X (RA 
存在 单调 增加 适应 过 程 (d,) 使 得 上 df 二 4,-1, 则 存在 C0 
EM® (f) <CE(m@ (f) + d*), (5. 10) 
证 明 w ppm? CP) +d. MF a0. eM 
r, = inf{n, p, >a} inf Ø = oo, 
Mn WEE = A DER ERM T SS fA SO GS 
SOA =sup Ul fll = Se ie 
PIME) > ax P(t, < 00) + P(t, = 02,M@(f) > a) 
< P(r, <œ) + PM?) > a) 


< Pe, < œ) + EM) 
-一 C D 2) 2 
< P(e, < 0) + SEM? S.) (5.11) 


出 于 o, 的 递增 性 质 , 当 u <o, 
mf )=min{ Cf," SF)? 
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<mini TD + df, I oS? CA + I dhe, |} 
Kma A +d 1 =O, a Ka, 
4 = Conf am OCF =m (Ff) A 
Fm FY S EMP Cf) Xie moor F aXe ce) 
(5. 1D BH 


PIME) > a) SCPC, < o0) + SEMA Hagens 


(5.12) 
注意 (n= co} Clp™<asC {mP (f) <a}. 所 以 
EM? (f) = fra D(F) > adda 
0 
<x cf Pe, < co )da 十 cl” af w m® (f)*dP 
0 oO {fm Of yah 


< cf Pl m? > $ |da + c| Plat > S |da 
} i i 


0 


十 chm pyar |” da 


> A 
mP a 
QQ 


CEM?) +d"). 
此 即 (5.10)， 

定理 4 设 X 是 Banach Z0. o ERES KAI Young 函数 ， 
则 以 下 条 件 等 价 : 

Gi) X 同 构 于 Hilbert 空间 . 

Gi) 存在 C=C。 之 0, 使 得 任何 X AR f= CHE 


E®(M?(f)) <CE®(m™ (f)). (5.13) 
Gii) FE C=Co>0. ERE X AR f= CA 
EMEN le SCIRPE I o (5.14) 


证 明 OS Gi) 先 将 (5. 10) 条 件 化 , 即 在 定理 3 条 件 下 ， 
EMO A |B) SCEME (f) + d' | A). (5.15) 
实际 上 ,代替 f= Cf, Sik fa= CSa Xa) FU da= Cda Xa) „AE D, my 
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,ds 满足 其 中 条 件 .这 样 (5. 10) 变 为 (5.15). 
其 次 ,对 于 任何 n>. BER FP =F) =f -—f1) in E 
| df, | Sdn- m1 | dF || M21. FE 
ME (Cf) — M2 (f) =max{f* ,SI —max (£72,582, C1} 
<max{f* —f- SONS} 
<max{F* SPN =M DP), 
m?(Fy=min{F* SP P} 
Smin{2f° SS (f)}<2minm(f). 
应 用 (5. 15) 于 了 , 则 
EMP (f) — M2, (1) |B) S EM? OD,) 
<cE(M? (fF) + 2d" |B,) 
<cHh(m@(f) + ad" |B). 
HS 1 推论 1 得 出 


E®(M® (f)) <cE@(m® (f) +d"). (5. 16) 
利用 地 的 Davis 分 解 最 后 可 得 出 (5.13), 其 方法 在 82 中 已 
遇 到 过 ,这 里 不 拟 复述 . 


(Gi) > Gi) R Ime N lo=a>0, SBR F=a'f. H 
lme | o= 15 (5.13) 
LIMP o= IMPD) lle < EBM? F) + 1 


(2) | 
< ceg| 722] L1<cllm@A) le 


总 之 得 到 (5. 14). 
Gii) 过 (i) 由 (5. 14) 可 分 别 得 出 
[SPA lo SCIE We l ile SCIS le 


此 时 六 必 同 构 于 Hilbert 空间 ， 


对 于 两 个 蒜 Se ,我 们 称 g 是 二 的 微分 从 属 , 若 g 与 了 适应 于 
同一 非 降 子 o 代数 序列 (多,,n 宇 1) 并 且 | dg, | < I df, Il aS 
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1) ,这 里 df= (df, dg = (dg) 分 别 是 下 与 g HREIN. Y 
是 和 X 值 鞭 了 及 其 微分 从 属 g 构成 的 序 对 (f,g) 的 全 体 ( 同 样 地 ， 
(各,,n 之 1) 甚 至 概率 空间 (0Q2,3, 了 ) 可 以 变动 ). 

定理 5 (Burkholder) # X [AHF Hilbert 空间 , DEZ 
#E I i<, R 


PGsop{ I fall + Vall >D Ih G17 


WA 设 艺 是 XXX-~~R 的 函数 ， 
LGr 人 一 1 十 zl 一 yl 车 下 zl 和 <1， 
=2]| zi, 若 lelt iyi >. 
我 们 先 验证 工具 有 以 下 性 质 : 
1° Llr, y2 | zl +1, 
2” Lla, yl, Æ llyl<icl, 
3° ELCSas8 PELS rign O SEL fos Bo). 
再 由 1" 得 出 
PALIH be le OSPEA > Lg) 
= PIIA Logd) +121) 
SECA — Lrg) +1) 
由 2°.3°.ELS gD RELU og) 2l FE 
POA + kael 2D<2if i. (5.18) 


WL, Lape /,g 则 得 到 
PUAN + eld 619 


然后 ,只 需 作 一 个 停 时 的 讨论 即 可 得 到 (5. 17). 

现在 验证 1°,2°,3°. 

He. |oltiviSl 时 由 定义 即 知 . 当 ell t+ iy 
<1 at helsi <2lloh & Laoy=14+ lel y 
1 <1 十 2 1 z i- 

对 于 2.4 yl <del 当 Helt iyl <i 时, Loy) 
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Oe as | 


Si+ deity >t Stel + tot Siar, fab >+, 
所 以 上 zy 一 2 x |] 221. 

为 验证 3", 考 虚实 函数 GG)=L(z 二 th,y 十 以 ), 这 里 ryh, 
REX 并且 |All <All. TARRE X Æ Hilbert 空间 ,此 时 GG 
EERDER AHERN R 上 是 凸 函 数 ( 可 直接 验证 ). 我 们 证 
H G' (0) 是 存在 的 ,从 而 G 1) 20,G(1) SG(0) +G' (0). 于 是 也 
tH yt RSllavy)s Ln 8D EL Sng) FE 3°. 

为 验证 C C0) 存在 ,考虑 以 下 几 种 情况 . 

(Dz 十 上 yy 上 过 1. 此 时 只 要 > 充分 小 rtra ly 
+th <1. 于 是 

Lie + they + th) — Lr,y) 
= 2t(Re(x.h) -- Rely kD + CC] Ae 一 al 
容易 知道 G (0) 存在 . 

Gi) fry ll >. WIRE: Ah, letta tly 
十 大 1 六 1. 于 是 当 oO 时 ， 

Ler + thy + th) —LOr,y) = 24,2 4+rh | ~ 21 ll 


2i at th jt fla) _ 4ReC het e Al? 
tet thi + || fateh} + dri? 


当 r=0 时 (zr 十 ky 十 一 Lx,yy) 二 0 此 时 也 有 CO) 存在 . 
Git) cil + yl =1. $E Lap =] ale Lert 
thay ttk) 有 两 种 情况 .要 么 等 于 站 zx 十 成 站， 要么 等 于 14l rt 
th ||? ll yee fl. SF Rane] (ii)、 对 于 后 者 ,由 于 jy 上 二 
1— x i] a 
Lia + they + th) — L(x,y) 
=1+ fr+th|?— fyri aiar 
= 24(Re(r,h) — Rely kD +e (Al? 一 el 
如 同 G) 故 G (0) DEE. 
定理 6 (Burkholder) i X Æ Banach 空间 , 则 以 下 等 价 ; 
G) X RF Hilbert 空间 . 
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GD 对 于 每 个 DEZ, Fi < R] gae WA. 
GD FE >00 使 得 每 个 (f,g)E 之 , RE et >lae W 
| fl oe. 
(iv) FETE c>0 使 得 每 个 (f,g)€E 之 , 满足 
P(e? >A Sell fll, (5. 20) 
Cv) 对 于 每 个 (或 某 个 ) 1< poo ,存在 Coo 使 得 每 个 
Cf geek iE 
Welse WF 1, (5.21) 
证 明 OGD 不 妨 设 X Æ Hilbert 空间 ， 
A= {wEQ, inf sup |g, C0) 一 gal > > 2e}, 


220 m,r 


这 里 e>0 是 任 一 正 数 , 记 
rlw) = infin > 0, jg, | >e}, 
车 Tolw) <, E 
Ti Cw) = inf {r > talw), go) — g w) | >e}, 

我 们 设 K = 和 这 里 = {x = (2,).2, EX, Ellr, I? 
co}, al = CS) fix, 1. 容易 知道 下 仍 是 Hilbert 空间 . 定 
X K {HR F = (CD),G = (G,) 使 得 其 差 序 列 

dE, = (dfips0,05e) 5 


dG, = (dg,.0, Oster), 车 k < T)(w) 十 1, 
= (0, .0.dg.0.0 J (#0) <k S Tw). 
一 一 Jy 一 一 


注意 由 到 中 的 范 数 
| dG, l x = dell < HAN < ar, |l 
并 且 Els Al. Æ ysn M 
IG, MES Wee, IH lg ae, WHH gee i 
由 定理 5.720 时 
PADS limP 0 n << < n) 
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SMP G ihe Bei D 
<2 Fi/eG@t1)'? =2 Fag + 1!” 
于 是 对 于 V e>O0O.P(AD=0. BI g,a.e. YB 
Ged) 若 c 不 存在 . 则 对 于 每 个 自然 数 j, 存 在 拷 = 
Cfarhiert  27= (ena) 使 得 (fj,g) Ex, WA I <27. 
8) 之 1 a,e， 不 失 一 般 性 ,假定 基础 慨 率 空间 是 同一 个 并 且 B 
y By Ged) 彼此 相互 独立 , 此 时 存在 正 整 数 wj 使 得 
A,= {len 之 1, 对 于 某 个 n 各) (5. 22) 
并 且 PASL. MER 


2 
Bi, = Bort n -1 一 Fin 15 


Bi, = By, V Biya Foy any = TB yy V Br, 719 
By on, = ‘Bry, V Bry, V Bry s nen 
BE IF 


(df ver df sdfarstt dian, dais) 
(CdS dEn, sdn AS mn, dga) 
LAF 记 前 一 蒜 ,C 记 后 一 软 ， 则 有 


Is VII >) 2 一 1， 


j=l jul 
> 7 
但 由 于 27P(4)) 一 co 并 且 4 相互 独 立 , 故 
PG = œ) >È P dim sup |G, — G, || >1) 
=> Pdim supA,) = 1, 
HDF A. BOG) AE. 
Gii)=> Gv). 我 们 将 证 明 对 于 任何 自然 数 n, 
Te >2< |}, (5. 23) 
EMV D0, J= A= WER PSDA NSN: 
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With 2065.21). Che ICS FHA Se HECK ge) 的 独立 
copy. 这 是 可 以 做 到 的 ,因为 f,g 适应 于 同一 c 代数 序列 . 这 时 
(Bion f21) 相互 独立 . KP lel >2)>0. 令 Xue BBE 
序列 

(dfiy df ud for df uud fs) 

Chg 1 0° AS in dd ga UAB on, Hu2d Ba") 
注意 (wj,j 宇 1) 是 独立 R.V. 并 且 第 二 个 蒜 GERAR /的 
微分 从 属 . 此 外 

IF ili Fh Ea + u + uu, +) 


= I fll poe = Wie: >2). 


HFG’ >ia.e. 所 以 由 Gi), y ec. Am H G. 23). 
Civ) > (v). PIX W=(W,) Æ CI A, lO 的 可 料 强 函数 , 定义 
p= inf{r, || gn || > a} 
v = infin, || g, {| > Ba} 
o = infin, || fail V Wasi > dA} 
这 里 O>O,PDe+1.A>0, A= lek Ao}, u= Xa UY 


uk >D 是 可 料 序列 , Æ F, 一 oarsG- = use i G= 
(G,) FE F=(F,) 的 微分 从 属 ,类 似 于 Vi. $3 定理 2 中 的 证 明 可 
以 得 到 
P(g? > BAS? VW" < 8a) < 3808 6— 1 Pg > A 
(5.24) 

此 即 关于 (gt ,f* VW") 的 好 不 等 式 ,由 $1 引 理 4 不 难 知道 
(5. 22) 成 立 . 

Cv) 过 0) 我 们 只 取 p=2 ERG). Ha. EX, lel =i. 
irn) Œ Rademacher 国 数 序列 , 令 


- ` NA 
f= rit g= STrjale, n> 
7 一 pe 
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则 8 一 (&) 是 /= C6) 的 微分 从 属 , 反 过 来 也 一 样 ,于 是 由 (v)， 
DD 


= | akal ~ (dete dey’ 
由 Kwapien 定理 知道 ,X 同 构 于 Hilbert 空间 ， 
下 面 引 理 可 仿照 $ 1 引 理 1 去 证 明 . 
引 理 3 对 于 每 个 WP 拷 的 配对 DEzE | flai 
并 且 g 之 1 a.e.， 则 存在 (fF,G)E 之 使 得 
1 


[Fi <6 SiP >DS 5. (5. 25) 


定理 7 ik X Æ Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 ; 
G) X fe) Hilbert 空间 . 
Gi) MFR SF. DEF. | Fli <, UM g*<oae. 
GD MFR SEX. I fil i<eoo, 则 g fe PUES. 
Civ) 对 于 每 个 限制 增长 的 Young ME O, FE co>0 使 得 
每 个 《f,g)E 之 满足 
le’ lle<coll /* lle (5. 26) 
G OLB HON MA 
Pelos col file (5.27) 
(v) 对 于 每 个 限制 增长 的 Young M D, FFE c>0 使 得 
每 个 (f,g)E 之 满足 
| Mig) ,Sco lla) |, (5.28) 
其 中 M =g VSP ml/ = NASP). 
证 外 这 (说 与 4) 过 Gii) 容 易 从 定理 60DE. 为 证 《iD 之 
(i) ,注意 在 定理 6(i) 僵 (iii) 的 证 明 中 已 经 知道 , 若 X 不 同 构 于 
Hilbert 2/8), MEEF, OEZ, | Fli% {E G=% ae， 这 
与 (ii) 了 矛盾 . 
为 证 Gi 让) 二 0), 仍 考虑 上 面 例子 (Fr,G) ,由 于 
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PG, 不 依 概率 收敛 ) > Pim sup || Gn — G, || ) 
> PilimA,) = 1 
与 (iii) 了 矛盾 . 

(之 (iv) 事实 上 定理 6 的 证 明 中 我 们 已 得 到 关于 (8 请 
VW" ) 的 好 4 不等式 , 故 通 过 Davis 分 解 便 可 得 到 (5. 26) ,再 由 
$1 推论 4 得 出 (5. 27). 

O GVS 根据 引 理 3, 若 X 不 同 构 于 Hilbert 空间 , 则 存在 
WP BURR f° <M<oo,g* 一 co a,e.， 自 然 与 (iv) FA. 
剩 下 只 须 证 明 (iD) 之 (v). 注 意 用 "条件 化 ?方法 可 将 (5. 9) 写 成 
ECM (f)? |B) SEM |B) (5. 29) 
当然 此 不 等 式 对 于 g= (8,) 也 成 立 . 于 是 

ECM Cg} |B S cK (ng)? |B) S cE (S™ (g)? |B) 

<ck(S(f)? |B) 

SEM IB) < PEC (fF)? |B) (5. 30) 
事实 上 ,由 标准 的 停 时 方法 的 论证 , (5. 30) 对 于 每 个 满足 Em 
<o ACA. QE ZF MIT. 

现在 设 

M, = M,(g),4 = (M,), 

dr = qf) = maf) + W,.Q = (9,); 
注意 到 
mf) < fr, HW) A Saa + W,) 
<m,-(f)+W, =a 
对 于 ao>>0,8>1 MA>o 定义 
t = inf{n,g,1 > 0A), 
5 = inf{n, M, > a}, JS 
HAD Fa =f SP S= Finds Bn Bre B51 B= Bnd Bn 
=Brpoim20), ERTA ME 
M, — Mi ney Sgr — Bruen) V Cg) 


-= Sine DL)) SMG), 
m= ASD SOS ASP) tie. 
SMP) Xow ms KY Key KOM es (5.31) 
H (5. 30) 可 推出 
ECM, — Marup) LX EMY <cEm(FY 
Sc Po < o0), (5. 32) 
从 而 (5. 31) (5. 32) 给 出 
P(M(g) > Bat = %)= PCM.) > BA) 
< PCM, — Mao-n > (8B — 1A) 
< (BP — DFA ECM.— Mo 1)) 
emB — 1) Plo < oo), 
于 是 
P(M(g) > BAS P(t = oo,M(e) > BA) + P(r < cp) 
<cae(B— 1) Pl < o) + P<) 
<ca’(B — 1) 2P(MCg) > a) 
+ Pon Cf) + W* > oa) (5. 33) 
应 用 8$1 引 理 4 和 Davis 分 解 即 得 到 (5. 28). 


§ 6 Fefferman 不 等 式 与 . 瑟 ,， ith 


B (BR) Fefferman 不 等 式 在 鞭 空 条 理论 中 的 地 位 远 不 及 实 
(AS AE eA, ES le REY. Fe E 
È A, S025 USE BMO BRET SRT Rt BEAL PE HY 
的 考察 . 此 外 ,本 节 还 将 对 B 值 BMO 蒜 给 出 等 价 刻 划 . 

id X* 是 Banach 空间 X 的 共 胃 空间 ,为 了 明确 起 见 , A 
CX) iA F X A 空间 . RA A CX) ECA POX 
的 ,应 , 空间 等 等 . 另外 ,本 节 总 是 以 p',a' 记 pa FEHR. 

定理 1 iN FEBanach H1 <p, 1 Susp. MILT 
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件 等 价 : 
Gi) X RHF p 光滑 空间 . 
Gi) FETE c= e> 0 使 得 对 于 任何 JE pH AX p= pKa (XD 
(fo=H=0), 
IEF.) S eF lla Well psc) (n21). (6.1) 
证 明 > Gi). 4 fC, ,ALCOM df EL(X), 人 而 SEL 
CX). 24 QE pKa CX" AY Ka CX ) 的 定义 , 取 m=n TERI p 
<a’ 则 
ldg = Eg — pi "lA! SEO", 
dg, ha S I HOP LAI pa SMe < 
从 而 p ELX?) 这 说 明 积分 ELp EA E. 
对 于 任何 n 1.48 č 


Ef, p, = X Edfid¢. (6.2) 
i=] 
现在 
LES) < $ Ea FSP Py desi? Py" | 


i=l 


<( elas sire) e, 


i=l 
( Se | dg | ESE CA en) V A AB. (6. 3) 
i=] 
对 于 4 ,利用 不 等 式 elep Do, KIKEL) aap p 
= SP Cf)Si CA” A EM 
SIPPY SSS SI PPS PISA 


A= SJE | af, eSP 


i=] 


= EV SP — SANS AY 


t=] 
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< LESP CY. (6. 4) 
A T tht BE Banach 23/6) X Æ p HH UX E pO. 于 
是 对 于 pg 和 me>n>0, 
El >` | df, | a |B) <cEC | Jn = Ía- | r |B, (6. 5) 


i= 


由 于 Ee,» Ke (X) MA V20, E Li 使 得 
Eg ~ Gb" ESEO B) Cn > j> 0) G. 6) 
若 归 纳 地 定义 
SLOP Par ww 一 Sia, GOSS), 
j= 
则 @ RF Z, 可 测 , 由 (6.5),(6,6) 可 得 
B" = NIE || dg | SP re = STE | da ii" Q， 
i=j f=] j=) 
= SEQ VEC I dg ”| 用) 
gel i=j 


<D EQE g — g-i 1B) 


j=] 
eo EQY = CESP AHP (6.7) 
j=] 
3 rf 1 1 办 - z 
EE p| pg] SLE Holder 不 等 式 得 到 
B< Cle CE GSP Cf aye en er cya rida Dee 


< CF CES” Cf) OMA EYT)", (6. 8) 
(6. 3), (6. 4),(6.8) 给 出 l 
H yl 
[EF ,p< | A TE (ESP LY EEY 
= e SPA Wally Ie. 
7 是 使 (6.6) 成 立 的 任 一 函数 ,由 此 得 到 (6. DR. 
GDS G). 车 (6.1) 对 于 任何 , 环 A(X) 与 K(X“) 中 的 元 素 成 
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立 . 则 对 于 gE Li (X). S O=E(9|.,), (p) ERI A Doob 
不 等 式 ( 以 pg' 记 (g) 的 极 大 函数 ) 有 
Ile? ie al pl,. (6. 9) 

HEC gapi IIS IEC)" |&S,) (mrz AÉ, 
(Q) Cy Ku (XOH . 

QIN eats S Wee? le S 2p ella. 6.10 
(6.1), (6. 10) 给 出 
WF ,= | sup ES uel =, sup [ELE 12) 


<e || fl pHa X) 
换 句 话说 


Sup GO ,Ke X) < 20a IF peo 


It 
8 


If se ISP |. (6.11) 
在 p=a 的 情况 直接 得 出 XX 同 构 于 zp 一致 光滑 空间 . 现在 对 于 任 
何 1<a< pf h JO = TF. ER P= Sinn fp GS), 
(6. 11) BH 
fi — Sr la SE SOF I, 
= SPC) 一 SC 站 |。 (6.12) 
由 Fatou 引 理 知道 
|S) 一 SC 让 上 -0 (n> 0), 
从 而 无 是 工 中 的 Cauchy 序列 ,并 且 EL. PUA a. e 收敛 . 


BHR f= (f,) 满足 Wack ldi N’ E Le 


& F,= Miotdf, F = Fa), MSP) |]. < oo. 
i=] 


由 以 上 讨论 知道 F, a e. Wat. 由 Krofecher 引 理 ,太一 0，a， 
e， 最 后 、Hoffmann-jJprgensen 与 Pisier H) € IRET X 同 构 于 
z 光滑 空间 ， 
当 g=1 时 ,特别 地 得 到 向 量 值 形式 的 Fefferman 定理 . 
推论 1 HX Ep- BARZ <p MFE c> 使 
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arasam eR LAIN RR area ra 


得 对 于 任何 SE A(X) ,9pE BMO, CYX), fi @ 0) ff 
IEF) SEW ST an dell amos) G1) (6.13) 
推论 2 iz X TAN og — Beh SB] .2< gSa Sng, MW 
FE c= c,,>0 使 得 对 于 任何 SE KCN), GE y HeX) (fi @ 
一 0) 有 
JEFA Sel fi co lel aya) AD (6.14) 
证 明 qg CUSACK LAX RTS 
€,K.(X'*) ,利用 (6.1) 即 得 到 (6. 14). 
ART PL YE $8 EAL, CX) fy SE BE TB). 为 此 ,考虑 更 大 的 空间 
LOSA OO RPED OE YCX) 形 如 O= (8028 
是 取 值 于 Banach 空间 X WEEN EAL 


lolswm= PE SMAI j< 615) 


容易 验证 XX) 是 Banach 空间 . 
引 理 1 设 六 EARE z], IKa SPOE 2X) LHR 
线性 泛 函 , 则 存在 IE pH g (X= POC (X*) ,使 得 
L0) = S168, VY GE HX). . (6.16) 


lol zasos lli. 
证 明 先 考虑 a 之 1 MAR TEE ELODO F 
0 = (0,.% ,0,0,,0,.), 
令 1(6) =18) Ml 
OPS UZ bel eon = WAN WGI. 

注意 X RA RN 性 质 , 从 而 存在 GEL"), 
LCB) = Eo,0,, Y 0 € LX). 

由 于 7 是 线性 的 , 当 0= (6,027 ,0,,0,…) 时 ， 

1(0) = Sob, (6.17) 

a . 
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WO = Coan Oe AT HEF ot For) 注意 
E = a, S kot OO E LXO 
i=l 
AL, CX) dé KZH CDiestel, Uhly, W. 1.2). 4 OE LX), 
Ia p= 1 E EEA = UE M.S 9=(9.,…,0,.0,…), 其 中 
A= al Sade OWENS. 18) 


fae] 


则 


O= X E08, = Beal > a a eee ee 
i=} = i= 
之 


= OESONS IY! = Ves 
= Metal Mibatey = ED alr)”. 
i=1 i=i i=l 


(6.19) 
应 用 Holder RERU R ENG, | ’=1.1<a<p 可 以 得 出 


lolsw= E Se S > A ee a 


mt 


rya/ ~ vy allpid~a/p) 
SBAEN | So bey , 


i=] i=l 


<E DIEA JPEE a” 
[4181 Ee Da) 


=ES ol”) (6. 20) 


=] 


=E 


-一 一 


从 而 
All zo < [El > Ho, frye T 


REBRE OISZ lel TT 到 


Lo? lzan = [E Ð bade ye” < 11.6.20 
i=] ~ 
n 是 任意 的 ,由 此 知道 o= (0,0: ) EXX IFA 
1(0) = lim 忆 >7a0 = >) Eob. 
n= ist ed! 
于 是 (6. 16) 成 立 ， 加 
EN AM 20,0) LRP ARR EI hE, oC.) EWA 


Ft RHE PF PH , 故 存在 o= Co1,0;,…') 满 足 
loll zao Sil Yia < 


I = J Ecb, Y 0 EZX). 
从 其 中 的 第 一 式 得 到 
Riak) | = im pol pga < I. (6.22) 
引 理 2 if X Æ Banach ZË, 1<p<2, pLa <o, MW FR 
件 等 价 : 
O X 同 构 于 4p 光滑 空间 ， _ 
Gi) 存在 C=C, 0 AF RF oE (X), ÆA 


g = Ņ EZ) — El B-D] A= 9 


i=} 
ARM 
Well noo Selle ll Fw. (6. 23) 


证 明 = Gi). 容易 验证 p= (@) BEA X AR. ic 
g 一 | y ilo; || oy, g` = supkE(g|@,), 
r=] a 


WW oE XX) 表明 gE L. 根据 Doob 不 等 式 
le" axa’ lel. 
We EL. 4 i2n+1 时 ， 
EC || dg || *|B) = ECEC|| dg | "|B Dt) 
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PTE | EG IB) P+ EIB) Il, 
<S PEI o | |Z). (6. 24) 
又 当 i=n 时 ， 
dg PS 2 EB H AEZ- 19 
< PE o B) + wd), (6. 25) 
从 而 


hs 


SEd dg WB 


i 


SLYNE a: |] 1B) + PTE Y |B) 


S PEG |B) + 2 EC Y| Z,) 
S PE + (ge)|%,). (6. 26) 
义 同 构 于 p 光滑 空间 , 故 
ECW — Pri IBD 
<cE( >) | dg il |F,| S cE + yB). (6.27) 


in 


从 而 
Hol rw I 2e + Ce"? IL 
< 2 | g + g'ia 
SUPA Haigla =e lgl 6.28 
于 是 


| ol Ppa <e lie] zow» p E,K). 
>O RA ONOCAAX ,其 中 当 FE,ALOORN, 
c= df = (dfisd fast) € AK). 
特别 地 
Pp = SUES |Z) 一 E(df;|B-1)] = Dah = fie 
(6.23) 可 知 , 对 于 Y e>0, 存 在 7Y 宕 0,YE 工 使 得 
EC || fa — fia ABD S EO’ |B Gn nS), 
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并 且 


— l | . <e ye i! 
RAPES i ¢ Il pKa O 十 6 去 | > | df; | | +e 
o (6. 29) 
A F= FRE =D RP F= fani Sa G20) WA 

Efa = fa KEYS IYS 


< | ACAR ere 


注意 到 
Safid*y0 Gos), 


RIE. Fatou 引 理 ,存在 n, EN, 当 mena ft. 
E || fa — fo I< + Der, 
从 而 f 在 工 , 中 收敛 并 且 a.e. 收敛 . 重复 定理 1 中 使 用 过 的 证 明 
并 且 应 用 Hoffmann-Jorgensen ,Pisier 定理 可 得 出 义 同 构 于 p 光 
滑 空间 . 
定理 2 设 X 是 Banach 空间 ,2 所 qo0,1S&ag 则 以 下 条 
件 等 价 : 
O X 同 构 于 4g 一 致 凸 空 间 . 
Gi) FTE =t 0. (EBM FH LC ALAX) 相应 地 有 
PEK (X OER 
lel pgo SS elil, 
IP) = limEf, KoA Vf EHX). (6. 30) 


证 明 (=> GDH A, (X) 4 HE OX) BER 5 间 , 其 中 每 个 9 
=df=(dfisdfrs …) 根据 Hahn-Banach {E {i E FE, 24 2 €,A., 
CX) AY. HE REP A CX) EN REZ FE OR Pa 
不 变 . 由 引 理 EE oE yy CX") AEG. 16) 成 立 .注意 当 闪 是 

凸 空间 时 ,X' 是 g' 光 滑 的 . 引 理 2 RIE T OEM p= (8) ©, Kw 
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OODE E 
lel pegen Selle ll zeno scel] 
I) = limif, = lim SEs f, = limES,¢,. 
mea new L yee 

GO f= VERAF XER M<). 

定义 
FO = (Firea Sar Sarte) 
BRS? EAX). HF OV LEAK) RR Gey Ke (XE 
(6. 30) AIL. 注意 由 (6. 30) 的 第 一 式 可 推出 对 于 OV eo. 
Hels Sed +e, 
从 而 
Efsa ISAW ge fl ,CH +e) 
lim Cf") | = lim JEP, A| <eMC| + ey). 
REH EE OR AX PAAR ATT 
IS? A < SPP) < wa. e, 

这 一 事实 表明 X 同 构 于 g 凸 空间 . 

定理 3 if X fe Banach 空间 ,1j 委 oa 委 2, 以 下 条 件 等 价 ， 

(i) X ETF Hilbert 空间 . 

GD pA, CX) ~ Ky CX"), BAD, CX) K SE 9 PK 
(X*), 

证 明 = Gi) hF X RSF 2 一 致 光滑 空间 ,定理 1 成 立 
(p=2) ,这 说 明 

K(X") CA A(X)". 

XMM 2 一 致 凸 空间 ,于 是 定理 2 A(X)" CK, 
(X*) FFAS 16 B,C(X)'* ,ff€E,H,(X)， 


A) = limEf.g, = >) Edfidg. 


此 时 对 应 有 YE Kw CX") EG 
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cll gl Kory Sel selel Kutt ys (6.31) 

EFP cse 5 a AX. 于 是 (ii) 成 立 . 

GD >G) (Ci) 反 过 来 说 明 (6.1) 和 (6.30) 成 立 , 进 一 步 地 ， 
(6. DRI X HHF 2 光滑 空间 ,(6. 30) 表 明 X MAF 2 凸 空间 ， 
根据 Kwapien 定理 ,X 同 构 于 Hilbert 空间 . 

推论 3 12 X E Banach Sl). WL PRES: 

(i) X 同 构 于 Hilbert 空间 . 

Gi) A, (X)* ~BMO, (X* ), BUA, CX) 9 4 gi SS JE e i F 
BMO,(X" ). 

现在 让 我 们 转 到 BMO Bh A SE ir A ed. 

定理 4 ik X Banach 空间 ,2 委 c 委 co , 则 以 下 条 件 等 价 : 

G) X EJF Hilbert 空间 ， 加 

Gi) EPR 9== (8) EzK,(X) 当 上 且 仅 当 存在 o€ OLX EE 


= YEG B) — Elol% .1)] a= 0) (6.32) 


此 时 存在 仅 与 a 有 关 的 常数 CC， >0 使 得 
Gelo s oll sco Cyl ,rw (6.33) 
证 明 >G 1 X EMF Hilbert 4/8), h F X 5 2 36 
空间 同 构 , 当 (g) 满 足 (6. 32) 时 ,由 引 理 2 SH (gp) © KOE 
不 等 式 (6. 33) 的 左 端 成 立 . 
现在 设 PE ;:K,(X), 对 于 每 个 PEAY XOH XK) (注意 
X 同 构 于 Hilbert 空间 ) , 象 实 值 情况 一 样 ,容易 证 明 级 数 
Sika fag (其 中 EYdfdp = Ef.p,) 
是 绝对 收敛 的 ， 所 以 极限 
Lf) = limE S$, 
存在 . ly 是 ;应 , (X) 上 的 有 界线 性 泛 函 . BE SPE. TEE CE 
OO CX EAR (6. 16) ARIZ. 从 而 (6. 33) 右 端 成 立 . 此 外 对 于 Y FE 
Ly CX), 
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Efe, = ls(f,) = E> df dp 
i=] 


= = EDS, [EC |B) — Els; | B-D], 
J. ERK WA 
P = LEB) 一 EZ) CY, = 0) 
Cit) AG XZ. 
GDG) 4 SE: (X). df W HX PH cH, 
(6. 32) 变 为 p= fu A6. eS 
Cr FW eo S UF aw = PSP OM ae 《6.34) 
必要 时 将 Í 换 为 fF" >= (Fn) ,其 中 Fin= Finn Fn GŒ1). p 
CP? I o S ISEN ~ SPA |e. 
由 Fatou 引 理 知道 , 当 mnno} 
Fin Fan PSS ECT I SOA SPAY |] a0 
FES) 是 二 WHR. Amae 收敛 若是 满足 


an laf, l? E€ Le IWPR, S F, = S idf N F = (F,) 


EAX) AR LICR F, a.e WS. 再 由 Kronecker 5| #8, bo 
a.e. X 同 构 于 2 光滑 空间 . 

_ 另 一 方面 , 当 pE€ LOX) Et, TR p EKO. 此 时 有 o EE 
HO (X) 使 (6. 32) 成 立 , 类 似 于 引 理 2 中 的 证 明 可 以 得 到 (6. 26) 
成 立 ,4 是 任意 的 , 故 

ES? (fy? C2(Ee + Elgt yY) < œ. 
其 中 用 到 Doob FER, MSO (人 <coya,e， 知 道生 是 2 一致 可 
西 的 ， 
由 Kwapien 定理 得 出 X AF Hilbert 空间 . 
定理 4 在 a=o0 的 情况 便 得 到 BMO BRAY ST Al XI. 
推论 4 设 X 是 Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
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Gi) X AR Hilbert 空间 . 
(ii) ETE p= (p) E BMO, (X) 4 BL 4 ETE o= (oi,0;， 


ws), >, lo, |< B<oo, ae. 使 得 
Q, = DEIB) 一 E(o;| 4-4) ] (A = 0). 
i=l 
此 时 存在 常数 C:C,>0， 


C lel woo < | (X al)? Je < Cel soo. 
i=] 


$7 IESLRRHI— Ae OTEA 


REEMA ERRES A. 我 们 将 讨论 关于 
PRY SOO) RS 函数 的 一 般 函数 不 等 式 , 然后 还 将 考 
察 Azema, Gundy, Yor 关于 拷 的 一 致 可 积 性 问题 . 

设 (0,3,P) 是 完备 概率 空间 . CS, n Sok = HM F o At 
数 序列 CD, nO REM BWV 4E 马 ,至 少 存在 一 个 . 
BE Z, ,使 得 ACB 并 且 

P(B) <dP(A). (7.1) 

这 里 4d 是 一 个 与 2 无 关 的 常数 . 与 正规 o 代数 序列 适应 的 著称 为 
EMR. 容易 验证 二 进 蒜 是 正规 蒜 . 有 若干 种 条 件 与 o 代数 序列 的 
正规 性 等 价 . 例如 下 面条 件 : 对 于 任何 非 负 适 应 过 程 ( ,之 0) 和 
任何 AS || 7% ||. FER n 使 得 

D > AVC ly < oœ), Pin < o) SAP >A), 

Y; = sup lel <A (7. 2) 
关于 这 一 结论 的 证 明 可 见 Long; Wi. § 7.1. 

定理 1 设 2<q<o.d 是 限制 增长 的 一 般 @ 函数 ,lim@BU) 
一 co , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(i) X 同 构 于 4 一 致 凸 空间 . 
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Gi) 对 于 每 个 X 值 正规 著 S— CF). CSP CAS BE A 
不 等 式 . 
Gil) 存在 c=cw>0 使 得 每 个 X 值 正规 鞭 满 足 
EDSO (f)) < cE®(f* ) (7.3) 
证 明 > Gi). HIE g 一 致 凸 性 和 3 引 理 1 的 不 等 式 , 对 
于 任何 停 时 c,y,o 委 yx, 有 


EU X Was NAB) Ef a A 《7.4) 


所 应 注意 的 是 ,例如 车 r= OO} 广 的 定义 问题 . 实际 上 X 具有 
RN ER E S=- RARS SM<) WA L 中 范 数 广 
=limf,. 
现在 f==(f,) 是 正规 著 , 对 于 p8>0,A>0, 存 在 停 时 7Y( 仍 设 fo 

二 0) 使 得 

Jë SPAMS" > BC {r< oo}, 

Pi <œ) <dP(f* > Ba), 
考虑 著 SO = (fend M SSOR- BR YF BFE MENT o 

ES (fy SRAY = ELE(S@ FS)! — SQ. Zar) ] 
= ELE( 5 I aS Ml Xic | 有] ] 


Ar 十 1 


S CELEI fe — fine Bene) Xen] 
L CHEL? Xica] 


< CBP (6 <o) | (7.5) 
Xt FE He WES (Co2)) 和 >0, 同 样 由 (用 ,) 的 正规 
性 ,存在 停 时 0 使 得 


SPED GA Pls < æ) SdP SV DN)) > A), 
对 于 如 此 的 c,(?7.5) 成 立 , 此 时 若 o> 1,0 
{SY Cf) > ad} C (SY CF)) > ad} U {r<}. (7.6) 
IER SOF?) HSL SP) SPONS RAA) ALA 
{SCF > ad} T SEA — SIVA" > ad — 2}, 
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由 (7.5),(7.6) 和 r.o 的 定义 得 到 
PISMA LPSP (F)) > ad) + P (rT) 
<P SCA) — SRF DN) +P roe) 


ECS? (MSR AHP Ko) 


<a pe 
<2 HE p(e<00) +P (r<09) 
<E PCSwCrm))>DTdPCr > pa) 
AEP pis >D. >A) 
b ey ze , 则 当 a> 1 BAER Hime =O. ALCS CD) af ) 满 足 
PARER 


Gi)=> Gii). 由 $1 引 理 4 得 到 (7.3). 
Gi) 过 (0). 设 f=(f,) 是 一 致 有 界 WP R, f KM, MH 
(7.3), 
EPSO (f)) S EPC? ) S cEB(M) < œ 
HH Flim® (1) = co , 故 知 SP Koo ae FEX RF g 一致 
凸 空间 的 , 
定理 2 设 1<p 志 2,@ 是 限制 增长 的 一 般 到 函数 并 且 OW) 
在 :一 0 附近 严格 增加 , 虽 以 下 条 件 等 价 ; 
(i) X 同 构 于 p 一 致 光滑 空间 . 
Gi) 对 于 每 个 X EAR fC CPF A 不等式， 
Gii) 存在 c=cw 之 0 使 得 对 于 每 个 X AER f， 
E®(f*) L cEB(S“(f)) (7.8) 
证 明 > Gi). 此 时 有 
EQS — fa PIBS SE df NZ) (7.9) 


对 于 or 成 立 . 由 于 当 SONEL, H FAK LRU CW. 8 3 
定理 2). 此 时 即使 * 一 ce 也 能 使 上 式 成 立 ， 
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对 于 p>0,>0, 由 正规 性 ,存在 停 时 z 使 得 
SPN S BAS Cf) > BA} C {r< co}, 
P(r < œ) <dP(S”(f) > Ba. 
考虑 著 SO = (六 ,显然 对 任何 停 时 c， 
JE fing ,Sup li fim fare ll (7.10) 
对 于 SO ,存在 停 时 使 得 
FE" ALF?" > ay le <0}, 
Plo < o0) <dP(f' >A, 
BF SE =S fO =f n (7.9),(7- 10) Fl Doob 不 等 式 给 出 
POS > aà,t = œ) <P > ad) 
< PSP ~ fi > Ca — DN 


< yl sup, IA Snell 9 

< GEL Ae ~ Sere ll Xen] 

< EE Fe — fene lB) Xeen] 

< pele D MANA) tee] 

bP Pio < o) (7.11) 


(Ca — 1) 
从 而 
Pf? >a) Pf > aà, t = œ) + Pa <œ) 


< AE Po < œ) + Pr 一 co) 


< EP Sa) + dps) > BD. 


设 so 一 4 人 7, 则 对 于 固定 的 w> lvlimew 一 0, 上 式 即 所 要 的 好 A 


—1)" 
KRO 
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Gi => Git). 仍 由 》1 引 理 4 推出 . 
Gi => G). 假定 EDSO (f)) oo Rt FR f= Cf) MIE TE 
TO= FO HT? S fino fa B= Bi, GS0). 我 们 有 
SPF) ES TS FP" = sup | fn — Sa l. 
由 (7. 8) 
E®(sup || fa — Fal] S CEDUS PA ~ SPAY"), 
注意 SOV —S CP)? (n>), H Fatou 引 理 
limE®(sup || fa — fa D 
K lime EBUS O — SPAY = 0. (7.12) 
于 是 @(sup || f.—F, OH no ALAR SKF 0, 由 定理 中 关 
FOE 0 点 附近 的 性 状 . 必 有 大 ->0 ae. 


HEME Vn lds, |? © LOREM FH FT, 


= D1i-14df,, 则 由 上 述 证明 必 可 得 出 了 ,一 0 a.e. 从 而 a. 
i=] 


e. 所 以 X 必 同 构 于 p 一 致 光滑 空间 ， 
注意 对 于 上 述 两 个 定理 , BC) 一 ”(0<e<ceo) 是 满足 所 说 条 
件 的 ,特别 是 对 于 0<a<1, 这 给 出 以 往 没 有 出 现 过 的 新 结论 . 
推论 1 it 0<a<oo, M X ANF Hilbert 空间 当 且 仅 当 存 
在 c=c.>0 使 得 对 于 任何 X RS, 
CIEC Y [| ESP (AY LCESC Y (7.13) 
定理 3 设 1<pR2<q<oo,X Æ Banach 空间 . 
G) X AAF g 一致 晤 空间 当 且 仅 当 对 于 任何 X (RR f= 
fds {foo} C{S(f)<0o} a 
GD X AMF 户 一 致 光滑 空 DA AUF EM XAR 
F=f), (SPAC WOR} a. e. 
GD X 同 构 于 Hilbert 空间 当 且 仅 当 对 于 任何 X ER /= 
Cn). {SH LR} = {f= {fh WCB} a. e. 
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证 明 1° AX BAF 9 一 致 凸 空间 的 . f=(f,) 是 X 
值 装 ,由 正规 性 ,对 于 任何 人 之 0, 存 在 停 时 使 得 
{f* >a} C {rn <o}, P< o) SdP >A) 
fi KA. 
考虑 蒜 S = Sfond ER S KA, A fw 一 至 有 界 从 而 工 
可 积 . 由 4 一 致 凸 性 
ESP (S) = ESO(FP I" SNF SN < oo 
于 是 SWC 有 < 之 co a.e., MSCS) E n=} k ae 有 限 . 另 一 
方面 ,由 Pn<co) dP E > 四 ,后 者 的 测度 当 -~co 时 BAF OP 
(f* =œ), FË 
limP (r = œ) = P(f* < œ), 
得 到 {f* oo} {SP (f) <0} a. e. 

反 过 来 ,考虑 WP RBS Kos C{S@(fi<co} a.e. 都 成 
立 , 则 由 $2 定理 奎 可 得 到 X 同 档 于 9 一 致 凸 空间 . 

2° 证 明 方 法 与 上 面 类 似 . 考虑 序列 SP, HER 
性 ,存在 停 时 zt 使 得 

SPA) SAMS CA) > Ay C {n <}, 
P <o) EAP >A. 
考虑 著 fm 一 (六 ,由 户 一 致 光滑 性 ,可 得 到 
E || Fann Il? S ESP CA)? < cpa? < Ò 
此 时 fean ae. 收敛 的 , 类 似 的 讨论 得 到 
ISPA < 00} C {fa WOR} a. e. 

反 过 来 的 结论 可 以 用 定理 2 中 相应 部 分 的 方法 得 到 . 

3° 由 以 上 两 点 和 Kwapien 定理 , Gii) 成 立 ， 

Azema, Gundy, Yor 曾经 证 明 对 于 L 有 界 实 值 连续 时 间 拷 
f=(f,) 来 说 ,下 面 两 条 中 每 一 条 都 是 (f,,n 之 1) 一 致 可 积 的 等 价 
条 件 ; 

G) limaP(f*>2)=0, Gi) limaP(S® (>A) =0. 
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实际 上 对 于 B 值 离散 著 , (i) 仍 是 一 致 可 积 的 等 价 条 件 ， 

现在 让 我 们 考察 条 件 (ii). 这 里 有 两 个 例子 ， 

例 1 考虑 I. 32 中 利用 有 界 无 穷 6 树 构 造 的 蒜 f=(/,)， 
其 中 

sup | Saco) [| < sup Il zn] <, 

| f,(w) — fis) || SO> 0  wE [0.1)) m1. 
于 是 f= U ) 是 -一致 可 积 款 ,但 SO CP) =00, ave. (OM pe), 
因此 ,如 果 XX 包含 有 有 界 无 穷 ? 树 , 则 X 值 观 的 一 致 可 积 性 不 能 
与 (i) 等 价 . 

例 2 由 我 们 在 $2 定理 1.2 中 证 明 的 结果 , 若 X 不 同 构 于 4 
一 致 由 (2 和 dg<co) 空 间 , 则 存在 一 致 有 界 X ER = CS 
M<, PSO M=), KERRE GRM ARAE 
限于 WP BRY. 

MF SE fh BY WY eR h iE 

O, = supAP (h >A. = lim supaP (A >A), 

引 理 1 对 于 满足 好 4 不 等 式 的 非 负 R.V. FEDE E 

常数 C>0 使 得 
(i) or 和 Ce 
Gi) LCL- 
证 明 记 OCD =aP (fA), WB AR SH 
O(aA) acap (A) + afde 


BAS 06,494) 十 Coas L 


< (aey Z) + Call + atag + w 


+ Cae) Og, 
选 6 足够 小 ,以 至 于 ae <1, £ n 一 = 则 得 到 
of 一 sup (A) Csll 一 agop) Oy. 
若 L<, o,<co 同时 有 Wj 和 oj 过 oo ,于 是 由 上 面 证 明 
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ede ee 人 


lr S agl, + aB ‘dsgls 
8 足够 小 时 ,由 过 oo 得 到 Lp<aB Aae) deale 引 理 得 证 . 
根据 上 面 定理 1,2 的 结论 可 得 
推论 2 若 XX 同 构 于 4 一 致 凸 空间 ,2 所 gq 过 0, 则 存在 c> 
使 得 每 个 XER f=(f;,) 有 
G) oson Keco. 
Gi) lso Scl" . 
推论 3 若 X 同 构 于 一 致 光滑 空间 , 1<p<2, ME c> 
0 使 得 每 个 XR f=(f,) 有 
G) af" Kcosercgy. 
Gi) ly’ Selsey, 
引 理 2 JER L AR PR S= ( 思 ) 一 致 可 积 的 充分 必要 条 件 
是 lim Ef. Xe, <: 一 0, 这 里 r,=inf{k, fin} 
证 明 先 设 f= CBRL 有 界 ,f,a.e, Wa. 设 其 极限 
图 数 为 Jos fo E Li 由 一 致 可 积 性 f IEW, A= ECS. | 多 ,)， 
实际 上 对 于 任何 停 时 t, SES o| B) S a. 又 
Pr <œ) = P >n Ln supE | fa | 一 0 Oo) 
VME Xen) limf | |f, |dP = 0. 
4 f AER ER, f=M+A BE Doob 7H, M=(M ) 是 
Be, A= (A, SESE AM DIA AOE ALCL. 于 是 (CM,) 一 臻 
可 积 . 由 上 面 叙 述 可 知 结论 对 于 S R. 
RZ f=M+A BPR /的 Doob 分 解 , 若 lim Ef Xie 
二 0, 则 


| fidP =f SdP 
a> {r, 


= =| f. +| (fi ~~ f: dP 
(yet ” lr <a} n 

<| fart] _ M — M aP 
{rk (SA ” 
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十 | Ae AAP = 1 +1, + Ts, 
最 后 式 子 的 第 一 项 ,由 所 说 条 件 1 <| fdP 0 i=), 
第 一 项 dy = | eon 一 M. |. 多. J)4dP = 0, 第 三 项 h < 
[| AAP < | A lim 


sp fidP = 0. Sisk 1) 一致 可 积 


定理 4 R= OU EL GH EMR SD 
致 可 积 当 且 仅 当 limaP(J* > A) = 0. 


mend 


证 明 BROG. n> 1) — BOT AR Mt | fA I] RD 是 一 
REJETE. 由 引 理 2 得 出 


nP(f* > n) = nP, < co) <f f | fi, | dP -> 0. 
去 之 , 若 上 式 成 立 , 取 4=n, 由 正规 性 ,存在 停 时 o, 使 得 
fi Sy Plo, < 0) KAP" SA AH DAV C fa, Lee}, 
FEJ WL, 1P < nP, <) dnp > n) => 0. 
nE 


EREA o, 与 前 面 定 义 的 一 不同. 仍 应 用 CA ne 1 的 
Doob 分 解 , 则 


Joo, er <fo ifdar<) WA ep 
Mmk HFC || Si || 221) PBK 
| il ti I dP = lim | o |l fa li dP S lim | o | F, | dP 


= lim 


moro 


~ | s < | Su l ~ I to I dP | 


| Lm} | Sa, | dP 
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- im|| Wi dar+ | Mar 
+f nE (An ~ A dP 


=f alela _AndP > 0 (n > œ) 


定理 得 证 ， 

定理 5 if X # Banach 空间 , 则 

O 当 X 同 构 于 9 一 致 凸 空间 (2 委 v<ce) 时 ,每 个 一 致 可 积 
XER f= (f,) 有 


lim APSE (f) > a) = 0. (7.16) 
GD SX AAT 4 一致 光滑 空间 (1<p 委 2) 时 ,每 个 满足 
limaP(S'? Cf) > a) = 0. (7.17) 


H XER f=(f,) 是 一 致 可 积 的 . 

证 明 EX MT g 一 致 由 空间 ,由 定理 4, 当 /一 (f,) 一 至 
可 积 时 ,limaP( 广 > 入 一 0 由 推论 2 Gi MBlimAP CS? (f) >a) 
二 0. 


E X WF /一 致 光滑 空间 并 且 =, ii Elim ap CS? 
(fPI>A=0, 由 推论 3G) AE 道 lima7P( 广 >A) =0. 然后 由 定理 4 
得 出 f=(f,)— 2A) fg. 

推论 4 Banach 空间 X Ht F Hilbert 空间 , 则 对 于 任意 
L 有 界 X 值 款 f=(f,),(f,) 一 致 可 积 当 且 仅 当 limAP (S? N> 
)=0. 


8 8 TNS A 
本 节 将 讨论 B 值 蒜 的 某 些 加 权 不 等 式 , 其 中 所 用 的 加 权 函 数 


是 通常 的 A, 权 函 数 .之 后 将 叙述 B 值 正规 蒜 的 内 插 空 间 的 性 质 
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ee Ef RAT eect 


并 以 此 给 出 4 一 致 中 或 一致 光滑 空 zs 间 的 内 插 空 间 的 凸 性 和 光滑 

设 zEL(0) 是 一 严格 正 的 随机 变量 ,EZ 二 1 时 称 Z 
是 测度 变换 户 = 二 xP 是 由 zz 产生 的 一 个 新 测度 
P(A) = f zaP.y AEF) ie, Ee F, ) wn 之 1. 称 z 满 足 
S RAR , 若 存在 常数 天 使 


Pad a [X z, S Kz,_y.a.e. Vn, (8.1) 


2i e 满足 S RT ER ES. RIS ,3 分别 表示 x an 
式 左 边 或 右边 的 不 等 式 . 称 xz€ A, RL GREEK C,. 
zE FIF, KC, ae Yan (p>1) (8.2) 
zn S Ciz, a.e., Yn (p= 1). 
W Aw =U An 称 z € A,: eA, ( 即 关于 测度 PHYA, 条件)， 
己 A. =U A,. 
本 节 关于 测度 P 的 有 关 记 号 用 关于 测度 了 的 相应 记号 加 
“A ”表示 . 例如 表示 关于 P 的 条 件 期 望 . 当 谈 到 /一 ( 广 ) 是 一 
t XER EATI EATE P AR. 
关于 A, 权 函 数 , 有 一 些 等 价 的 刻 划 条 件 , 例 如 zE€ 4, 当 且 仅 
当 对 于 任何 非 负 可 测 函 数 ， 
EE|B) < EE |B)” (8. 3) 
其 中 上 是 任 一 停 时 . 
定理 1 i X Æ Banach 空间 ,zE4.. 又 设 f= UE X WE 
ah, HEFEI BAe ate 万 = OVRE || AF, ||] <D,-1. 
(i) NX BRIE g AEOS oo) WU PR RT OS PF 
+D*)3F ME P= oP 满足 好 4 不 等 式 : 
PIS@ Cf) aà, f* +D* SBA) Ses PS HFN. (8. 4) 
Gi) È X AMF p CRS 1<p<2), wR Ss 
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( 户 十 万 ) 关 了 测度 P=. 满足 好 不等式: 

P D> aA SPD A D SBA) aw Cf > ad. 《8.5) 

其 中 a>1.3>-0, Ae a 之 1 vlime..p=0. 

证 明 G0. 对 任意 ADO. BO. eat 
r=infln:f, + D, > BA}, Gof Ø = oc), 
因为 || Af, | <D, “4, 故 
AES fs + WALA S Ani + Dia. 
因此 fo SS + Dir Ba. 考虑 停止 对 f° =Car 对 同 - 一 个 4 
定义 停 时 
o = inf {n; SO (E) > A}. 

则 SO, EOLA TERS + Dn <BapC {roo} Ay a>] 时 
LS Cf) > ad, ft + Dt < Bay CIS CF") Kaa), 
[SP (Ff) > od} 

E SEFE — SH P > Cat — DX), (8. 6) 

因此 有 

EXP ye | Bo) 


< gg ESO UON = SAFO) 
< mw izle (5 ,| o, — fR a Z.) 


HEIP — fe [1%] 
[e > iM ISR Q, TB) + 28a]. 


(8.7) 


<a ae 


因 X 同 构 于 g 凸 空间 ,我 们 有 
EI > I fi, — Fea Bo) 
<L KEAL MW — WFR BD KK RM, 
由 Fatou 引 理 得 


ELS) UL. 一 £2. Bj) < 2K eu, 
=l 
结合 (8. 8) , (8.7) 两 式 知 
2(K + DP 
ay. * 


由 = 和 E 4 根据 (8 3). E eS] Hc 0 使 得 
E (Xs gy sais EDES C ECX sP UD so | :元 


EX st. p's 0a; |e) SK 


z 二 
< c. eee a Ean 


FAS? Cf? SAAC Lo E RTE 


Pos ye > aà) = | E (Lis prea; BdP 


X EP (o < 09) 

= ena P (SLO > a) 

S Ena P (SH > A). 
考虑 到 (8.7) 式 即 知 


PCS (Ff > ad, ft + D SPA) S eana PSH > A) 


(8. 8) 


注意 对 固定 的 o> 1, 有 lime.s= 0. 3 AMER SLD) 


关于 测度 P 满足 好 4 不 等 式 . 
GD 类 似 地 ,对 任意 A> 0.8 >0, E MARU 
t= infta: Si’ Cf) + D, > Ba}, 
a = inf (n; Fe? >A. 


其 中 f= Chi) RIL. 考虑 关于 oa REOR D ASDA 


h £T Ce: = Ch, - ia fee vest 注意 到 
E= sup h ARa = Ae 


> (sup eee Oo WA I 7 


SP) SHEP) = Sf) < BA 
由 于 p 光滑 性 ,对 g 应 用 Davis 不 等 式 得 到 
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Cr 


Ei: san | Ba) L EQUO orm pe | Bed 
SE Kiet wapa | Be) 
<(a— 1) ORE G |.B,) 
S (a — 1) AES) |B) SL CRCa — 1) 1, 08.9) 
再 利用 xE :的 条 件 ,与 (i) 的 证 明 类 似 可 证 (f° SO C+D") 
关于 测度 户 EG A RE. 
定理 2 iN E Banach Z, 1 <AS2Sq <2, p 是 限制 增 
长 的 Young 函数 , 则 - 
(i) X 同 构 于 9 凸 空间 当 且 仅 当 对 任何 >E 和 .站 S ,存在 ec 
0 使 得 每 个 X SE 
E®(S (f)) SED“) (8.10) 
并 且 ( 或 者 ) 
SPAO Lee ll Ff" lle (8.11) 
Gi) X EAF p 光滑 空间 当 且 仅 当 对 于 任何 zE ALS 
FETE c>0 使 得 每 个 X (ARR 上 满足 
EDCF) L cE OS (CD 门 ) (8.12) 
并 且 ( 或 省 ) 
Ie lesel seo lle (8.13) 
其 中 iel $=sup | fF: lle. 
证 明 1 先 假设 X 同 构 于 9 凸 空间 ,= FE X AR fe 
f AY Davis 分解 /==g 十 h ,由 于 xES kk 
5 EMES < Neu; — ds.) + SE; — di, |B, 


= 


= od" + 2 Va El (as = dia) > Liz 3, | 


n=l 
= 2d" + 2K X Éld; — diir) 


由 $1 推论 2 RITE 
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EO SE a {| By)) < CEO Sra: — d, ,)] 


n=l] 
<CE®(a’" ) 
EBM Fe HEH 1: (MAS? Ce). gi 十 44*) 满 足 好 4 不 等 
st. 由 $13 引 理 4 得 到 
FEG(So g)) <CE®(g* + 4d’). (8.14) 
利用 以 上 诸 式 得 到 
EBS F< CEB(S(g)) + CE®(S® (h)) 


<CE®(g* + 4d") + CE®( X) || Ah, | | 
< CEOS") + CÊP) + CE®(Ad" ) 


+ CE®( 2K X ca; — dj_,|.B,.,)} 


< CE®(f*) + CE@(d*) < CÊP) 

C 仅 与 多 和 z 有 关 , 于 是 (8. 10) 得 证 . 由 (8. 10) 容 易 得 到 (8. 11). 

反 过 来 ,无 论 (8. 10) 或 者 (8. 11) 成 立 , 若 了 是 一 致 有 界 X 值 
WP BRR SY Cf) <co P-a.e. 但 测度 PP 和 PP 是 几乎 处 处 一 致 
的 ,于 是 由 $2 定理 1 知道 X 同 构 于 g 凸 空间 ， l 

2 (Gi) 的 证 明 与 i) 类 似 ,只 须 注意 将 以 上 不 等 式 中 的 5% 
( 方 换 为 广 , 将 三 换 为 82( 六 .另外 反 过 来 的 证 明 仿照 上 一 
理 2 (ii) 二 Gi) ,但 需 注意 是 在 测度 户 之 下 ， | 

推论 1 设 X 是 Banach 空间 ,@ 是 限制 增长 的 Young PAR. 
WX 同 构 于 Hilbert 空间 当 且 仅 当 对 于 任何 xzE€ 4, 门 S- 存在 党 
数 C=C。>>0 使 得 每 个 X ARE 

COU f lasse lsc Ella 815 

让 我 们 转 到 B 值 正 规 蒜 的 内 播 空间 . 这 里 采用 实 方法 . 以 下 
IRR SH Kew eA MABI Mf 二 sup || fl. 均 方 函数 不 变 , 实 
值 可 测 函 数 p(w) ASSESS HFC p a): 
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F (1) = info, (mle, J) Sthame.f) = plow. f(w) > 0}. 
实 值 可 测 函 数 的 Lorentz 空间 记 为 Lara Loro), È fj 


AME TRAE 9 的 全 体 ; 
al” 1 dt la ` 
lel, = af (rg YS] <o (0<a<co) 
lpi, = supi” p" (t) < co (a = co) 


对 于 取 值 于 Banach 空间 X OR. MARS: 
pH AX) = (f= Ff). fam = SPO 1, <3, 
HX) = (f= fs I fll joo = IMA |l iu <œ. 
特别 地 ， 应 .(X) 即 ALX), Ha (X) 即 HX). 
对 于 相 容 的 Banach 空间 对 X。,X1, 象 通常 一 样 , 记 eX t+ 
X K ZAN 
KGz) = KO, Xo X) = inf liza l x, +l lix 


21 


其 中 XoE Xori E Xis Xos Xi 的 内 插 空 间 记 为 ( Xu ) os TEA 
满足 下 述 条 件 的 如 上 元 素 x 构成 的 ; 


\ x i (XX), T [een] L oi, 
9 


0 ”1 ba 
oO<P@<iga<ox) 
x Il (XX gq 一 supt” "K (t,x) <oo, (G< ła = œ), 


我 们 来 讨论 上 ETTE s 间 的 内 插 , 首 先 需 要 对 泛 函 作出 


估计 . 
引 理 设 0<a<oeo,1<p<oco, 则 存在 c>0 使 得 对 于 任何 
正规 著 S, 


G) E KEDS, ir, { || Ía I (fc Te fy ii ij pil ote 则 


caf SPA Ede SKO SY S cf SPEY dz. 
9 0 


(8. 16) 
Gi) 若 KNS, inf { I Ío | noo Ft l f: |i H, cob Ml 


HSyt ty 
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a de 
Ca | (Mp “(dt DRG) S c.f (MJ) "dr, 


(8.17) 
这 里 常数 4 之 1 Æ BRA ERRE SOOO (Mf) 
分 别 代表 SOA) 与 Mf HOSES HEHE eR RL. 
证 明 Gi AEA 5 i) SE i EG). 对 于 任何 f= f+ 
fi€ ACO+,A. CX) ,其 中 fo= (fod Si= fi) AF 
SOF) LSP HSK), a.e. 
SON KSP H SPD IL. ae 
从 而 


[s@cprrcmdr< | SPE + SMC dr 
0 在 
SC, 


f SPEO dE + r SPSO] 
0 


SC Fon tr |S) |) 
< Cl | fo | PX) + t | Si | pf, aw)" 
其 中 的 C= 1.98 0 和 ao<1; C,=2°'.4 lao. KF ff M 
下 确 界 即 得 到 (1) 的 右 端 
反 过 来 ,对 于 SJEA OOt, An OX) ,到 停 时 r( 由 于 正规 性 ) 
使 得 
SCA Sa, P< o) KdP(S(f) > A), 
其 中 A=S° C1) ,考虑 了 的 如 下 分 解 Ath EP 广 = (太一 
fern fi= fea) JER 
SCF fran = SCF) SHAN = 0, 
Pir < æ) KdPCS > SONA < dt". 
于 是 
KASVIA So || SACO HEIA SAOD 


=C(| sector + rx] 
ro! 
#80 


<cCl secre + | scree ra] 


‘ | pd” i 
<C [SN Code + PE oo) + ex) 


-一 


oy f pede! ~ ， 站 | 
< cl f SOP (nde +d HSCF“) | 


= cf so (ede. 
此 即 58. 6) 的 右 端 . 
定理 3 设 0<a bL a How LIL] 5. 1 p< 
co HY 
GAX), HX) = Fn OX) (8. 18) 
CHX), H XD = HalX), (8. 19) 
证 明 这 里 仅 证 (8.18) ,类 似 地 可 证 明 (8. 19). 
对 于 SE ALN) +A. OOR Po 由 (816) 的 在 端 得 出 


SOP HY SG f SPD dT YA < CERKU. 


(8. 20) 
从 而 


ISPCA 有 一人 | arse wr 


7 
= Cul Ce" SY Cf ry a 


< Caf “eer i 'KU JY a 
a A 


— 7 h 
= Cpa | Í | (FIX. ,A XY gy 
E b= co ,应 用 (8. 20) 
ESCA) Ia, = supt SE CA)" 0) = supt SPA E) 


<C supr” K @A=C, | f I CANAAN 
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这 说 明 GEO pA OWC An OO H BRA RESE. 
反 过 来 , 若 5<o0, 应 用 (8. 16) 右 端的 不 等 式 
Aiie om | GKGAY 
bfa 


t 


20 d 

< cf al f SH Tdr 
0 

bja dt 


< Caf Core Lise …(oDdr| 


< Caf ALSPA HO a 
= Ca | SP) Ih 
其 中 倒数 第 二 步 用 到 了 通常 的 Hardy 不 等 式 , 对 于 2 一 co ,类 但 地 


| f | CAO gf XVp = supt -AK (1,7) 
1>0 


ad ipi 


1 ane 
<C, supr | | SOP dr] 
ped 3 


了 
t 


gie 
| 


Po 
< C, sup SE f idr 
t> (i ` 


= Ca SPAN |i. 
AZAA OCGA X). A XO a HARA BEAN. 
推论 2 i4 0<a,.b 0 a, Ei 0] 0K KA, 
1 
a 


1—0 0 


4 天 al 一 一 an a’ 1<b<co Ml 
pA, Has, (Xa = LX)» (8. 21) 
(Hy (8) Hay Xu = Ha (X). (8. 22) 


证 明 取 0<r<min(aowal), 令 9=1 一 人, 则 0<0<1,i= 


0.1. 9 556,. A ETH 3， 
OFX) BH. NX) = HDX) 


CH OX) Ha CX Dag 55 HX). 
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poeta m ee me mpa ee See a EE 


由 一 般 内 插 空间 的 稳定 性 定理 , 取 O= C1 — 0) 0, 十 99, , 则 
GH CX) ,Hs Xa 


= (GH,X),,H. (Xo GAA p p A a (X00, Yo 


= (Ë, X), A,X) a 
=, Ĥa (X), 
此 即 (6) ,同样 地 得 到 (7)， 
推论 3 设 0<a<00,1=051,0<0< 1 aa t= 18 4 
0 
上 ,1<p<co, 风 
Ul 
GOGH, (X) pHa (KDa =A aX), (8. 23) 
(Ha (X), H, (Xa = Ha(X). (8. 24) 
特别 地 
(A(X), A KDa =,F), (8.25) 
CHa (X), Ha, (Xan = HX). (8. 26) 


定理 4 i X Banach Bia] .0<a,6<~, Il 
O X 同 构 于 g 一 致 凸 空间 (2 委 a<co) 当 且 仅 当 存在 c= 
Caa LO 使 得 对 于 每 个 X BERR f， 
Il Fl pia 0 <ell fll H tXpe (8. 27) 
Gi) X AMF p 一致 光滑 空间 (1<<z 委 2) 当 且 仅 当 存 在 < 
一 cj os>0 EMF RT X IER Sf, 
IAI ao Se | fl pa CX)® (8. 28) 
(iii) X 同 构 于 Hilbert 空间 当 且 仅 当 存在 c= cen 使 得 
对 于 任何 X 值 正规 靳 f， 
II ago S IF I ayo Se lf Ilan. (8.29) 
证 明 4 a=b 时 此 定理 即 §$2 中 的 定理 . 若 2 天 2， 容易 选取 
0,avyalyao 天 ai 使 得 (8. 23), (8. 24) 成 立 . 若 X 同 构 于 4 一 致 凸 空 
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cats er carmel tot Sm mE LR a TUNES SRE ARETE ooo na 


问 , 则 存在 Cv ,Cv D0 使 得 对 于 任何 X R /， 


| fll (fy OD < Ca, IEA) HN) (8. 30) 
| f I PaO <x Ca, | f I Hy Xr (8. 31) 


此 时 
KS fl, (X) 44H (X)) 


= inf (Ala a Fell a, «xy? 
1 一 六 一 广 To da T 4 ; 
L CKC A/C Hs fH OX) A XY), 
由 此 应 用 (8. 23), (8. 24) 得 出 


上 lI Pato S cll fil R Og, xw 
ife ~ ~ dti” 
= cl ("KOS NX) sf, (XY S| 


= e| [ROA H OOH, XY 
\ 


1 


F 
=e | f | CH, XD, yy 
<e | T | Wy Xs 
此 即 (8. 27). 
反 过 来 ,车 (8.27) 对 于 任何 X 值 著 成 立 , 这 说 明 算 子 17'， 
Hu X)> AX) T= f 是 有 界 的 .根据 内 插 性 质 ,特别 地 .7 在 
H (X) 上 的 限制 是 有 界 的 . 此 时 对 于 任何 WP BR =H CD, 车 
f=sup | fa H <eo N 
va , paa 
ITSM ao = [ef ars (fry <o, 
从 而 SOK ae., XEF ¢ 一 致 驯 空间 . 以 上 证 明了 (0). 
Gi) 的 必要 性 的 证 明 与 i) 类 似 . 现 证 明 当 (8.28) 成 立时 ,X 
DEHAT p 光滑 空间 . 设 有 WT Bh = CF) HR WSOC .< 
oo BRE SO = (fi — Suchen ,容易 知道 当 noo A SO CF”) 
= (SO CA) = Si CA 40. HF nart Ly, Chey, dk 
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(8. 28) 说 明 
supt“ (sup |] fe = fa 7 = EP)? Wa 


<E MEOD Ja, SEH SPO) Ha, 


b 


， SPD, i/a 
<d Al MSPP at) 一 0， 


这 说 明 当 n> RT, sup 一 fj 中 依 概率 收敛 于 0, 从 而 fa.e. 
WSL NX 必 同 构 干 p 一 致 光滑 空间 . 
由 GD 和 (ii ,应 用 Kwapien 定理 得 到 (iii). 
现在 我 们 转 到 内 插 空间 的 凸 性 和 光滑 性 . 
定理 1 Xo. X, 是 相 容 的 Banach 空间 对 ,0<0<1.1<a， 
acot y 
FEUX o X d) = (A X H, KDa (8, 32) 
HX Xa) = CH, XD A, Xa (8. 33) 
证 明 ”为 了 证 明 (8.32) ,首先 根据 Lions-Peetre 内 插 定理 ,对 
于 相 容 的 Banach 空间 对 Xo, Xi, 在 等 价 范 数 意义 下 (La, (Xo) ,DL 
X Doa =La CX Xi dou). 同样 地 在 序列 情况 (0 Xo) sa, (X1) Da 
一 上 CCX X a). 从 而 不 难得 出 对 于 定理 中 的 XX 和 6,2,as， 
a1, 在 等 价 范 数 意义 下 
(Liu, Lo KD Leu, Ls KD ae ha Li (Xoo Xi)m)), (8.34) 
其 中 LAX PATCH 《一 (后 ) 的 范 数 是 


I| ¢ | LN 一 [E| » I $ | $) i 


其 次 我 们 将 看 到 对 于 每 个 鞭 S= (PDEA (XI +A XD, 
若 相 应 的 蒜 差 序列 为 df= df) M 
K (tad f Lin, Ua Xo) s La, lu, MY) 


~ KE, f A X), A AXD). (8.35) 
实际 上 其 中 的 一 半 是 明显 的 , 即 由 于 映射 了 : Fa, OXD Lg ag 
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(Xo)) CT 一 dz EFERA, TA XDSL, (1 (X1)) 也 是 等 
距 嵌 入 ,此 外 每 个 蒜 差 序列 的 分 解 也 是 一 个 可 测 函 数 序列 的 分 解 ， 
故 

K@.df La da, KD ,Ls Ua XDD 


= inf {| df, l Ly gy Xo)? +t\l df, l La, a, x) 


dfadf,+df, 


< inf (| Soll A, Xo) +t fill it, xp? 


df=df,+ds, 
= KG, f A, (X), X). 

为 了 证 明 另 一 方面 的 不 等 式 ,注意 对 于 dr 的 任 一 可 测 函 数 
序列 的 分 解 df 二 d7o 十 d 了 ,其 中 d= (dh), d=). B 
然 地 有 一 个 著 差 序列 分 解 

df, = do, — E(dFu |B.) + df, — ECdh,, |B) 

= dfo + dfins 
RE (dfa) =dho. (df) =d FARE IF. 此 外 
| aF = dfa Iba, exon 


= (EX, | Ed Fn Ba We) aP lau, orn 
从 而 与 df 相应 的 加 fo 满足 
II fo II A, Xo) = | df, |) Ly Wag Xn)) <x Il 2d, | Ta a Xo” 


同样 地 对 于 df, URES 
Hf, ll Ay, (x = | df, |l By Ug, % <x ll adF, Ly Qu OY 
由 此 得 出 
Kaf A (Xo) A, (Xi)) 
= inf {fla 十 二 六 | a, oxy} 
f=f0+f, a ! 
= inf {Hafle wt tlan lau axm? 
dļj=df +d o “e 1 "1 
<2 inf (lalz u ap tel df, | Lu, xt 
df=d] +d], “0 “0 1 2 
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< 2K td f pLa (la, (Xo)) La Ua (XD), 


所 以 (8. 35) ARIZ. 
现在 对 于 JEA, X)+H, XD RTA 
EA AOX p X Dg) 一 laf | La la Xo X10a) 


<C, || ZF || ala Koila, ly X Da 
5 oo 9 dt l/a 
= C| | KE df Lala XD La, la XD F | 


7 ff ry l/a 
< cf G KG, df, H, (Xo)) H. (X) z) 


=C, || fll CA, (XA, OO Yaa? 

反 过 来 对 于 每 个 FE ACK, X da), MIAH df E LAL (Xo, 
Xy aad) 二 《Ls Lag Xd) s La, Ua XDDD EEK BT BE Ff BD 
分 解 fot Si © A, (Xo +H, (X) ,在 估计 WF acco, or, T 
上 述 不 等 式 的 每 一 步 都 是 可 道 的 , 故 (8. 32) 成 立 ， 

为 证 (8.33), 设 FE CHa (Ko), Ha CX) 00 OFF HE n E 
f" 是 相应 的 停止 于 » BY BR. ERE SG FRAY Doob 不 等 式 , 再 应 
用 Lions-Peetre 内 插 定 理 得 到 

| fe | XD) C, | Ía | fx .x og) 


<C IA ll CCXo CX) ag? 
re) > , at 
=C, G K (ts fns La, (Xo) ,Ls CX))) pa 
0 


<P OK ESO H, AD H XY F 
=C, | J” | Ha Kah Ha Xa" 
其 中 用 到 明显 的 不 等 式 
K (ty frs La (Xo) Ly, XD SKS Ha Xo) Ha Xi), 


由 于 是 任意 的 ,从 而 得 到 (Hs (Xo). Ha, Xa CH, Xo, 
Xi)w) 并 且 嵌 入 是 连续 的 . 
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反 过 来 ， H SEE ELX Nad s FO E OEE n 
HRR M PS Ae YY 
WA Wager Sel WIE ass 
< 


IA? iay 


a’y | Fip I (eps 


从 而 
| w ex tt tl A? Prox 


< al 4 I Son | La Xo -+ ta’ 0 I fi, i 1, Os) 
D 1 


另 一 方面 .对 于 每 个 函数 分 解 SF HT i € La, Xn) Ln ONY) 
BERR SO =f + A AP 
™ = fo = EG | osian 
FO = Foiea = EG i Fiera 
BR. SPHA EH, X9-HH. X0 并 且 由 前 面 得 出 的 不 等 式 
KESO, CK) H, X) 


= inf { | fy? i H, Xa +t |l fir | rr ex 
la) a } a 1 
ase Cry a l 


Í a thy 
< inf {ay ll foa r p tard filha, oy? 
rt Pag for 9 . ! 
< inf fa’, || Fon | LX) 十 ta’ | fin | L&p} 
H Q 


= a'aK (aly tal ty fas La, (Xo) s La, CX, ) ). 
应 用 Lions-Peetre 内 插 定 理 得 到 


FO? Wh a, kel Tay 


=f IRS UN, (Xo) A, (XY a 


vo 


<af IK Cal a taf? Ls XK) XD)Y £ 


=C if Ly Xosh, X Day 


| LRN ga) 


n 
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和 


sS C, I re I H OX Ny at 
X HX Xa CCA, (X) Hu (X Da 并且 嵌入 是 连续 
的 ,定理 得 证 . 
定理 6 it X, X, 是 相 容 的 Banach 空间 对 . 
O EX 分 别 同 构 于 p 一 致 光滑 空间 ,i=0,1,1<po,pi 气 


2.0<0<1 pat ROE BY CX, Xo ME p 一 到 光滑 空间 . 
Gi) EX 分 别 同 构 于 qi 一 致 光滑 空 SFE 2=0,] ,2 委 q < 
oo,0<b<l patty E oy (Xo XA g 一 致 凸 空间 . 


证 明 以 明显 的 方式 定义 线性 算 子 

TH,X) > A,X), 7=0,1, 

S:H,(%,) > H,(X,), i=0.1, 
Th=f Sf=f/) E82 中 我 们 已 证 明 : 在 (i) 的 情况 工 是 有 界 的 ， 
在 (ii) 的 情况 S 是 有 界 的 . 根据 Marcinkiewicz 定理 ,在 Gi) 的 情况 
7 是 (Hi (Xo) + Hy, (Xi) op > Cy, (Xo) ,万 OX) oy FEY HE 
Gi BD TREE S FEC, Xi) Ay, XD dap Hy, (Xo) Hy OX.) op 有 
界 的 .根据 定理 5, 前 者 是 H, Xoo Xo A, CX Xp) BH 
的 ,后 者 是 A, Xo X Da) H (Xn Xo) GL. 最 后 由 定理 4 
分 别 得 到 在 Gi) 的 情况 CX6,XX1)w 同 构 于 p 一 致 光滑 空间 ,在 0) 的 
WRX X Do EF qa 一 致 凸 空间 . 


489 


K. UMD 空间 及 其 应 用 


有 几 种 不 同 背 景 的 问题 牵动 着 本 世纪 早期 的 数学 研究 ,它们 
都 与 本 章 的 内 容 有 关 , 例如 共 斩 函 数 的 有 界 性 问题 . 设 有 三 角 多 项 
式 


f(0) = F + >)aucoskg + bysinkd, 9 € [r,a] 
k=} id 
称 
4(0) = Xasinkð — OicoskOG, OE [一 rr 


是 了 的 共 恩 范 数 . 考虑 了 与 8 的 已 范 数 ,是 否 存在 常数 c, 充 许 < 与 
p 有 关 而 与 fein 无 关 , 使 得 
lell,»<ec 7 A p<) (0.1) 
3 p = 2 时 容易 用 三 角 级 数 的 正 交 性 得 到 此 不 等 式 ， 而 M. Riesz 
IHT 1< p< ttc, 存在 (有 限 ). 
其 次 是 上 空间 上 的 Hilbert 交换 , 这 一 问题 不 仅 与 Fourier 分 
析 有 关 而 且 联 系 着 微分 方程 的 基本 解 . 对 于 盖 0, 考 虑 截断 函数 


Ha = 二 TEZ Dy 


Isle 

何 时 limH.f (2) a.e, 存在 ? 记 其 极限 为 HAO MNA Cp 之 0 使 得 

WHEW, <c I Fi VLE L, (0. 2) 

M. Riesz 等 证 明了 前 一 个 问题 对 于 1 委 户 < ce 有 肯定 答案 ,后 一 

问题 对 于 1< 训 < ce 有 肯定 答案 .之 后 Calderon ,Zygmund 将 它 推 

广 到 维 空间 并 且 对 于 十 分 广泛 的 带 核 奇异 积分 算 子 给 出 了 类 似 
的 解答 . 


再 看 较 近 的 关于 款 变 换 的 情况 FR 一 Mas 及 其 变换 
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g, = 2ed f GE He, 是 取 十 1 或 一 1 的 常数 ) ,是否 有 与 1,8,n 天 
关 的 常数 c, 使 得 
Welse Fil, (0.2) 

Burkholder 首先 证 明了 过 于 1< p< cose, 存在 . 

以 上 是 实 值 (或 复 值 ) 的 情况 ， 

向 量 值 情况 很 早 就 引起 人 们 的 注意 , 即 什 么 样 的 Banach 空间 ! 
和 能 使 在 其 中 取 值 的 三 角 多 项 式 , 或 Hilbert 4 Hi, wy BRO Hh ik E 
相应 的 不 等 式 ?但 首先 Bochner, Taylor 等 发 现 当 三 角 多 项 式 的 系 
Haid, fa LoL. CRAY. (0,1) 不 再 成 立 . Maurey 指出 要 使 
任何 取 值 于 Banach Æ E) X WRR E CO. 3),X 必须 是 超 自 反 空间 . 
不 久 Pisier 又 举 出 例子 说 明 反 过 来 的 结论 并 不 成 立 , 即 超 自 反 空 
间 7: 能 保证 在 共 中 取 值 的 鞭 满 足 (0. 3). Burkholder 系统 地 研究 了 
总 值 蒜 的 上 述 变换 ,发现 了 它 与 乘积 空间 式 KX 上 定义 的 某 种 双 
may PH KA, HAS Bourgain 4$ iE AR T (0.1), (0. 2), (0. 
3) 确定 的 是 同一 类 的 Banach 空间 , 即 UMD 空间 ， 

本 章 将 先 从 蒜 变 换 谈 起 ,建立 好 款 变 换 性 质 , UMD 性质 与 有 
凸 性 的 等 价 关 系 ,人 研究 UMD 空间 的 若干 特征 ,在 UMD 空间 取 值 
的 靳 变换 的 大 数 定律 ,最 后 转 到 奇异 积分 算 子 以 及 经 由 调和 分 析 
FER BRC PANS He REL. 

nach 空间 既 可 以 是 实 的 也 可 以 是 复 的 . 


S1 好 靳 变换 性 质 
MFR f= fn SOS. = 0.8, 一 1 名 ,2 和 实施 于 
EHEJ) v = (je = (g,) 是 /经 过 vv 的 变换 ， 
g, = X vdf; (nS 0.g-1 = 0). (1.1 


我 们 知道 未 必 是 一 个 蒜 . 8 HEP RRBOR E || g | <, 
491 


先 来 看 一 下 实 值 款 变换 的 we. ICRI ER, 

定理 aC Burkholder) RS = (Of) 是 1 HRS Mik -- 
(u,) HEAP RE R. V. IRS UT << oe ace, w= (Ce) 是 了 经 过 的 变 
Pe Wg, a. e. I 

证 明 1 首先 考虑 
差 序 列 的 正 交 性 ， 


Egi = 


IS leew Slave. ii 5 EH a 


z ‘ial A Eludf li < Ela f|e = 


aot fag = 


从 而 el: El: org, ae Heat, 
2° YF Kaet dae. Ed’ (Pf) oe AIRE. 
部 时 r = infin. Lf, | SAA > 0. DER SE = fe ae = 
i ooo H 


Ici = ABA in, = UVES Nie ny = vd bony 
BO RL! RF ov = w) 的 变换 并 且 
| fe Pe ss SUPE | fen, ESKEA -+ d Cf) 
S 2A + Ed* (f)*) o 
HED ser a. e WO. RIFE r = ooh = OF KA Ee, ae MEL AÀ 
HEEK, S << ae , 故 ea e UES 
3” 现在 设 Wf oe Slave. EI Sa e. i ei 
<o aue FFA aS, -0a eE A, = (@,sup lds, 


wo 
u 


aS AAT PC) 可 充分 接近 1. 考虑 革 了 = (7),7 = = hits, Or > 
m). WT BEBE F Lae d (NLLE ILo HE 


n 


CD FEF Zit v 的 变换 ,由 2.2, a.e. 收 全 ,但 名 = ud7 = 


< von 


Neds da, = (g, 一 ka, , 折 以 在 L, Esg a.e. IL HS 


Ho 
4, 


{7 Ende. Jeer. 
4° Iga 4p i J | 1 Dr oo ae, 的 情况 . 注 意 以 Beet 
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WF o sok ae. 的 情况 仍 成 立 , 这 里 六 是 任 一 正 数 ,现在 令 加 
= 0, ARES Fe FFL) 的 变换 , 则 8 a. e KEL RI g, E 
tv" Sk) Eae St k ERK h g, Ew oot eae a 


下 面 例子 表明 L 有 界 蒜 的 变换 可 以 不 是 a 有 界 的 . 
Bll 8= 六 是 全 体 目 然 数 的 集合 ,是 2 的 全 体 子 集 构成 的 


hanes 1 ris he rhe 
o 代数 ,PC(R)) = het)’ (2,21) 是 概率 空间 .定义 
. = 1. kan, 
fk) = D 


n, 上 kn, 


人 站 则 了 = AD 是 关于 Z, = ca 方太) BOF AL 


和 TAGCODIPCAD = NPADA N PD 


k=l t=] kent 


EAE 


lo o LOA” - 
nbd] yey = 


v= w, AP v, = (— 1)" 16 二 (gw) 是 /经 过 vv 的 变换 , 则 
实际 计算 知道 Ul gy I) > log Jo > 2), 赦 sup || g li =o. 
对 于 Banach 空间 XX, 让 我 们 以 .XC(X) 或 .wt PETRA, 
vig Maik, Lp SX (AM BRA RV. SU Slee 
下 经 过 vw 的 变换 . 允许 茜 本 概率 空间 和 递增 子 o 代数 序列 不 同 . 
下 面 定理 的 任 一 条 成 立时 ,都 称 X 具有 好 甘 变 换 的 性 质 . 
定理 2(Burkholder) 对 于 任何 Banach 空间 X ,以 下 条 件 等 价 : 
CG) 每 个 (fv,g) EAA IF ll < Mg, ae. WS, 
Gi) 存在 c>0 使 得 每 个 CA,g) ©. Be >lae. i 
If il, ec. 
Git) 存在 < 全 0 使 得 每 个 (f,v,g) E -满足 
AP(g* >A Sel fll,.VA>o. (1.2) 
Civ) PF ET REDD <p < 00, FF FE c, > 0 使 得 每 个 
Sevg) ©. 满足 


一 ] - 
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Fel, c,h, (1. 3) 

WA WMG) 4G) 不 成 立 , 则 对 于 每 个 自然 数 j, 存 在 

(fi,vsg)) © (EB ef 之 1a.e.. 但 上 fj 上 亿 277. 不 妨 设 基 本 

概率 空间 是 同一 个 并 且 与 万 一 万) j 适应 的 “代数 列 ( 甩 "省 之 9) 
满足 Zo = V 2, EMT > D. 我 们 假设 Am = 0. 


Hae > Lave. FERRE n EE PCA, > 六 ,其 中 
A; = (w, |g > 1.0 Bea <n} 
(Bin > 0) 是 这 样 的 c 代数 列 : 
By = Bort By = Bry vs 
B, = By V Bay By on) = Bry V Bini 
By vn, 一 Bry. V Bry, V Bar” 
考虑 序列 
D= (dd 
V = (Wyott otha, Urr Uan, Uatt) 
HZ. 的 独立 性 ,了 是 与 (名 ,,n 之 0) EARE SFI e 
ey EV ETE RV EIV SL AG = (CD 是 了 经 过 V 的 
变换 , 则 
Fy toe + Fi = fia 
IFI < ES hi2 <i 


hF UMEME SIPA) = 00 ARH Borel-Cantelli 3128, 
PiG, RB) 之 Pdin sup || G, — G, || > 1) 
> Pim supa) = 1, 
5a) Fg. l 
GD- (D RITE A F RTE AY RGD 中 的 c 有 
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PE > 2) NWSI, (1. 4) 
fig WL S n > co BIE CP (gt >> 2) 过 | 了. 对 任何 ?二 0 以 


CL oy O REG oo 便 得 出 P(g 之 < 三 三 /1 ,这 就 是 


(1. 2). ys 为 常 系数 . ) 
(1.4) 左 端 不 为 0, 作 (f,v,g) 的 独立 copy 序 列 (fj,vj,g)) 


A 

D = (dfs sd hy. df td fo utd faatt), 

V = (Upsts Uy Us d. | 
这 里 = Xiah <2) : 记 与 DD 相应 的 诸 是 站, 则 

Fi = Fant tytn, Hoot df 
并 且 由 独立 性 
PE <A WO sp Hee + ureu 十 和) 
= [fF llid~ End =| fi i/P Cer > 2). 
出 于 G >lae BGD PR I, Sc AME. 4. 

GDS Civ) RA. 2) YTES ve) €E A RL AW = 
WOE af on D Pp a RRR KFI. XPS > OB > 
8 十 1 之 0 定义 

u= inf{a, |] g. || > ad 

v= inf{n, |] g, Cw) || > Ba} | 

o = infin, | 六 Co V Wapi) > da} 
设 A= (e< kv A hn = Xa Mla = Gu) 是 可 料 序 列 .我 们 
已 经 不 止 一 次 用 过 这 种 方法 证 明 好 不 等 式 . 总 之 现在 可 得 出 
Plet > BAS VW? = 38c(8 — 8 1) P(g" >. 
HW. S1 5/4 MFO =P Spc) 得 出 


| g` | Sc, E | ,, (1.5) 
# p> 1, 由 Doob 不 等 式 得 出 
lghp<eo dll, (1.6) 
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o Gv) (i) 在 后 面 $3 4 中 我 们 将 证 明 满足 这 一 条 件 的 空间 必 
是 超 自 反 空 间 , 从 而 具有 RN 性 质 . 现在 设 WISI, < = 则 
AA We > D SESE TA PBR A, i WY, || eR AD Or = 
inf (rA, > Ay. f° = Chinn) 是 蒜 并 且 

fone = fi Xosa HOW FW Xie SAH henn 
EPO" SA + supEhenn SAE [A SAF WF oe 
gO ESO A v AERO p = 1, (iv) 保证 了 
| 2° cl cA WS ID < o, 
于 是 87 cnn tC WES. RUPE (ce = cop = 1 SA} bg ae. 
BL. hes < ceo ave. ABE g, ae WEL 
由 证 明 过 程 得 到 的 好 4 不 等 式 和 VI. 8 13 引 理 4 可 知 下 面 推论 
成 立 . 
推论 1 定理 2 中 的 各 条 还 等 价 于 下 面 每 ~~ 条 ，; 
(v) 对 于 每 个 限制 增长 的 一 般 旬 函数 ,存在 ce 盖 0 使 得 每 
个 (Cf,v,g) .7 满足 
E®(g") cok®f) (1.7) 
(vi) ”对 于 每 个 限制 增长 的 Young ch B®. FTE co > 0 fE 
BBS Cu.) © .7 满足 


le’ le<coll i le (1.8) 
May > 1 CEC. 8) 有 
le lle celh file. (1.9) 


注意 由 定理 2 的 证 明 过 程 已 顺便 得 出 ,条 件 (iv) 中 的 任何 p 
MED p 的 说 法 并 不 影响 结论 成 立 . 
定义 ” 称 Banach 空间 XX 是 具有 无 条 件 掀 差 序列 性 质 的 空 = fil 
(Space in which martingale difference sequences are uncon- 
ditional) :车 对 于 任何 六 ERETICS n > 1) 
hadfi Edf te tdf, Selle ten + df, WC. 10) 
Heh p © (1.29). 此 时 记 XX € UMD, 
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注意 (1. 10) Armi BE A sig fy AE Le, 是 取 十 1 或 一 1 
的 常数 .这 和 定理 2 中 的 条 件 有 所 不 同 , 定理 2 中 允许 风 是 可 料及. 
V. ,只 要 委 1. 不 过 要 注意 , 若 将 定理 2 中 涉及 到 的 ”= (w,) 一 
律 换 为 mm = 十 1, 则 相应 的 条 件 (D…-(vi) 仍 是 等 价 的 ,而 且 原 来 的 
证 明 仍 适用 . 此 种 情况 下 (1. 3) 就 是 (1. 10). 现在 我 们 要 证 明 的 是 
以 上 两 种 情况 实际 上 是 等 价 的 . 

定理 3 XEUMD 当 且 仅 当 X ARERR. 

证 明 “实际 上 只 须 证 明 (1. 10) AS. 3). 我们 将 证 明 更 强 
的 结论 RE cp. 10) = ev(1.3), 这 里 连同 括号 的 数字 代表 相应 的 
不 等 式 中 允许 的 最 小 常数 . 容易 知道 c,(1. 10) > 0.3). 

现在 设 (f ,vw,g) € EME 

el, oI0 fl EPA (J.11) 

为 此 作 几 种 简化 : 

1 可 以 假定 六 = Horea I Sk Sn RE f, = 0. 
Hi:X' 一 [一 1.1] BARE. 因为 可 以 构造 (PV,G)€ .公使 
之 与 (fv,g) 相差 很 小 . 例如 取 Bernoulli 序列 G50n 写 0), 相 互 独 
立 并 且 与 Z = V.Z, 独立 . 令 

Daraa = ry WF Daea 一 ecorsyD = rad fr 
这 里 of wus 分 别 表示 wi 的 正 部 和 负 部 ,zx EX, lel = 1,e 之 0. 
IBAD ok >O 为 差 序 列 的 蒜 是 太一 E)N 
Bs, = Sp, =r f, + Rozo [R |< ne. 


k=l 


3n 
今 V gpg = Vaa = Oa = Us 则 Ca = SN odF, = MB. 由 于 


k=l 


Va = HC |e Dall — Il e Duy 上 ) ， 
BA) =— TV tA 1A) Æ Ev Fu- BES K ME 
于 [一 1,1]. 0.11) TIEPE. VG) 成 立 ， 
IG, ,ed.10) | E l 


则 
Helas irog ll, = Gs Il, <e,C.10 | Fs |, 
Sc,C1.10) I] A Ih, + eC. 10)ne, 
S e — 0 即 得 出 所 要 的 结论 ， 

2” 可 以 假定 /是 简单 拷 , 即 /,…,_f, 是 简单 函数 ,并 且 存 在 
n,4moenit. Sn = fa BEEM AB. RZ, OY HN RRI d p 
使 得 

l da — dfa ll, 2-0! 
HS Di = dp, Da = dp — Edp) Za) k> 1. XE Z ,是 由 
dattod 生成 的 5 代数 . (Dips Burk 2 1) fe ah HH A 
| Da ~@fill,= Vda — ah, — Ed, gfi | Brrr) p< 27 
ih LRT ORE F U ' 

Il Fie — Sa ll KR. 
4 j oo if Fa > fe E 1° P H, eee 

Vin = HE pye Faa) > Horo Se) = v ae, 
由 控制 收敛 定理 | 
vafi— VaDal, |- Vodhi, 
十 ddf Da ll, 0, 

从 而 Il Gin — gy Il» > OCG > 00), 于 是 若 (1.11) X} Se AT ee SE 
的 情况 成 立 , 一 般 情况 也 成 立 . 

3 可 以 假定 v 是 简单 函数 ,甚至 w == a4,4 之 1 是 一 列 满足 
ja 委 1 的 实数 . 实际 上 取 简 单 函 数 v 售 得 上 wx 一 vi <27, 
类 似 于 2° 的 证 明 可 以 成 立 . 然后 对 于 vi 为 常数 的 情况 归纳 地 定义 

D, = dfisa =v, = H, Ga) = FO). 


= Sinks 为 简单 函数 , 令 D 一 Xir rnd firan = H,(0,7), 
1 hm, -如 此 可 改写 


f, = S Dives = yaD， (1.12) 
k=] k=l 
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(D,) 是 拷 差 ,这 就 是 所 要 的 情况 . 
4° ”既然 如 此 ,只 需 证 明 对 于 (1. 12) 的 情况 ,(1.11) 成 立 . 现 


ida, = Send sey 一 十 1 或 一 1. 由 于 (1,10) 对 于 (ex 之 1) 
j=1 
都 成 立 , 故 
I aD ll» 
k=1 


i 


\ > 和 jee iD, | = || ye Ses I r 
< Di » Eis l p 
eon 82 | SID, Il, 

; j=1 4 一 1 


= 6.10 |] XD | ,. 
定理 证 毕 , 
推论 2 G) UMD 性 质 是 同 构 不 变 的 . 
GD UMD 性 质 被 子 空 间 , 商 空间 所 继承 ,并 且 X€ UMD 
当 且 仅 当 X”E UMD. 
Gi) ”任意 有 限 多 个 UMD 空间 的 直 积 是 UMD 空间 . 
Gv) BRE UMD 又 是 p 型 的 空间 一 定 辐 构 于 户 一 致 光滑 
空间 ,既是 UMD 又 是 4 余 型 的 空间 一 定 同 构 于 9g 一致 山 空 间 ， 
TA ro 利用 定理 2(GD Avs. Hae 收敛 性 是 同 构 不 变 
的 . l 
2° “对 于 子 空间 , 仍 由 定理 2(i) 得 出 .关于 XE UMD 当 且 仅 
% X’ E UMD;, 上 面 已 提 到 过 ,XE UMD, M X BAR. 于 是 当 户 
> 1L UX) = Lye XR p+ = 1 ER P= 
(p) EL, (ou. X*) PEE BRAG = n) 是 9 经 过 某 个 可 料 序列 ”一 
(v,) 的 变换 (不 妨 设 内 = 土 1), 则 dd, = vada X FIE E E 
DCX), 


Epé = ECS vdp) 
i=l 
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ae MOO E NR RCRA: ERI EA E T SSS 


= E(mQE(é|-4,) ++ + vdf E(t,)) 
= Elude EE B) + vadp EEB) — E(E|B,)) + 
vdp, (ECE |B) — EEZ, aD 
这 里 用 到 了 等 式 
Ev dg El E| A...) = ECE(E|.B,_,)v,E(d@|H..)) 一 0 G2. 
in dé, = EGIZ dé, = EGB) — EE| BYU S 2). Bi 
kW 
Evdgdé, = ELEC dedé,|-Br-1)] 
= Elvdgk (dé,|B,_,)] = 0. 
i> kW 
kudedé, = ELE@dgdé,|&;.,)] 
= Elv,E(dg|G,_,)dé, |] = 0. 
从 而 (1. 13) BHA 
Eg, =E Sodgdé, =E udpd& 


一 Kido 十 … 十 dp) de, +e + u,dé,) 

= Eg,( Siud). 
EENE) KERLE L (ut. X) PARETI GERRA È= 
(Eg, = Sodi Me HES 的 变换 ,由 定理 2 


| En | p < Cy | £, | p (n = 1). 
应 用 Holder 不 等 式 有 


Egé] = [Ea ud) |< lel, lal, 
i=] 


< Cp | 多 | q | é, | r’ 


Id ll, = sup JEE Ec lg SD. 
Hel 


这 说 明 X* E UMD. 
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反之 , 若 X" € UMD, 由 上 述 推 理 知道 X*“* © UMD, 但 XX 是 
自 反 的 ,所 以 X © UMD. 

对 于 商 空间 , 若 XE UMD, MHEX AYER SB]. FA LT aE. 
此 时 M.X’ 都 是 UMD 空间 ,由 于 (X/MD* = Mela fr" © X° 
(7) 三 0,Y x E M}. M- eX" DATERAT M-E UMD, 所 
M X/M € UMD. 

3° (iii) 容易 从 定理 2G) 得 到 ， 

4° WX € UMD 并 且 是 p 型 的 . dfn 1) TELE BS, 
(r, oa > 1) Æ Rademacher HRI Bd frn 之 1) 独立 ,注意 此 时 
odf n = 1) BERE Od fn DER Odan SS 1) 经 过 
(ro È D 的 变换 ,类 似 于 (1. 3) RA 


EAD 


= etl | Sean rdr < ose Bar i 


所 


最 后 的 不 等 式 是 根据 空 Si p 这 里 心 是 型 常数 类 似 地 可 证 
明 g 余 型 的 情况 . 

例 2 实数 域 RE UMD. 由 定理 1 知道 . 

例 3 p> lit? € UMD. 实际 上 设 df = (df) el AY) 
RAE AMX df, (wv) = (a, (@) eH) ye), > |an; (œw) 二 <I ox, 

J= 

由 投影 算 子 Tail’ > R, (ajsa) may 的 连续 性 知道 (ou Cw) at 
> 0) EARE. E gE Ad v 的 变换 , 则 

leli = El Sues le = EX | X vas)’ 


i] a =a 


< Set (RE | Sanl’ = eE | Yas |" 


Hp c, CR) 是 实 值 蒜 满足 (1 D 式 的 常数 由 此 还 if oC") = 
CR). l 
用 稍微 复杂 的 方法 也 可 证 明 L,L0.1] € UMD. 
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例 4 Æ XEF Hilbert 空间 , 则 X € UMD. 
在 上 一 章 中 已 证 明 ,此 时 存在 c > 0 使 得 任何 蒜 RE 
ctf de S SPNO <cll A V2 S 1. 
现 若 (f,v,g) E AWM tide ll = ladfill < iar |e 
Ie l Sel SPQ | Se SEN W SENA le. 


§2 EnH 


EN KE EXXX>R KAW ABM AM FHT EX, 
ECz,，) 是 凸 函 数 ,对 于 每 个 yEX,5(。,y) 是 凸 函 数 , 称 是 对 
称 的 : 若 El y= Er). 

Banach 空间 XX 称 为 是 # 凸 的 , 若 存在 双 凸 函数 《使 得 


Elz yS l r+y ils tel = iyl =, (2.1) 
€(0.0} 50. 
先 来 作 几 点 说 明 . 
1” 若 世 是 实 或 复 的 Hilbert 空间 , > 
Elzy) =1+Relr, y), (2. 2) 


E 就 是 一 个 双 凸 函数 ,6(0,0) 一 1. 为 验证 (2. 1) ER I ll = Il y 
| =1 时 ， 
E(x, yY KIH 2Re(asy)t+ Iz? | yl:= ety |? 
所 以 Hilbert 2 fa] E GW. 
2 XE CHM EO O<. 实际 上 由 双 凸 性 和 (2. 1).4 
lz |) =1 则 
ECOLE E02) $80.29) 


< eaa) +Elr, =r) l~ arr) tHE, r)) 


<E zell + I 27 I= lzl=1. 
3 有 时 可 要 求 定义 中 的 是 对 称 的 . 实际 上 若 $(z,y) 满 足 
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(2.1), 则 和 (x,y) 二 zyy)V $Cy,z) 是 对 称 的 ,同时 满足 (2. 1). 

4° 关于 双 凸 函数 6, 下 面条 件 都 与 (2. DEN: 

(2. 1V Ely rty lo ell S< lvy | 
2 DEIS lety ll lol V iyl 2. 

容易 知道 (2.1) 之 (2.1)' 一 (2.1). 往 证 (2.1) 之 (2.1). 首先 
由 (2.1) 可 推出 | zl Vy| =1 BFE yS lety l. HAE 
lri <ly =le= aty ya BHF Oot, |e TA 
于 1, 因此 存在 a 使 得 上 zj =1. 由 于 z=az 十 (1 一 a)( 一 y), 由 双 
西 性 和 (2. 1)， 

Elzy) Kalz, wt 1—aé(—y,y) 
Salz+y| = z+yl. 

为 得 到 (2. 1)". 定义 
Ely) V 1z+y dal V iyi < 
站 z 十 y ll. al vI yi > 
RI é Co, 0) E0, 0)>0. zl= Il yll = 1 Bt, £ y) = 
| z 二 y| . SF RIE £ BW. MER MIE WE 
的 ,关于 另 一 变 元 的 可 类 似 验证 . 若 Ny |S. We ay Wart 
y 目 是 凸 的 .车 lyi < WE l ALHA RRA E. 
y) 是 局 部 目的. MPR ly |= |r 的 情况 . 此 时 若 r= 
ati HaT: a 50, 0 十 o 一 1 则 

Ex(xoy) = | ety ll <a | rity |] +e ll r+ | 
<a (x, sy) Haf: (rosy) 


E Clr y)= (2. 3) 


即 得 出 结论 ， 

引 理 1 对 于 任何 Banach 空间 X, 设 M(x, yp Æ X (RSH 
BS EBS gC 4. fpHrciv=(1.e,.6.. HRP eS 
>1 并 且 

Plw,3 nèl, || g,Cw)—y | S1)=1. 
4 b(x.y)=int{ | fll. EMC, y)}. W p: XXX—>R 满足 
(1) plr, y)=plxz,2r— y). 
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(2) $C + ,2 是 凸 函 数 . 
(3) 4 ily ll 21.0) $a WS flail. 
证 明 在 M(x,y) 中 考虑 fat. E26 O 和 和 (1， 一 Er， 一 


…) 的 变换 , 记 为 g, 一 工 十 Meds, He, 一 并 一 Pedr. 由 于 


tge- @x-—y | = ll ny ,所 以 (1) ARR. 

设 totar E X,t =ar + at Ean AE. F > 
0# fof E Ma. ŽE Gli Soy) +857 = 2I 
Arense) 是 相应 的 取 士 1 值 的 MGCz,y) 定义 中 的 序列 .不 妨 设 
基本 概率 空间 是 同一 个 , 并 且 SAS 适应 的 ec 代数 序列 Bo 


一 =V Z, =1， 2) 相互 独立 , BRE Bjw(j 二 1， 2) 独立 的 “ o 代数 

B, PEB ERAT. usu E ZII R.V. vu, + wy = 1, 
po D =a PD =a ya a iil 
D = (xyes F se 9 @yy Ud22 stds Upd035°°") 

是 与 o 代数 列 

CPR) BBN BaB N Be V Bis) 
E DARED. ic DMI ARE FF 经 过 序列 v = A, lt 
” Ens Eat) 的 变换 是 G. 则 | 

Fy, = 25F y = uty tofans Gen = Ugi F Uzgen 

于 是 FE Mz,y), i 

| Fan l <a || Sin lita, ll fen | ， 

<ad(2,,y) + agplr: y) +6. 

WA py) Saplar y) + aglar y) H2). 

为 证 (3), 设 ly >L leyi SLR = g= 2 
FE Mr Ili = izl 3 REHE Oy) 一 0. RER 2 
关 0, 若 4 足够 大 , 则 |àr— yil > 1 从 而 由 凸 性 得 出 

Pry) KA ATEO y) + AMPA 
= Ary) SAT arf = lel. 
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定理 1(Burkholder) X € UMD 4 RAH X Æ $ Ab. 

证 明 Wit X C UMD, 考虑 上 面 引 理 中 确定 的 函数 y, 令 
Bay) = WEE, y). HA) Erg) 一 64y,7); 由 (2) 必 是 双 
DEG) hel V doh Sia ew) 三 上 zx 十 > 上 .为 证 
X LE OA RAE 00,0 > 0. 若 了 EM(00,0), 由 定义 存在 v= 
(1,61,62,…) 使 得 了 经 过 v 的 变换 g 满足 g" Slae A>). 
Og) >14.e. RHE 8$1 定 理 2(ii) 和 UMD 定义 后 面 的 说 明 , 存 
E c> OR If, > YL | 

£(0,0) = inf{ |] f li. E MC0,0)) >c > 0. 
BRDU X Æ EH. EX X 六 一 尺 是 相应 的 双 凸 函数 . 令 


gay) = LEC 一 yoy) ,我 们 证 明 gery) > Kry) g BEI 


理 1 中 定义 的 函数 . 倘 如 此 , 则 %C0,0) 之 FF (0,0) >0,. Aw 
M00,0) 的 定义 ; 当 g* >lae. ttil Fi 40.0) 之 0, 由 81 定 
理 2Gi) 知道 X € UMD. 

为 证 明 所 说 的 不 等 式 , 设 

M, (x,y) = {F E Miz, y) PI 1S Sn | g — yl 

之 1) = 1}. 

pzy) = inf | fli f E M, y). 
类 似 地 若 g 是 由 MM,Cx,y) 中 的 了 经 过 v = Alseen) HE 
1(n > D 变换 得 来 的 , 记 其 全 体 为 M; (x,y); 若 g 是 由 My) 
中 的 了 经 过 v = A, enet) ,6 一 士 1(4 > 2) 变换 得 来 的 ， 
AAW M, (roy). 相应 地 定义 籽 (x,y) 和 各 Gray), 注意 
(zy) = OF (aay) A oe Cory) ELESE O 的 证 明 中 已 得 
Bl bry) = gla, 2r — y) MBA p, (roy) = pr 2a 一 
9). BATA AEB F Y n > 2y) > Hay). 

不 妨 设 # 是 对 称 的 . 此 时 也 有 三 条 性 质 :(1)8(xz,y) = Kar, 
or 一 y).(2) wy) BBM.) Pry) S Ir iyi = 
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1. 这 些 都 可 以 直接 验证 ， 
现在 用 归纳 法 . En = 2,f € Mi (x,y), 此 时 gs = fi, 于 是 或 
# lr- yl Sims | — vl 宇 1. 由 9 满足 的 (1),(3) 两 条 
性 质 知道 此 时 poy) S rl RE UI) S IA Aes 
性 和 Jensen 不 等 式 
Pay) = HEF sy) SEP oy) S Ife Ila. 
f E Mi (zx,y) BERRY RK OF Coy) = inf{ | felli f E M? C, 
y)} 之 Pry). 
BRIF n> 2.67 oy) Sga, y), SE Mial, y) REE 
与 f 对 应 ,f, BARER T tn a = PS a) > 01S 
< m. ERT 
P(w,I 2 Lk Sn tl, lam yl 1) = 1, (2.4) 


lhah Df, hatart t dm ld 25 


若 P; = PC |r) 为 条 件 梳 率 ， (2.4) 说 明 由 差 序 列 D, = (2; 
dfsdfs) Ba E AY Bh F; € M, (x;y), TE BEARRA T = 


Ef, = Lar, 以 及 (2. 5) 


[fd = Mal Pi dap, > ew, zy) 


j=1 j=1 


> lapay) = wz)， 


j=} 
从 而 pily sinfi |] faa l LEMA Cay) P(r, Y). 
BRIE 6 Wegla.y). K LEM ry) ð>. FEF 
Y n (EG P(A) >1-6,H#- 
A={w,3 1<k<a, || gi(w)—y || S1}. 
XH Cfiv g) EA ik u= A= R o RH BSS, 独立 ， 


疡 在 河上 无 原子 ,关于 BAW POHtV =F. REX. | 


z Il 二 2, 则 
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万 = 一 (qd 广 ,aq 太 ,xzrzy 0…) 
是 关于 (多 ;,… B, BN By RE FE FT BF. 若 
EAA E. iey ll <1. 
l g, +rzu—y | > ll ree | ~ Ilg.—y l 1. 
Mit FEM. (r.y). 由 此 
Kry) Kp lr yS Il Fanı lls 
SIA it iell Eus i fll, +26. 
6 是 任意 的 . 定理 得 证 . 
让 我 们 继续 讨论 双 凸 函数 . 
引 理 2 设 x:XXX-~R 是 双 凸 函数 ,wu 满足 (2.1)”, 则 对 于 
Vary sy EX | - 
ulrsy) ulr sy ) l rsr 二 yy |. (2.6) 
WER Barc’ M4 ARSKAH, | e+ r) | >1.F 
EHC. D Mul oy HGH. 
ulr y) ule y) KA Tula aCe! — 2) 7) 一 4Czyy) - 
<a'{ ict iyi +al zx —u(asy)] 
S 4->oo, 则 后 者 成 为 x' 一 x 目 . (2.6) 由 此 得 出 . 
定理 2 AX BE OMX EPS CR | 使 之 在 新 
ERE X EE OMA 
F000 le]/<|eil<lezl. (2.7) 
证 明 不 妨 设 E(x,y) 二 (一 z, 一 y) ,否则 Faw VEC T, 
一 y) 是 XXX 上 的 满足 此 条 件 的 双 凸 函数 , 且 都 使 (2, 1) 成立 . 令 
Vor {xEX,é(ar,—ar) OY alal 委 17 一 coy。 
我 们 将 证 明 当 |a|==1 时 ,aV==V 并 且 
EC0,OUCVCU, 其 中 U={x€EX,| 上 x|<1}. (2.8) 
然后 令 |z|=inf(4,zxE XV), 则 |z| 是 天 上 的 范 数 并 且 由 (2. 8) 知 
道 (2.7) 成 立 . 
为 证 (2. 8), 定 义 & WO. 3) 6,72 V5 WE Vy. RULE 
换 为 wx. 若 xEV,, 则 V a lal<, || ex || £1, BU Elar, —ar)< 
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ET mb NRE OEE RRP ERR EOP a ae re 


| ar—ar || =0. FÆ rEU, VCU. 类似 地 ViCU. 但 若 xEU,|a 
<1. lar || <1, H u JEX, ular, —ar)=Ẹlar, —ar) V0, 
所 以 实际 上 Vo Vs. FÆ V =coVoCu. 

现 证 0,0)UCVo, 注意 4 也 满足 w(x,y) 二 wu( 一 x, 一 y) 于 是 


u0,0) K$ ulr, 0) tu —z,0)]=u(r,0), 


Æ rEg, 0U, M || x || <£0,0), 4 lal <1 时 ,由 前 面 4* 的 说 明 
和 引 理 2 
£(0,0) =u (0,0) Su laz, 0) Ku laz, —ax)+ || az || 
<u(axr,—azr)+&(0,0), 
ular, —axr)>0,rEVieVy. 总 之 ,(2.7) 得 证 . 
定理 3 Banach 空间 X 是 Hilbert 空间 当 且 仅 当 和 XXX LG 
在 对 称 双 凸 函数 使 得 (2. 1) 成 立 并 且 8(0,0) 一 1. 
证 明 ”必要 性 已 由 1" 中 给 出 的 例子 得 到 , 现 证 充分 性 . 
不 妨 设 E(x ,y)=E(—2,—y). BEA a BE REX, lax 
| V I Bx I <1 时 ， 
E(ax,Bx)=1+a68 || z |’ (2.9) 
E r=0, H €(0,0) = 1 知 此 式 成 立 . 车 x40. 不 妨 设 | 2 || =1. R 
&+27,0)=F0O,t2)< Il x | =1. HF FC + OOH. E 
(er, 0)=1,—-1<e<1. 固定 a, 则 
Far, t2)< || axtz || <lte (2.10) 
(BRM 4°). 由 Elar, © AGE. Far, 0) =1 和 (2. 100 FT 


Earp = I-A) A—a) + 1+ —A+a)J=1+e8. 


实际 上 此 式 对 于 任何 a,8E[ 一 1,1j] 成 立 ， 
现在 定义 
Flrsy)= lety t+ ey bP - 2c a dy |’) 
Glr.y)=26 (roy) t+ 26(2,—y)—4 


4 Wc V iyl <1 eua) w= 7 (a9) Mh a 
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V lv ll 委 1, 利 用 对 称 性 和 双 凸 性 
46 Cu, u) S2C E Cr w+E(ysu)) 
<elz,z) 十 ECyy) 十 26(Czry)， 
将 (2.9) 代 入 可 得 
4itall’< iol ?+ Wy +28 2.y)—2. 
同样 的 式 子 对 于 ”也 成 立 , 于 是 得 到 
Flr, yG, y), zil V ly t}<i (2.11) 
由 我 们 对 于 的 假设 可 知 Gr, ty)=Gl,y). AAT G Æ 
非 负 的 ,对 称 双 凸 的 . 例如 关于 非 负 性 有 
26 Cao y) H2 Cr. — y) 4b (2,0) = 208 Cr 0) HEC 7, 0)) 
= 4E(0,0) =4. 
(2. 9) 说 明 
Gz,0)=G(zx,7x)=0, | x |] <1 
#a,8E(0,1], lel v iyi s1 m 
Glez BWSR —-@GO. By) +eG(x, By) 
=aG(r,By)<aBG(az,y). 
= 0<a<8 HA 8 足够 小 使 得 | Bx || V I Py il <1, 
Glar,ay)=G( Ba + F »By* 7 PLC By) 
RE Glar,ay)/è LG (Br. By) /B?. & H(z, y) =limG (ex, ay)/ 
时 ,此 极限 存在 . 若 0 过 a 过 1, 由 ,GG 的 定义 知道 
F(x,y) =F (ar, ay)/a@ <G(ar ay) /?<G(rsy) 
于 是 
Flr, yyy KH z, yG y) zl V iyl si (2.12) 
只 要 证 明了 HCxr,y)==0,V c-yEX llel V lola 
laty ll?+ a-yll’<2iacll?+2iyl’. 
从 而 不 难得 出 X 是 Hilbert 空间 ， 
AE H(r.y)=0, lla ll V lly | <1 ER a> Ay 
H (ax ay) =limG (ax .ay)/P)= 0H (x.y). 


509 


& O0<e<1, lell V lly | <1. 则 由 G 的 性 质 得 出 
H(tz.twW=H(z.y),H(2,2)=0, 
H (laxy) Sal (2, y)=eH (2,00 y) SH (7,0 'y)=H (ary). 
同时 AL 也 是 对 称 双 凸 , 非 负 的 ， 
由 H(r.7)=0 fil Haz, By) =oBH (x,y) HEME FE x 与 
y 是 线性 相关 的 ME HC, y) =0. E coy 不 是 相关 的 , 设 3 是 zy 
张 成 的 二 维 子 空间 , 记 
+5 =ink{e’ +B, || act By || =1} 
则 7? +> 0, CBR 
lartBy?=(e+P?)(¥+67)',~ (2.13) 
在 | ex+ Py || =1 E, lar+8yl> 上 az 十 By || ,由 齐 性 ,在 整个 S 
上 此 不 等 式 成 立 , 作 变 换 
& 一 SGx 一 7y 
v=Yrtéy 
We | <lul=i. Wo | =lol=1 HA |eu tpe = + 8, MG 
0<o 委 1 时 ， 
aH (xr, y) SH Car, y)KGlazr,y) 
= 2&(ar,y)+2E(ar,—y)—4 
<2 || arty ll +2 llaxr—yll —4 
<2lart+y|+2lar—y|—4 
=4(1 +a")? —4< 20° 
aH (u,v SH lau v) <Glau,v) 
= 26(au,v) +28 (au,—v)—4 
<2 || auto | +2 || eu—v i] —4 
<2lau+v|+2lau—v|—4 
=4(1+a?)? —4< 20° 
FER Hu.) 一 0, 由 wv 与 x,y 的 关系 以 及 里 的 对 称 性 和 
双 凸 性 容易 反 过 来 得 出 H(x,y) 二 0. 
注意 关于 WP 著 , 与 $1 定理 2,3 类 似 的 结果 仍 成 立 . 我 们 以 
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-to 记 ( 六 pg) 的 全 体 , 这 里 了 是 WP Mv (v,) ,其 中 v= 二 十 1. 
则 把 $1 定理 2 中 属于 .zt MRAR TF zt 的 靳 ,条 件 (i) 一 
(v) 仍 相互 等 价 . 其 证 明 也 如 同 $1 定理 2 一 样 . 需要 补充 的 只 需 
UWE GD 一 (v) 成 立时 是 目的 . 
为 此 定义 M(z, 妇 是 起 点 在 zx 的 WP 蒜 了 的 全 体 , 了 经 过 序 
列 (],s ce)(e 一 土 1) 的 变换 g 满足 
Plw,3 nl, || gc) —y | SD=1. 

令 plesy =inf i| Fli EM y)}. $1 定理 3 中 所 证 明 的 y 
的 性 质 这 里 的 少 也 有 不 过 应 注意 的 一 点 是 为 验证 y(，,y) 的 三 
性 ,这 里 只 能 是 中 点 西 , 即 gO, <L y+ br, 
y)). 但 由 于 Jp，,y) 是 局 部 有 界 的 ,所 以 是 是 的 . 然后 令 S(x,y) 
=op E 2y WM E ERR I 2. 1) 的 函数 . 要 得 出 X 的 
é 生性 ,唯一 要 做 的 是 证 明 (0.0) >> 0. 这 一 结论 可 从 下 面 定理 的 
Qi) 得 到 . 

定理 4 i2 X E Banach 空间 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
G) XEUMD. 
”Gi) ER fou.) Cos I SIL oot g° Coo ae... 
GD 每 个 (ff vg) EA 时 P(g Soe) > 0. 
(iy) BERS sv gE Mos Il fll OOH gy REA S. 
证 明 G) 一 (iD 一 ii) 和 (iD 一 (iv) 是 显然 的 . 
GDS ORATU ES nD Eas | Sac g 
>1 ae. WRAP v, GEA Elo Il la PG >) 


>L MAERT AmE. $231 AEREA. 现在 我 们 证 
BAGH) FAV (fv. gE Mog’ >lae bt. iA ll 2c>0. 否则 
对 于 每 个 自然 数 TEC vupg) EA. (EE gj Sl ae (BIS; 
1 <2-… 由 上 面 所 说 ,此 时 存在 (PivoiGDE.As 使 得 上 Fy II 
6 。 27. PG; >1)>t. 4y B= jk, Č = jG WF ,.0).G) Et 
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I F; | <6j2-. PE>P>F. RB dF, =0, HAREM 
同一 个 并 且 多 ;相互 独立 . 此 时 存在 ,， 
Aj;={|G%,|>7,3 n<n;} 
Bt PCA >>. 考虑 差 序列 
Daata Din Da Dan, Datt) 
其 对 应 的 WP RA FW 
[Fao < SW Fall <6) 727% <0, 
j=) j=) 
F AM 


(el sore sE, 9&2) stts Ez 9007) 


的 变换 记 为 各 ,由 于 DOP) = co ,根据 Borel-Cantelli 3/38, 
POG" =00)>P (lim supA;)=1. 
矛盾 . 故 (ii) 之 (成立 . 

(iv) 过 G4) 由 Gii) 芒 0G) 所 说 的 事实 .将 Gv) 中 的 上 fi 过 oo 
BI fl <ce 是 可 行 的 , 即 我 们 假定 每 个 (Fog)E.Ao If 
l<ct g 依 概率 收敛 ,我们 证 明 XEUMD. 

此 时 由 定理 条 件 ,对 于 VY >00, FE O= 00) >0,4 I fl <5 
时 ,supP( ie || >e)<e. 定义 停 时 

r=inf{n, || g, || >e) 
则 .一 CF 2° = a ER O E 1 经 过 wv 的 变换 ,也 
是 f 经 过 v= Xeon AYER. 于 是 由 所 说 条 件 也 应 有 supP( | 
Bean || ede. 但 
PC ger» | > =P <a), 
所 以 
P(sup || ga | 之 e) 一 PCr<ce) 一 lim PKn) E. 
换言之 ,只 要 | 7 了 <3 则 Pee’ >e. 由 此 知道 存在 常数 c> 
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0, (14 Cov. DEM 并 且 g' >a e HI file. 由 定理 前 
面 的 “注意 ” 必 有 XEUMD. 


$3 UMD 空间 的 若干 性 质 


前 面 在 $1 中 已 叙述 过 UMD 空间 的 某 些 简单 性 质 , 本 节 我 
们 将 讨论 UMD 空间 的 超 自 反 性 ,X 与 Lelu XA UMD 性 质 的 
关系 ,内 插 性 质 , 喜 变换 的 加 权 不 等 式 , 大 数 定律 等 . 

定理 1 (Aldous) UMD 空间 具有 超 自 反 性 . 

证 明 这 里 先 有 一 个 例子 :L, (ywcs) 中 具有 不 是 无 条 件 的 堵 
差 序列 , 设 {ei,r 立 直 ) 是 co 的 单位 向 量 基 , (之 1} 是 独立 R.V. 序 
列 ， 


or0 一 1 一 

PB= D=o 
1) (w) ER j 个 整数 iE Bw) =9. EM 

Y (@) = 《一 1 YB, (we js Tj-i (w) nr(w) 


注意 EB, 二 0 并 且 人 彼此 独立 ,所 以 多, 是 拷 差 序列 .此 外 


=9)= 
PB =9)=75: (3. 1) 


| SUC) Ih, S10, EUV jc S1OW nS 1. G2) 


我 们 将 证 明 | SC DY, |, =b, > o a. e. 
实际 上 ,固定 mk A= logta tmt) A 相互 独立 
并 且 具有 相等 的 非 0 WR TEP UAD=1 ENF EA, 
的 定义 和 e; 的 系数 得 到 , 当 充分 大 时 
| Spy) fm 
从 而 ~ 


P(lim sup || X (=~ DY w) |], Sw) = 1. GBD 
meres i=] 


m 是 任意 的 , 故 得 出 所 要 的 结论 ， 

但 对 于 每 个 固定 的 n CY LSI) AYRE co 的 有 限 维 子 
ZE, WR X Æ UMD, 必 不 会 在 和 中 有 限 可 表现 ,否则 就 不 会 
出 现 上 面 所 说 的 情况 . 根据 WMI,§ 2 定理 PEE OX BGR 
型 的 . 

设 (D,,…,D,) 是 上 L(y,X) 中 的 诸 差 , (e， 1 声 i 志 4) 是 与 之 独 
立 的 Bernoulli R.V. ,由 g 余 型 得 出 l 


Sooni <el SD GD 
但 由 UMD 性 质 | T 
| Sen, l< cll XD, P (3.5) 
MEA X PEAGE, 则 它 对 应 FARENE | D;C) |] S 
3, 但 | S Dw) | <1.¥ oE R. AG. 4), B. DEE n 


cscm; 这 是 不 可 能 的 . AX PR Coo) BY, HM. $4 的 定理 知道 
X 是 超 自 反 空 间 . | | 

PPE 4 ARIE X BR RITE X 必 同 构 于 9g — BX 
凸 空间 ,因此 是 超 自 反 的 . l 

Aldous 还 证 明了 如 果 LU DRE LRE WERA 
一 定 是 无 条 件 的 ,从 而 XEUMD. & L, XAT RENEE 
底 ( 不 止 是 基 序 列 ) , 则 dimX =1. 这 里 将 不 去 叙述 其 证 明了 .Pisier 
和 Baurgain 都 分 别 给 出 反例 ,一 个 Banach 3 空间 或 Banach 格 可 以 
是 超 自 反 的 ,但 它们 并 不 是 UMD 空间 ,在 8 4 中 我 们 将 给 出 Pisi- 
er 的 反例 的 另 一 种 验证 方法 ， 

引 理 设 X 是 具有 RN 性质 的 Banach 空间 ,@ 是 Young K 
数 . 若 对 于 任何 一 致 有 界 WP BS. og) Ea Bf sup EOC | 
g || <oo, Ml] X€ UMD. 

实际 上 ,XX 是 具有 RN 性 质 , 故 当 supEG( || g |] <ooltt.g, 
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Ea. e. 收敛 的 , 即 上 fi 过 oo, 则 ga.e. 收敛 .我 们 在 上 节 末 尼 已 
经 知道 XE UMD. 

定理 2 设 X 是 Banach 空间 ,@ 是 限制 增长 的 严格 屿 函数 ,1 
Lq K pe <L, M] X EUMD 4 A4 Lelu, X)EUMD. 

证 明 若 Lel X) EUMD, HF Lelu ORSAI X Ek 
的 子 空间 , 则 有 XEUMD. 

反之 , 若 XEUMPD, 则 X 具 有 RN ER. Loe ORRAA 
RN 人 性质. 由 引 理 1 我 们 往 证 存在 多 函数 使 得 其 中 的 条 件 成 立 . 

这 里 用 到 一 个 关于 Orlics 空间 自 反 性 的 条 件 , 见 Ren(1 J: E 
函数 空间 Lo 是 自 反 的 当 且 仅 当 存 在 互补 的 Young 函数 M,N 使 
得 对 于 足够 大 的 |u llo 

CNC] Duco) dw S hulle KMS Decode 

(3. 6) 

其 中 0<C 委 天 . 

现在 假定 M,N 就 是 其 中 确定 的 函数 . S M O=MK't), 
N' OSN C't), KC 都 是 该 结论 中 的 常数 , 则 M ,N 与 M,N 
分 别 等 价 . 

为 了 明确 , 设 Lo X ELERES POE, S= 
Cf, 32 RUA F Le XR g= (ecb f 经 过 wv 的 变换 .注意 
(w) ,gn(w) E Lolu X) MF ILE A Ee 2 sg, Co QE X. WRL 
>0 使 得 当 lu | >L EF 

M'u lle = MK ule) < | PaP. 

取 u= || gD O || x FAW A={e, | go) Il >L T 


EM' (1) ga lD) = | M O gaco) | odp 
= [w | ge) | oXa + I enw) | ox ddP 
<M'(L) + [mu I gCo) || ox yaP 
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<M CL) 十 Ax enw) | Odd P 


<M'(L) + | RK Il (wr) Il dPaP”. 
Cf.) BLES, |B) = 0 BR SMILE At E M, 
Cf, Co) (t)) Æ X (BR. se wa h X A UMD 性质, 应 用 1 
推论 1 得 到 
fa | gC) C0) | dP < [ew (w) EAP 


< Co] ed *(w)(t))aP. (3. 7) 
EGR u = fG), > B= {t, || f° Co) lo > Ly Ur 
的 结论 
f ec wr dpa 
rsa 
= [Jeu (w(t) Xe + f° Cw) (1) hy d PAP 
<O) +f | of Dadar 


<K OL) + fave f° Cw) | dP. (3.8) 


特别 地 ,车 了 是 一 致 有 界 Walsh-Paley &, laa f° (@) SL! eo, 
则 以 上 各 式 给 出 


EM Ch gd < ML) + GOL) + | (UL!) dP? <o, 


FASE 1 Lee XIE UMD. 

推论 “ 实 值 Orlicz 空间 Le) © UMD 24 A5 © FE PR Hi 
长 的 严格 西 © pe Re BY <q S poe, 

证 明 由 于 REUMD. HEM 2, Loo EUMD. RZ. Le 
GO EUMD. M Lo OA RS. FRR Mie OE I< 
Gees poo, 

由 定理 2 知道 , 若 XEUMD, 则 当 <p oot. L, (eX) dE 
UMD 空间 , 容易 直接 证 明 ,此 时 刀 (X) 也 是 UMD 空间 . eT 
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序列 Orlicz 空间 /se(X) 也 有 类 似 的 结果 , 即 若 理 在 0 点 满足 限制 
增长 和 严格 凸 条 件 , 则 XEUMD 4 BY 24 le X) EUMD. 

让 我 们 转 到 内 插 空间 ,这 里 实 和 复 内 插 方法 都 是 有 效 的 . 但 对 
于 指标 要 求 0<O<1,1<p<oo. 这 里 仅 证 明 实 方法 的 结论 . 

定理 3 设 X,,X, 是 可 比较 的 内 择 空 间 对 ,二 者 都 是 UMD 
FE O<O0<1,1<p<oo, Wl] Ay tig 2 IB] (Xo +X op dt UMD 空间 ， 

证 明 ”需要 证 明 存 在 c">0 使 得 每 个 取 值 于 (Xo,Xiw 的 ( 太 ， 
vigl€ A, 满足 

EA) Lp Xp X p SEP EA. 1 XyX rp) VY nl. (3,9) 

我 们 应 用 Lions-Peetre 内 插 定 理 于 正规 款 或 WP BR. RR OS HY 
每 个 分 解 E fot =S + Sin) ,经 过 变换 w, 对 应 着 的 分 解 
g= g Hg = (godt (gin) FIZ K 

大 (go) 一 inf { go ajo te ll gue tarp} 


S, int te l Fon l baw HECh l fu Il 1X, 


=c,K lepek ts fn). 
REEF X X EUMD, cc, 即 是 定义 中 出 现 的 常数 . 于 是 


EA EAX ap) <e lie, | {1g XQ) leg X Dap 
= o| UK Gg)" a 
< eres] UK sept fD a 
S coal fal ORERE RERI 
< Cp | Ía i FX gM op)" 
此 即 (3. 9). 
下 面 讨论 正规 著 的 加 权 不 等 式 . 
定理 4 设 X 是 Banach 空间 ,W 是 测度 变换 ,1<p 二 020, 则 
(D+ GDS Gii), G+ GD Gi. FRACS, ) BH. Ml Gi) + Gii) 
=>). 
G) XE UMD. 
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Gi) WE (A, %,). 
Git) FE c=c, > 0 使 得 每 个 取 值 于 XX 的 (fv,g)€.77 
(多 ,) 满 足 
(a) fer WPSell FS Re (3.10) 
(b) PP g* >A<c || fi PV A>o. (3.11) 
其 中 的 (4,, 多 ,) 和 .NH( 多 ,) 是 相对 于 (多,) 的 权 函 数 和 靳 变换 族 . 
证 明 GG) 十 Gi) 坟 Gi). AFCS,) EMH WwW CCA, &,) i 
存在 1<=r 过 bp 使 得 WE (4,,. 多 ,). 于 是 及 之 0 对 于 任何 非 负 可 
WAR Y, 
EY |B Y<KEW |B) Y nl (3.12) 
由 UMD 性 质 ,对 V 1<g<oc,d 6 之 0 使 得 
| ec A V nE vg EA(D,). 
由 此 不 难得 到 对 于 VY n, 4 kn 时 


E( | En | BOSE | Í, Ie, (3.13) 
取 ser <s <p, H (3. 12) ’ (3. 1304 Jensen 不 等 式 ， 
eel = Eg) SEC g ley 


SC EC fy FIZY SKC Sy ||). 
WA=ENS ULB A= A). WA 
gi LKC arhi SKC yh" (3.14) 
应 用 Doob 不 等 式 于 六 得 到 
het WAs<e At pase WA e I | Fl py 
于 是 
ler ASel Ap. V nel. 
由 此 得 到 (3. 10) ,再 由 Chebyshev 不 等 式 得 到 (3. 11). 
(二 Ci) 之 (Gi)， RANEH G)+ Gi) (b=). 首先 注意 
GD Cb) BRR AT HE (aT EU BR h= (h). 
MP (A* > |A|” (3.15) 
现在 取 SCL!) 为 标量 函数 ,rzEX, |r =1 BEA. h= 
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Plaz Sn =ES | By) h EABAR he =f, Xir, HG. 15) 

a| dP X<cE | ho = ef Ifid. (3.16) 
、 A >A NAR B 
Wet BABA IC 


A = (2° < AI SVC A <A, 
A, €E B, 403. 16) 


| var < 5 L gend P 一 2/ 5 | Ma 


下 二 o k= 一 oo 1 
=2| fla, (3.17) 
将 (3.17) BUFR =W xs. Mil 


[ew FT B, YEW |B dP =Í (WF 
B 


E “| %,)’WdP 
=Í EW- Z dP < ef wW-Aiadp 
B 
= | W-radP = | EW- |Z) dD, 
Be .多 , 是 任意 的 ,由 此 得 出 
EW |Z DEW FZ, Se ae Yn] 
BIW € (A, .%,). 
Gi) + GDG). 同样 地 ,我 们 证 明 (ii) + di dsa). 1% 
(fov.g) € ACB, | fl <0. BW E A, 
IAIN = [ swap < /SLEW < o, 
H Gii) (b), 
XÊ >A <cl fi Pcl fs.WAa>o. 
FE Pig’ <o) = 1/8 PSP A OMB. P(e’ < oo) = 
1,X € UMD. 
4 p= 1, 上 面 定理 中 的 级 型 不 等 式 仍 是 成 立 的 这 就 是 
-EHS 设 和 是 Banach 空间 ,W 是 测度 变换 , 则 下 面条 件 
G) + GDS Gi). G) + D> Gi). 车 允许 (名 ,) SAM Gi) 十 
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Gii)> Gi). 
(i) X € UMD. 
Gi) W € (A, &,) 
Gii 存在 < > 0 使 得 每 个 X 值 Cg) E ACB, 满足 
P(g? >A Sell fil A>0. (3.18) 
证 明 + GDS Gii. HEF E LO, X), f, =ES|S,), 
FSET Z) .2 1. FL, 1) 是 实 款 ,类 似 子 (3.12) 
我 们 有 
Fl, = ECUFU IB) SKECIF I NBO. S 1. (3.19) 


于 是 
IFI = sup| Fla < K sup£¢ || 7 || |B) 全 天 了 | 
由 极 大 不 等 式 
PTI >a < PATI > 2) SHEITN.Y A> 0. 
(3. 20) 
es inka Te > A}, NW 
APC |F |" <Avg* > A) = AP (r= wg" >A) 
< P(g >A). (3.21) 


由 Chebyshev 不 等 式 
BP (g? > EB y 
HFW € (A,B) 则 W € (A, S,) Hee 4 HER 
Êg? <cE\ fl? <cE\FI2. 
根据 (多,) 的 正规 性 
FL, = ECIT Z <aECNT Z, = dl Fla Vn >I 
故 | 了 |; <a F |... PEH. 19) 得 出 
E|Flt<@E|F |, <a@E|F j- <AK@E || F |), 

(3.21) BA 

. APAFI < Avg? >A <Ka'E || F Il 
从 而 (3. 20) BH | 
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AP(g* > A) SAPCFI* Sag >D HAPT >A 
<Kd@’E | Fi] +Ê 
KK@E\W FI + EVF I =CEWT |. 

对 于 一 般 情 况 ( 了 = CF) 不 必 正 则 ), 先 考 虚 停止 于 2 的 总 得 

到 

iPlg* >AY<cEN S| Vn Sl 
然后 得 到 相应 的 不 等 式 . 
G) + GiGi). 这 里 可 仿照 定理 4 相应 部 分 的 证 明 . 实际 
beh Gil) ER BM FE Lf ,f, = EFIZ,) 
[bf bar<cf IF lar. n> 
GT AE HY 
[Few |B)dP = | 7wzr < c| Fwar. 

了 是 任意 的 , 故 天 (W (|S,) 之 CW ace. Y n> 1. 所 以 WE A, 
Gi) 十 《ii)=G) 的 证 明 与 定理 4 相应 部 分 的 证 明 完全 类 似 . 
定理 6 设 X 是 Banach 空间 ,以 下 条 件 等 价 ; 

G) X € UMD. 


Gi) 对 于 任何 (f ,0,8) € Asup) Nah ee, 


N &, i RIK BE EE + 0 ae. 
GD 上 面 (ii) 换 为 弱 大 数 定律 成 立 ， 
I DSG) KF =i 'dfG > D, Msup | A I: = 
cup | Saf ly <o BERT = GF Bit o ABH. F X 


E UMD yz, a.e, WSK. HY Kronecher 31g, = > 0a, e, 
Gi)> Gil) 显然 . 现 证 CH 之 (GD. 


由 GD P&H, MF Ve > OTS > 0 fF BY 
sup ll > laf, ,HHH, supp (el | >86) 之 .现在 设 (f ,v,g) 


E A 并 且 sup | fa <, 对 于 任何 固定 的 j,* > 0, 考 虑 由 蒜 差 
序列 

0, G E Ddi G HDAS 0) 
we A TT | 


sup > Fey, = supl iil <0 
ERT Bato WER. kemat 
pidge >e = PT | Dud + Daf | >) <e 
十 
令 7 一 co 得 到 
PAsi > = limP ty | MuGtpdfil >o<e 
roe i=l 


适当 定义 停 时 还 可 得 到 了 P(g" > e) <e XA g’ <o ae F 
Æ X € UMD. 
l Neveu-Woyezynski 型 收敛 定理 . 
WE XR = (7,) fr SP RRC IS n> 1) A 
Doob 分 解 是 | A. |= MO + AP OS 1) KBR AEROMO = 
后 者 是 单调 增加 可 料 序列 . 记 AS = lim A,” aie. ,容易 知道 


E |i Í, H = EM? + EA? = EA”, 
supë lf. | = lim EA,” = EA®. (3.22) 


定理 7 设 XE UMD, 则 
G) 对 于 任何 (jf ,v,g) € AEA! < oo Bf g, a. e IR. 
Gi) 车 存在 >> 1,0<p <r (RB EAD” < ce, 则 存在 “一 
cs > 0 使 得 任何 (f wg) E A 
Eg?’ cEAV (3. 23) 
此 时 g, a. e. 收敛 ， 
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以 上 每 一 条 对 于 X E UMD 还 是 充分 的 . 
证 明 1° OG) 是 由 于 IIl = EAL <, H Burkholder 
理 即 得 出 ， 
2 若 p= 二 7 之 1, 则 (f,v,g)€ .A 时 
lg’ seo lf I, 
利用 Doob 不 等 式 即 得 出 (3. 23): 


Eg tS GEF? Leh P—yr supe | full" 


= gË DEAL < o. 
pp <r, Me = inin, AR, DA} A> 0), 则 
POf* S>YLPE< o) +P >à, =~) 
< PAS >aADH+ PSI DSD. 


由 于 
mfr < [pias > dM 十 | POf: > dë 
0 0 
= EA 一 | “AE lf. Waa? 
0 
= EAV” 十 | AEAP dX 
0 
= BAGH 十 [| A@dPdi? 
0 (Asay 
Ao 
< REA 十 | aparf a ida 
` n 0 
P > ANpr 
< (2 + PF EA, 
HARRER 
Eg? < GES? Sp + Ep EA 
至 于 定理 最 后 的 断言 可 利用 一 致 有 界 风 忆 蒜 满足 8 <a, 
e. 得 到 . 


Marcinkiewicz-Zygmund 型 大 数 定律 ， 
定理 8 设 XEUMD,(f,v,8) € A, (df Ya, M 
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G) Ya € Llogt L mE -> Ô a.e. 


Gi) Y, € L, > D BY, 75 + Oae, ,其 中 0 二 e< 二 1 是 
某 个 正 数 . 
这 一 定理 的 证 明 与 VW. § 3 定理 5 的 证 明 类 似 , 这 里 略 去 ， 


$4 ”奇异 积分 算 子 的 有 界 性 


本 章 开头 已 经 定义 了 五 , 象 实 值 情 况 一 样 ,直接 的 积 
if f@— Dis 


一 般 来 说 只 有 在 主 值 意义 下 才 有 意义 . 所 以 用 截断 Hilbert 变换 
HSO ,而 后 令 | 

Hf(t) = lim Hf (0),f € L,(R,X). (4.1) 
只 要 此 极限 a. e. 存在 . 另 一 方面 ,Hilbert 2t p Jal RAR A RISER 
函数 是 指 


Hf(t) = lim Aft), (4. 2) 
假若 此 极限 a.e. 存在 ,其 中 
Bray at — scot “ds a 
A. f(t) = ele AM Deot Fds,f € LL). 


称 (0. 2) A Riesz 不 等 式 : 若 空间 所 能 保证 Riesz 不 等 式 成 立 (1 < 
p< œ), B H E L R.X) 上 有 界 , 则 记 为 XE HT. 
首先 我 们 给 出 一 些 基 本 的 结论 ,其 证 明 与 实 值 情况 类 似 、 
引 理 1 设 1<p,g 三 2 ,R= (一 00,00) ,7 = (— m,r]. Il 
(iD H#EL,(R.X) LARS AILSA ELX LGR. 
Gi) Hf) 对 于 每 个 了 E LAR X) ae. 存在 当 且 仅 当 
ASQ) BEB? SE L,(T',X) a.e. 存 在 . 
GD ASQ) MPEP SE LTX) ae. FERAL 
对 于 每 个 fC LCT,X) a e. 存在 . 
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(iv) 对 于 每 个 8 > 0.0, ELA .X) LAR. 
(v) H ELR X) 上 有 界 当 且 仅 当 它 在 元 (R,X ) BH. 
- 这 里 六 十 + = 1,X* Æ X Ht. 

证 明 i). Gi), Gv) 可 以 象 实 值 情况 一 样 通过 计算 来 证 明 . 
Gii) 可 以 通过 Calderon-Zygmund 分 解 而 得 到 .至 于 (v) ,是 由 于 对 
于 每 个 了 € L,(R,X), 


IF il, = sup sree >dz|\, 


HP g € L,(R,X"* Opt g= 


应 用 上 面 结 论 还 可 证 明 : 

引 理 2 OY. Y,Z 是 Banach 空间 , 则 下 面 每 一 条 都 能 保证 
从 XE HT 推出 YE HT:0) Y 5 X A, (DY CX, DZT 
X,Y =X/Z.0w¥ =Z® Z, p Z € HT. WY =X* ,实际 上 
有 XE HT ARH X € HT. 

本 节 主 要 结论 是 

定理 1 XE HTHH X € UMD. 

关于 这 一 定理 ,从 UMD 到 HT 的 证 明 是 由 Burkholder 和 
McConnell 给 出 的 , 反 过 来 的 证 明 是 由 Bourgain 给 出 的 . 让 我 们 通 
过 一 些 引 理 和 定理 来 阐述 . 

引 理 3 WX CUMD.1<p<co WEE c > 0 REE a, 
= plv w) oar RE» X FE— FY BRL sro e or Æ Rademacher 


函数 序列 (r。 = 1) , = Zar N 


ised] Yano) | dtds < c, | f, I% (4.3) 


证 明 ”考虑 乘积 空间 [0， 1] x [0,1], 不 妨 视 (dj,4d;,，…) 对 应 
的 了 代数 与 (ro …) 对 应 的 o 代数 独立 . 此 时 (dr odors" +) 是 
I G e = (ri ril) sr Er (8), e) W e ER 1 值 的 R.V， 
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序列 .此 时 若 gw， = Maton. N 则 f = Yaconw = 


im A=) 


Maries) er rle = (g,) 是 f= 二 ff) 经 过 e 的 变换 , 反 


过 来 也 是 g 经 过 。 的 变换 , 由 Burkholder 不 等 式 得 到 (4. 3). 
定理 2 RX EUMD, <p <o WFE c > 0, 使 得 对 于 
FEARR n Mantab tb, © XE 


u(re®) = 5 (a,coské + bsinkO)r’, (4. 4) 
k=l 
v(re” = X) (qisinkb) — bcoskO)r', (4.5) 
k=) 


上 I vcre”) | ZETAN | ulre”y || ’d0,y r= 0. (4.6) 
证 明 #8 Rademacher PRR ir) S0 L, 
d; = Or yy - 1? | er = OF ops 


n 


= > dy- eZ =X, +Y, G = 1). RIE Zo = 


0. i i ， 
W, = [l xX, 
定义 rG = inf (a, lnl 1), SEW, Era) SR) 
1E ee. a, W, = 1.42 = 2,W, Ern 9 的 可 测 函 数 ， 
于 是 (Widi,W2d;,…) BRE. IM MRA 了 ,其 均 方 函数 
SL (AH = D |Widsl? ye 一 HC yw, p = 8r, 


k=] 
(因为 Wi =W ld] =o). EF 
, IXO S IZOLI, 2<re), 
Me = lkol <1+6<2, n>). 
总 之 Ifl, US |. < 2. REXER Burkholder-Gundy 不 
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等 式 

bel, = ISPAN KAAK AD. 
所 以 t+ = SW, < oo a.e. 由 此 得 出 

f=] 


limZ,,, = Z, a.e. 


Noo 


[Zenn] S1 + 26< 2, (4. ') 
1S |Z, | <1 +2 a.e. 
另 一 方面 ,作为 (z 十 zy 六 的 实 部 和 虚 部 ,rcosk&b 和 tsink 关 
于 zy 的 三 阶 导数 的 绝对 值 < 居 2 del <2). ic 


Y= n2" > Clas | + ||). 
k=1 


由 Taylor 定理 和 Laplace FF ur 十 wy, = 0, 函 数 u 必 满 足 

lule + hyy +h) — ulrsy) — ular wh — u(r hk 
— aylasyihk || < YF, 

此 处 Jz + iyl <1 lhl] = 1k] = 8 E WD = 1 ZDS 

1,12Z (| <2, Am 

Ws || uZ — ul Zi- u Za deus (Za ea tay (Zi dees | 


<7 SW,. (4.9) 
Ae 2.4 | 
| U := YO Wil CZ Dd; + uZ De] (4.10) 
k=] 
W = > Ww (Zi deere (4.11) 
k=] 


注意 r An = DW. PTAC. 9), (4:10), (4.11) 意味 着 
t=] g 


u(Zi) ~U — W| LYT A n). 
或 者 | 
ude) U la S WI, HEA nle (4.12) 
由 (4.7) 知道 i 
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lrAnl, |rl,, < ed?. (4.13) 
AT (hit Wit 
W= >, Ca WE + b WY) (4.14) 


和 1 
REW RFW R AF e E re) = reosj0， 
u” Cre”) = msinj0. 注意 
(Wius (Zo de Wud (Z,_ dye, 04) 
是 拷 差 序列 ,第 项 以 有 8: 为 界 . 由 实 值 蒜 的 Burkholder-Gundy 不 
等 式 


LW? UL, Se |] CSW? |, = cp’? |] (eA mD |]. 


inl 
由 (4.7) 和 (4. 14) 得 到 WW, 委 coy6, 由 (4.12) 和 (4. 13) 得 出 
| «(Z.4,) — U ll, <c,76 (4.15) 
同 理 
外 (Zoo — Vl, S crs, (4.16) 
其 中 


V= SW lv. (Zid + v, (Z -e |. 


下 面 证 明 
IVi =c U i (4.17) 


RAV 可 表示 为 了 1Dir; 的 形式 ,其 结构 如 同 引 理 3. 于 是 由 该 引 


HA 


oy 


1fl ” 
Vv | ,~ | DEW, CO) Tv, (Zi (2) rea (9) 
0 kzi 
+ vy (Za (t))ra (s) J | ‘dsdt 
类 似 地 ， 
1 1 n 
WU ~ PSI Bow fe, ra Cs) 
k= 


i 


+ uy (Zi) ren (5) ] ll *dsdt 


注意 两 个 二 重 积分 中 关于 * 的 积分 是 相等 的 ， 
Ur = Uys uy 一 一 Zr g 
并 且 映 射 s — (— 715) ores). — r3(s)sry€s) e+) 与 一 Cras), 
AEG) 是 同 分 布 的 . 于 是 两 个 二 重 积分 相等 . 所 以 
(4. 17) 成 立 . 
由 (4.15),(4.16),(4.17), 我 们 有 
NvC2Zia) Ip Sep hulenn) I| p + crò. 
由 (4.8) 和 w,v 在 |z| 过 2 中 的 有 界 性 和 连续 性 
WeZ lp Soe, I ul.) | + ¢,76. 
若 u (re) = urett?) wu (re®) = u lret) WEB ARER} 
Fu 成 立 .于 是 关于 a 积 


1 Fan 2r 
| | lule) I "dadi < esl | Iuze”) dod + ep7. 
ova Of 0 


S &—> 0,8 (4. 8) RIG ARE a Ye ES h r 二 1 时 的 (4. 6), 
并 从 而 得 出 > 0 的 一 般 情况 ;定理 得 证 ， 
定理 3 BXEUMDI<p<nmXFfEL, (T,X), 


ay mal 1 — r? 

u(re” ) = onl 。 (aes = Fr Zaos p + sft)dt (4.18) 
a. 1f* 2rsin (0 一 

vre) = 支 | dt (4.19) 


则 
| || vre”) "dO < al. | uire) |] d8 OSK r <1. (4.20) 


证 明 和 象 实 值 情况 一 样 ,x 一 x(0) 和 = 分 别 是 (4.4) 和 (4.5) 
在 园 |z| = r+ 上 的 一 致 极限 . EF ab Æ S H Fourier 系数 , 于 是 
定理 2 保证 了 (4. 20) 对 于 4 一 uC0) 和 总 成 立 , 从 而 对 于 zyvy 成立. 

定理 1 充分 性 的 证 明 . 

对 于 


B = 1 — cot È 
HSO) ~ 去 | A s)cot ph 
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EPSE (T,X) 0 = (一 xn] 不 妨 设 了 是 周期 延 拓 到 R 上 
的 . 设 v(re®) 如 同 (4.19) ,其 中 r 一 1 一 se 将 cot 7 展开 , 则 有 


支 | ifa — s) || K,Gdds. (4.21) 


REK JERR RB AZ K,(s)ds <1. (4. 21) 右 端 是 一 个 着 
RATER 

LFE KN, < MAN KN 
另 一 方面 由 (4. 20)， 


| lore) || *dt<c, || FG 


Il AS — ve) | < 


于 是 
B.A, < el FU, (4. 22) 
由 此 即 得 出 所 要 的 结论 ， 
推论 1 iX e UMD,1< p<% MRE c, > 0 使 得 
LAF» <ell fll, VAFELCRX). (4.23). 
此 推论 可 由 引 理 1 的 结论 得 出 ， 
为 了 证 明定 理 1 的 必要 性 , 我 们 记 
LT) OX = {pry E VW. € Xn 


引 理 4 Be) = >, be* 是 任 一 X 值 三 角 多 项 式 ,p E 


aed 
LT) BE— te Pourier 系数 KO) = 0H ELT) OX 
上 的 Hilbert 变换 , 划 
H(Gndg(8)) = Heid) + g0). (4, 24) 
证 明 ”注意 png (A) 的 Fouricr 级 数 是 


pn0)g(0) ~ 5 5 Gn) be t 


UES tS 2 
ERR AR Ltk H n Ak + ln. X sigalk + in) = 
sign? ,由 此 即 得 到 (4. 24). . 
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引 理 5 设 XEe HT,c = cs 是 对 应 于 p= 二 2 的 常 系数 . 则 对 
FIER p E L(7),9(0) = 0 gi = gi(01,…,0) © L'A) 
fon I DaHa Ond Nido < Afa I DY Goon) Nad 


(4.25) 
证 明 ”不 失 一 般 性 可 设 & 是 三 角 多 项 式 . 于 是 可 取 nm > 
2— mm, 是 gi 的 阶 .由 引 理 4 和 HT 的 条 件 


[Uda +a + HR + me) [ide 
1 


<f Pac + ass + DA + me) [lide 

这 里 6 一 (0 Pras) E TH, RERET AOE 积分 并 应 用 
Fubini 定理 , 则 变量 a 不 再 出 现 并 且 与 da 无 关 . 由 此 引 理 得 证 . 

定理 1 必要 性 的 证 明 . 

由 HO) 一 0, 故 HCH) = 一 9, 实际 上 在 引 理 5 中 相反 的 不 
等 号 也 是 成 立 的 , 为 证 明 必 要 性 ,只 须 就 WP PF LA HEBR EP FT. 此 
时 我 人 有 

dy, = Di E) se org) ran CE). 

这 里 (r,) Æ Rademacher 函数 序列 ,DD 是 X 值 函数 . 我 们 要 证 明 对 
FE n> lle =+1, 


[i Medco la ef I Sam lide (4.26) 
0 k= 1 0 kal 

为 此 , 令 5(6) = sign cos0, 于 是 由 引 理 5， 

fyn 1 XEDE) 51113095B) Ia 


< Af. I EDD 0H O) I dd 
k=] 


= dj. | > De) ,0 ss ONH (51d) Il kel 
k=] 
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<a, | SID, CO) sns (0))s (0).1) | CO 
二 一 1 


中 间 等 号 成 立 是 因为 Hs) 王妃 (eb (是 偶 函 数 ,五 * 是 
TARO RRETH 上 作 代 换 
Cg;0 rOn) > (Oy ,610, ,e041) 
得 到 . ER Gk S 1) AGG) ,之 1) 是 同 分 布 的 ,第 一 式 即 (2. 
26) 左 端 ,最 后 的 式 子 即 (2. 26) 的 右 端 . 证 毕 ， 
称 函 数 
nfo = stif Aa] 


lsl>e 
为 子 的 极 大 Hilbert 变换 ,应 用 和 实 值 情况 一 样 的 方法 可 以 证 明 . 
推论 2 XE UMD 当 且 仅 当 对 于 任何 ( 某 个 )1 <p coe 
在 cs > 0 使 得 
HA, Sc fl ,sf E LC(R,X) (4.27) 
关于 其 它 类 型 的 奇异 积分 算 子 ,例如 带 有 满足 一 定 条 件 的 奇 
核 的 卷 积 算 子 ,Bourgain 证 明了 在 值 空间 为 UMD 空间 时 相应 的 
算 子 的 有 界 性 . Bourgain 还 证 明了 Littlewood-Paley 型 不 等 式 . 在 
Hardy 空间 理论 中 Burkholder 还 证 明了 共 斩 函 数 的 非 切 向 极 大 函 
RH Oo AEX .Blassco 讨论 了 Hardy 空间 若干 范 数 的 等 价 性 ， 
Rubio de Francia 研究 了 向 量 值 Fourier 级 数 的 a.e. 收敛 性 以 及 更 
为 一 般 的 卷 积 算 子 的 有 界 性 .Garling 建立 了 由 Brown 运动 作成 的 
向 量 值 随机 积分 的 不 等 式 . 另 一 方面 ,McConnel 证 明了 经 
Hormander 修正 的 Mikhlin 乘 子 理论 的 向 量 值 类 比 并 用 于 
Littlewood-Paley 不 等 sk. Zimmermann 将 Littlewood-Paley， 
Marcinkiewicz,Mikhlin 乘 子 定理 推广 到 多 维 室 间 和 向 量 值 的 情 
况 . 事实 证 明 所 有 这 些 都 和 空间 的 UMD 性 质 密切 相关 . 关于 这 
He ,我们 不 准备 在 这 里 一 一 介绍 了 . 
例 1 iF1<p<oo, Pf Hilbert 空间 已 上 的 紧 算 子 4 属于 
Schatten 8C,(H). G 
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| A || = [r(A Ay] < 00, 
其 中 “zr” 表示 后 面 算 子 的 迹 . 
为 此 只 人 须 证 明 当 p = 2:(% 是 自然 数 ) 时 结论 成 立 .对 于 p> 2 
的 其 它 情况 ,采用 内 插 方 法 证 明之 .对 于 1<z 委 2, 应 用 心 (五 ) 与 
C,H) KEMERE + ; =1). 
对 于 Hilbert 变换 , 当 f,g ÆT = (一 rz 上 的 实 函 数 并 且 
了 (0)g(0) = 0 时 ， 
HÍ » Hg ~ fg = H(fHe + Hf +g) (4, 28) 
此 式 两 端 都 是 双 线 性 的 ,所 以 对 于 复 函 数 的 情况 仍然 成 立 . 实际 上 
对 于 了 和 g 到 值 于 一 个 代数 的 情况 仍然 成 立 , Hilbert 空间 上 的 算 
子 可 充当 此 种 代数 . 现在 定义 
f= > he 太一 人 he 四 
注意 点 态 地 有 SCO) = fC0)' ,所 以 (4. 40) 给 出 
Hf-(Hf)* =f+f* + HUKHP + Hf +f"), 
由 此 得 到 
WHS We = WAS + CHA Wc, 
< Isi + HUEI + AF fie, 
C,(H) Æ Hilbert 空间 ,所 以 它 是 UMDP Si H ERAR T) 
范 数 得 到 . 
lEHF || rco S IS Il rep + 2 WF Ireo IES I ir.e,: 
ZN HQ Id, ELIT) QC 上 的 有 界 性 . 所 以 Ci(H) € 
UMD. 依照 上 面 所 说 的 办 法 得 到 C,(H) € UMD(1 < p <œ). 
我 们 在 前 面 $ 3 已 知道 ,X E UMD, 则 久 必 是 超 自 反 空间 .下 
例子 (属于 Pisier ,其 证 明 方法 属于 Gutierrez 和 Lacey) 说 明 对 
一 个 超 自 反 空间 XH ELR X) 上 是 无 界 的 ， Dif X 不 是 
UMD- 空间 . 
例 2 ”对 于 实数 组 “= (a,se) ,我 们 记 
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(4.29) 


$ lal. lel. = max I Da 


loll, 


首先 我 们 证 明 ， 存在 c> 0, MEM ERT n, HLR, 
00)) > LRU) XBL nr) Un) 即 是 分 别 以 上 述 范 数 作成 


AY n 维 空间 , 则 || H || > cloga. 
AL E), f= j= 1 .nm 则 对 于 了 


实际 上 , 设 4 = (全 
= fis fis lf tl z ZR) 一 = 1. 此 外 


log ,-2 


k 
BE SLO |= max 
k—1 1 、 
#re fol 1), mj o< — 人 
m | 


< max |log]1 + 
1Smen ,— 


n 


log(k + 1) <log]1 + 
] 一 
n 


于 是 
[Cmax | DHF CO Far 


| [max | SHS, (t) | Pat > 


lmen 


= = Sif Cmax | YHA [Pat > > Cg 


lim Togn Tg n Dog =e 0, 
故 HI > clogn. 
现在 设 0< 二 9 之 1 固定 ,用 内 插 方 法 容易 得 出 在 R" 的 (nn) 范 
EME 范 数 之 间 可 定义 新 范 数 | - |。,, 记 新 范 数 之 下 的 空间 、 
为 Eon ,使 得 
Hala S ialen S loga) lelli Y a = Cassa). 
Enl EFEK b 为 固定 常数 . 对 于 固定 的 m, 取 使 得 
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v Ne 


log’ °n > Žlogm ,这 里 < 即 上 面 讨论 中 的 常数 . BR Fe LR, 
LD) 使 得 I fi ;二 1 并 且 |H | 2 > clogn,4 F= J/b'log’n, 
则 

b'log’n 


| F | 2 一 f |i zom /blog’n < b'log’n =1. 


HAW. > VAS am > HT Mo 
= || Hf || ; /ogn 


> clogn/b’log’n = log' ’n, (4. 30) 


SH te X = X) O En) 上 不 是 有 界 的 . 


$5 Zeya} Brahe PR eh 


在 此 之 前 我 们 建立 的 扶 论 或 分 析 中 的 不 等 式 都 是 确定 有 某 个 
常数 CC 存在 ,使 之 对 于 一 类 蒜 或 函数 都 能 成 立 . 至 于 C 的 大 小 并 不 
关心 . 事实 上 C 的 最 优 值 在 理论 上 和 应 用 上 都 是 有 意义 的 . 自 80 
年 代 末 以 来 ,Burkholder 发 展 了 一 春 技 巧 用 以 确定 这 些 数值 ,其 中 
包括 款 变 换 不 等 式 , 微分 从 属 不 等 式 , Be om BO SK CH 
Burkholder-Gundy 不 等 式 ), 随 机 积分 不 等 式 中 的 常数 ,以 及 Haar 
系 在 上 ,[0,1](p > 1) 中 的 无 条 件 常数 ,收缩 投影 不 等 式 ,指数 不 
等 式 中 常数 的 最 优 值 . 这 里 将 分 别 加 以 介绍 . 

假定 (di,* > 0) EX (RB = (e) e =t 1 AXE 
UMD, 则 有 不 等 式 

I Med t, SPO all GD 
称 (5. 1) 是 精确 的 , 若 对 于 任何 < BCX) ,存在 概率 空间 和 加 S, 
8 ,其 中 g 是 经 过 某 个 v 的 变换 使 得 上 g 和 > PSH, FERE, 
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ELOI] PHRES e = (e,,n 0) 是 无 条 件 基 , 即 对 任何 实数 序 


I (a, 0) Mle, =t1,%4 | >) ae, Il, = 1R} 
ra 站 
| Sevier l,;}<8<o, (5, 2) 
kab 


称 PO = 8 是 最 优 的 , 若 它 是 满足 此 不 等 式 的 最 小 的 8 值 . 特别 
地 对 于 Haar AA = (信之 0) ,其 中 

ħa = Xoosh 二 Mo) — Xios 

hz = Xud — X44 x Xk 

hy = Xd) — MAA hs = Xli — Ladys 


早 在 1937 Æ Marcinkiewicz RUE T on > 0) 是 L[0,1|] 的 无 
RIFE RERE B,C) = 

SERIE RKE ETERN 

定理 1 设 8E Lic), 则 不 等 式 (5.1) 中 的 


BMX) SB (5.3) 

MAES EER PR XK XS REREH EXXX, 
Ltr Va, ny TTY = - 

| > ~ [Pe — Bl a Il" ulr, y) (5. 4) 


证 明 “充分 性 ”假定 (5.4) 成 立 , 记 左 端 的 函数 为 F(x,y). 
即 


+- y 1 
Eizy) = | => 1*— e l 


ray 
2 


我 们 证 明 对 于 任何 (ff ,vw,g) € . CX) 
lel, <BUS (>. (5. 6) 
正 象 $ 1 定理 3 证 明 的 2 AP PEAY ABER. BTC) Meme S JE RR A 
g GEREI MEZE NX x XAH Z = (Zn 20. RP Z = 
CX TY， )， 
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X, =g, + f= lat dds, 
k=0 


， (5. 7) 
Y, 一 8 一 人 一 Le — Dafs 


由 定义 可 知 , 对 于 nn 之 1, 不 是 X, 一 X,- = OMBY, 一 Y, | 三 0. 
所 以 称 2 是 "之 字 ” 
use XXX EAE RW BV rsy E Xue( ulz, 
“ ) ETRE Mee RAY BY Jensen 不 等 式 中 相反 的 不 
等 号 成 立 . 由 于 Z, = (XY, 或 者 2 = O41.) ,所 以 
E(u(K YB, KU CEN, | 二 5 Yn) 
= uX, iY ni)’ 
EUX, -13 Yn) [r Su CX, EO, B-D 
= uX ni’ Yu). 
总 之 有 
EulZ,) S EulZ, So S En(Z,) (5.8) 
假若 如 (5. 4) 所 设 ,u dE F ARARO MRAR HGS. 7) 
le, ls — ei fll k = ESZ, ) < Ea(Z,) S Eu(Z,). (5.9) 
:此 外 设 u 满足 齐 性 条 件 
ular ay) = jal’u(z.y) Ya cR (5:10) 
否则 以 if car. Ay) / Al? 代 蔡 “, 既 具有 所 说 的 齐 性 又 满足 (5. 4). 
Æ Za = (X,,0) 则 


UCZ) = [aCA 0) + (> Xa,0)] < u (0,0) = 0, 


对 于 Z = (0Y) 情况 也 一 样 , 总 之 此 时 有 lZ) 委 0, 由 此 得 到 
lends — PAIS ORNS. 3) RZ. 
EYE RG. DERZ BMBEZ ry) = {Z= Z) FE 
(0.1) EELER ZE” BE. Z, = (roy) HAS 
Ucr,y) = supfEF(Z..),.Z E€ Zz, y)} 
CF (han FPL TE LIF A E FE ABR Z = limZ, a. e. 存在 . 
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RZ, = (x,y) 知道 (x,y) SU (a, y). 
为 证 明 品 是 双 四 的 , 由 对 称 性 只 须 证 明 UC, y) BE. 候 
E Tor: EX © RU (x,y) > mpi = 152,20 = ex, 十 (1 
— a)t, 0 <r <1. RZ E€ Zr,y) 使 得 EF(Zi) > m. 不 妨 设 
Yasi — Yon = OFFA Xhe 一 X%ii 硅 0 定义 Z 如 下 : 
Lo == (x,y), 
Z,a (0) = Zoja) uy + Zw — a) A — @)) Xe. 
则 ZE ZCr,y) 并 且 
LUCzy) > EF(Z,.) = aEF (ZL) + (1 — MEF(Z2) 
Zam + (1 一 @m,, 
于 是 由 mom, 的 任意 性 得 到 
Cr) Sar sy) + O — OUr y). 
最 后 验证 CCr,y) 有 有 限 值 .由 于 已 (xy) S Flay), FRU 
是 下 方 局 部 有 界 的 . MCS. 3) 说 明 !" (0.0) 委 0, 即 任何 ZE Z(0,0) 
对 应 有 一 对 fg 满足 (G3.3)( 以 8B 为 系数 ), 由 (5.9) 式 知 道 
EF(Z.) 之 0. 这 说 明 L(r,0) ABB. 从 而 
Ullr, 0) + UC— x,0) S 2U00.0) SO. 
类 似 地 ,U(x,y) WAR. COBY AE Ap Se YP. 
下 面 引 理 是 定理 1 在 义 = R 时 的 特殊 形式 . 
引 理 1 1S P< MSR 这 8 当 且 仅 当 存 在 四 函数 
WR R, 
Wt) = | W(t 1) #0 (5.11) 
fe FC+,1) 的 强 函 数 . 
证 明 车 pB,(R) 碌 有 ,由 定理 1， FE uly) Sk, y) u Xl 
1], BEERE. 10). SWO = et. 1) We 满足 (5. 11) 并 且 
是 (1,1) 的 强 污 数 . 
BARE W 存在 ,定义 :RX ROR, 
u(t,.s) = |s PW Gs) $s 天 0 
= |1|*W(0) s=0 (5.12) 


wt 
w 
Co 


tamy, 


U te 满足 定理 1 的 条 件 ,由 此 得 出 86,(R) <8. 为 验证 4 的 性 质 ef 
HW AEE WES. 又 必 有 WO) <0, BU o, 
WO > oo W RE RESEM AY. u ITERA EE FC ss) 的 强 函 数 .由 
WO <0 FW fy PN ESIGN u BU. SIS BE, 

引 理 2 RISB co, FE FC) RE WOW ENR 
ROPE EG. 11) 的 必 充 条 件 是 p' 一 1 之 8, 这 里 p* = PV, 
pp 'i+g'!=1. 

证 明 BREWER n= oe Ste <1 WU) > 


ty tet | 
ED = te pee WE 


由 于 W Ea. 极限 
im YO WD) 
m 一 一 一 一 一 一 
torso zz 一] : 
存在 . 记 为 及 和 工 .同时 若 0 < 上 <1, 
Wd) ~ WG WO) — rww ') 
1 一 ! B l~r 
lt po, WED- wa) 
lt els] 
Stl OMI L = pW) 一 R. RH W C) 的 非 负 性 和 W 的 
凹 性 得 到 


pW) =L+R<2L< 


(5. 13) 


20W (1) — W(t,)) 


< (P+ DW). 


1 一 而 
(5. 14) 
于 是 Bp 之 pp 一 1 车 一 1 二 :二 0, 记 
WD ~ won. 1— lz” 
r—(-1) = WE DIT 
ppo WED =D 


[一 ] 
则 有 
WCC 1) > 


2(W DWED ; pi+il 
宇 一 W 
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H W 1) AHWA) < 2W00) (一 1) 是 负 的 ,由 此 得 出 8 之 


1 * 
2—17 LAZ p —l=pVg—-1<SP. 


RZ BGK C= pt lL Ëp=2RRWO = 1, 容易 验证 


W(t) = F(t,1) 并 且 满 足 (5.11). 若 2 < <<c, 则 FT 在 (- 


02 to) 和 (三 1,co)》 LAELIA. Wit B= » 一 1, 所 以 对 于 WW.(5. 
14) 中 全 部 为 等 号 ,LL = 二 R=WQ)(l 一 16) We) = 0. KEL, 
1J EWG) =at—b. YEU] EW = ar! — be HAL 
= R Ë b = all 一 2p7'). AA WG) = FO.1). AW BY 
Ay SF AIRF POD VA W Cr + OW (to +) = Ft 1) ,此 式 给 


tal pa = pom. EMRE “ 必 的 方程 一 起 ,这 在 [fu， 
to!) Eie te TW). 在 此 区 间 之 外 ,W (4) = 上 (1,1), 但 不 具 
有 了 唯一 性 , 事实 上 可 令 


wen = g a 


L- — pi Spd | 


+ 1D wer (5. 15) 
Hha,= p Gap ye eR CE AY. ER ERP 
265.11) FALE ts!) ES _E RT RRB. W 即 所 求 . 
对 于 1 < p< 2, 类 似 的 论证 也 得 出 如 同 (5. 15) 的 W. 
推论 1 设 1<p<colp: =pV a9= 57 
E (REP <w 
lels -DIFI, (5.16) 
常数 六 一 1 是 最 优 的 . E0 ISl <n WF RHR 


; 若 (f,v,2) 


户 = 王 2 并且 Silas" = = N Afa. e. 成 立 ， 
证 明 “第 一 个 结论 由 引 理 1， 2 直接 得 出 , 第 二 个 结论 的 充分 
性 是 由 于 WS We = EY fo M 剩 下 要 证 明 必 要 性 ,为 此 只 须 说 
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明 p 关 2 时 严格 不 等 式 成 立 . 不妨 设 是 第 一 个 使 上 廊 几 ,之 0 的 
指标 , 即 Sa = df,, 同 时 g, = dg, = ed f, = 6f,, 考 虚 通 过 (5. 15) 
以 及 (5. 12) 定义 的 函数 ur, y). W 
u(Z,) = uX,.Y,) = a (le,| — Cp DADEA] 
+ |g,|)? <0, 
M F(z.y) Sua.y) 得 出 
en et — 1 WAS S uX, Y.) 
= g Egl 一 (人 — DIFC + le)? <0, 
故 严格 不 等 式 成 立 ， 
推论 2 BUD =p —1,B1< pmo, 
这 是 由 于 在 $ 1 中 我 们 已 得 到 过 cv,(R) =c,(l), 
推论 3 (Maurey) BiCX) = BX). BP BCX) 是 当 (5. 1) 
中 的 蒜 是 二 进 制 款 时 的 最 优 系数 ， 
证 明 “用 证 明定 理 1 的 方法 可 以 证 明 BCX) SPAS 
co) 的 必 充 条 件 是 存在 中 点 双 目 函数 “满足 (5. 4) ,只 须 注意 在 证 
HU HAUER a = 元,Z(x,y) HATERS. 但 是 一 个 
中 点 凹 函数 当下 方 有 界 时 也 是 凹 函 数 . 所 以 当 遍 (X) 委 8 时 必 有 
BX) SB. LU B,C) SAX). RRR SRE BAB HK 
等 号 成 立 . 
定理 2 设 1 达 p 达 吕 , 太 是 Hilbert Sle]. f.g E H (RH 
且 g 是 了 的 微分 从 属 , 则 
lel,<@ DIri (5.17) 
常数 po 一 1 是 最 优 的 .车 0 过 fi, 过 00, 则 等 号 成 立 当 且 仅 当 
p=2 并 且 ldg l| = lef ll ae Vane. 
证 明 在 人 HX 右上 定义 
Ur) =a,Cl yl — Cp — DE zi) zl + yl 
(5. 18) 
Vlrsy) = yf’*— CB ell’ (5. 19) 
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其 中 a = pl1 一 1/p*)*1, 注 意 若 采用 (5.15) ESE WG. 
12) 定义 4, 则 


Ua@.y=aClyll + ici. tol — tell. 
另 一 方面 若 采用 (5.15) 定义 的 F(z,y), 并 上 且 令 8 二 pp 一 1, 则 
Væ = F yl + tells iol — izl. 


由 前 面 已 有 的 结论 知道 V(r,y) SUC, y. Æ A < co. et 
U,V 积分 得 到 

gd? t= DEA = EV Sg.) S BUCS g). 
现在 证 明 

EU (fy +80) Ko SEU Cfo Bo) KOs (5, 20) 

若 如 此 , 则 定理 的 第 一 个 结论 得 证 . 

MF ryh k E H, |e <A ZRA GRR, 

GU) = U(r + thhy + tk). 

SMH = |rt thll NO = lytell. EEUE MO), 
NO 恒 不 为 0. 否则 考虑 乘积 空间 HX R= ((za, Yy xr € Ha 
E R) # AVA (6a, 5a) 62, 5@)) = 12, 十 mas HAR. Wit H = 
Rt, 对 于 任何 a 关 0, || Cr.) | AO, MTA Me) NO) AO, 
当 相 应 的 结果 得 出 以 后 表 令 a 一 0 即 为 所 求 . 其 次 ,由 于 是 内 积 空 
间 , 故 


2MM' G) = 2 lathi = 2+ thh) (5.21) 
1 Cr + th,h) S > ! _ Gy + tk, hk) > 


> 2, 
GW) = a, [ (M + NY — pM(M +N)" 
Gia) = a [pM + NYG! 
— p(p —1)M(M + NY :CM' + ND] 
G'A) = a [pM + NYON" + plp — DOM + NYM 
+ NON — p(p — DMM + NYM + N') 
— plp —1)(p ~ 2M + N) M + N'Y 


WS 


— p(p — 1)M(M + N)? (M" + NY] 


5 
= SU 
i=] 
显然 I 委 0, 又 
IL ++, +1; =—a,p(p—1)(M + NM — N+ 
MM" + MN" — (p— IDM + NMN”) 
<— a,p(p — DM NY MM" + M") 
— (NN" + N'?)] 
对 于 (5. 21) 两 端 关 于 上 求 导 , 则 
M? 4+ MM" = |A| NE +NN" = fki 
由 于 IEI < [A ER <0. FHC BEY. WF pS 2a 
类 似 分 析 , 仍 得 到 C HMA. Fe 
GA) SGO) + G0). (5. 22) 
记 G C0) = elr y) h) + Cry). k) HE 
© gay) = ap DE + yore 
gry = alel + yi eene cle 


+ ly? 7d Tol 
Vet = fay = Brisk = afk = dg., Wh A ERRI 
Uh ne Bn) = Uf Ba) + Ghia Bn) df,) 
+ CPF Bi) dEn). (5.23) 
西端 关于 Z. 求 条 件 期 望 然 后 求 期 望 得 到 (5. 20). 由 于 
EU (fasg Sa,(2 PNL AES 
所 以 (5. 17) 成 立 . l 
由 于 在 实 值 款 变换 的 情况 p' 一 1 是 最 优 的 ,所 以 这 里 也 是 最 
优 的 . 此 外 车 p 关 2 并 且 0 过 NS I, < 不 妨 设 " 是 第 一 个 范 数 
不 为 0 的 A FERR] mn & n 时 | 
EU (fn sn) S EU fava) Kanl2 — pra ty f, lle <o 
故 严格 不 等 号 成 立 . 定理 得 证 . 
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推论 4 11 < p<oo.H CRM Hilbert 空间 ,对 于 任何 
H ER f,v = (6,),e, 可 以 是 实 或 复数 ,|s| 二 1, 若 g 是 了 经 过 vw 
的 变换 , 则 
lele <s otm DII (5. 24) 
并 且 p* 一 1 是 最 优 的 , 等 号 成 立 当 且 仅 当 p == 2. 
回忆 270,1] 的 基底 e = (ee 之 0) 称 为 单调 基 , 若 对 于 任何 
KT (a, ,k > 0) filn 之 1， 


I ase | pp < || See | pe 


另外 ,考虑 正 测 度 空 sa r 上 的 收缩 投影 的 非 降序 列 (CPisk > 0). 
HHP, = 0, |P |) 1,PjPi= PP, = Pocky. F lal 
<1 JELI. WE 

| > aP, — Pr VF vs RIFIN, (5. 25) 


的 最 小 常数 8 =? 对 此 我 们 有 
定理 3 1<p<æ, M] Haar gh = h) L101, PR 
ERR MA p 一 1. 即 对 任何 实数 序列 (ww 人 之 0) 和 = 土 1. 
| > ， gah | p <(p* — 1) | van, | » Gel) G. 26) 


rom 


Pp 一 1 是 最 优 的 ， 等 号 成 立 当 且 仅 当 p= 2H a= 0,k [0 
4 (a, 2 = 0) 取 为 复数 ,e = e*,0; © RL RE eÈ 
常数 不 变 . 
证 明 ”注意 
(clip tet sanhas Orr) 
SiR LER MRE E g E S Ait =) 的 变 


换 , 由 定理 1 或 定理 2 得 到 (5. 26). Dak. (AAS BIG SK 


进 款 , 故 由 定理 1 和 推论 3 得 到 p* 一 1 是 最 优 的 . 
推论 5 710,1]( <p < co) 中 的 单调 基 的 无 系 件 常数 是 


p* 一 1. 

Olevskii 证 明了 L*[0,1] 的 任何 基 的 无 条 件 常数 都 不 会 比 
Haar 系 的 无 条 件 系数 小 . 所 以 若 e 是 单调 基 , 则 B,(e) 之 B, h). 关 
于 相反 的 不 等 式 可 从 下 面 定 理 得 到 ， 因为 一 一 个 单调 基 可 以 看 成 由 
一 列 收缩 投影 得 到 的 . 

推论 6 (5. 25) 中 的 最 优 常 数 是 p* 一 1. 若 p 关 2, F> 
0, 则 严格 不 等 式 成 立 . 

证 明 Ando 证 明了 L, 中 的 每 个 非 0 收缩 投影 等 距 地 等 价 于 
一 个 条 件 期 望 .因此 由 定理 2， 


| Moe, = PDS li +a — OUP FI 


< — 1) SMG. 
其 余 的 证 明 与 定理 2 相应 部 分 一 样 ， 
引 理 3 1<p<oo,H Æ Hilbert 空间 ,f,g Æ H (AR. 
5 是 了 的 微分 从 属 . unta 是 标量 值 可 料 R. V. 序列 ,使 得 
Si Jop)? < N jupo) isa.e. VFO (5. 27) 


j=0 j=0 


则 
| 92 | Dy rade 2)? Wp 


Kp DICH Sued Fe Wyn BO (5.28) 


=O 


这 里 p' 一 1 是 最 优 常数 . 若 有 端 HAT LE 0, 则 等 号 成 立 当 且 仅 
当 p == 2 并 且 


5 || vadg Il? = => | apdfi l|? ae 0S Sna. 


证 明 ORK = i 不 妨 设 (5. 28) HARMA 
dF, = (upd fy) jos dG = (vad Bu) joo 
H (5. 27), || dGi ae < || dE, ic dP dGs 分 别 对 应 于 天 ER F., 
G. 将 定理 2 应 用 于 天 ,C, 则 得 到 (5. 28). 
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定理 4 i1<p<oo,H # Hilbert 空间 , 2H (ARM 
= DEIS Ss IF Ss -DISeA I, 


(5. 29) 
FJ, #1 < p< 2 
Ifl,2@-—DIS?A I, (5. 30) 
B2ml p<. 
If ,-<QG-DISPATI, (5.31) 


此 两 式 中 的 p 一 1 是 最 优 常 数 .车 0 过 上 fi 过 co , 则 等 号 成 立 ， 
当 且 仅 当 户 = 2. 

证 明 ”为 证 左 端 ,在 引 理 3(5. 28) 式 中 令 df = dg 并且 7 一 
k Ef ve Hl jh vy =0. B= up Hl Si hey, = 0. 
然后 令 (5.28) PH n> co 即 得 之 . 右 端 可 用 类 似 方法 证 明 .《〈5， 
30), (5. 31) 可 立即 得 出 . 

现在 让 我 们 看 下 面 例子 . 

o> p ERATE 

x? + po! — w = (5. 32) 
MATER. 41-0 = 28> oe = Le aap) Elo, 
1] 上 定义 
f(s) = (x + GO DO Xeo + Ors Xie a- 

直接 计算 可 得 出 Ef = ac FFBS = Afi) RF oR A, 
= o(fiolSi<n) oR. HSH 

dfai = OXton p H (T+ a 1)é 一 CERD P EAT 

现在 用 (1, — 1.1, — 1.) FES PER g= (g,), 则 

Enei = £ F (— DÈT, p 


1 


+ De Die + G 8 ~ Ors! — Ota p? 
i=] 


Ea = E+ 5 《一 Dir + G 1)6 — bxzs 6jXco ,re 


i=l 
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TERME ma Ss <n, it 


a1 — #s*!—S8Sxet+ 1)0— Ors! rl — 0! 


(5. 33) 


(5. 34) 


从 而 

Xx(1—0D — 26< |g. — r| <r 0 -1+6 

| rz(1— 6)s""! | eT 28 < | E» TT | ,< p I rA — 0s! ll, 

+ ô. 
但 由 (5. 32) 
| (265°) )’'ds = (w — 1), 
人 一 了 0 
| rd Am ,= (w — 1)=1. 
所 以 


lim lim {| go || , = 1: 
a0 6-0 


I Wk = La + Gn 1)8)Pm, + f (Ors!) ds 
第 一 项 当 n 一 co 时 趋 于 0, 第 二 项 等 于 (w 一 1)". PRY 
Ifll,=supiif.l,=e—1, 
lim lim || f ||, = p — 1. 
所 以 此 例 也 说 明 蒜 变换 不 等 式 (5. 16) 中 系数 的 最 优 性 ， 
最 后 让 我 们 计算 |i f° |, KRE 
f° 0) = Set @ = DOM on 


an fa + (n — 1)8 |ds 
一 1” * nti 


æ 1 
F (rs?! )'ds = | (xs 1)rds 
Tatı 0 


n=] 
=4f (Oxs ds = ow — 1). 


(5. 35) 
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w — 1 


\| f* l, = 0 = W, lim lim | f* l= (5.36) 


于 是 
户 


lim lim fp = <P lim lim || f p 
由 此 得 出 l 


推论 7 设 f 是 实 信 下 靳 ,f* 是 的 极 大 函数 , 则 当 1 二 p 过 
co 时 


. 1 1 - 
IF I< fll G+o=D (5.37) 


”系数 g 是 最 优 的 . 


推论 8 2< p< H Æ Hilbert ZE, f E H ARM 
LE SASEA Ilp (5, 38) 
系数 /是 最 优 的 , 不 等 号 当 0 < |S), < co 时 成 立 ， 
推论 8 由 (5. 31) 和 (5. 37) 合并 得 到 . 
定理 5 iH E Hilbert ZPS g È H EREE s Æ S t 
微分 从 属 , 则 
Pupi | fol + bet = MSZ 65.39 


这 里 系数 2 是 最 优 的 . 

证 明 “在 上 一 章 85 定理 5 我们 已 证 明了 (5. 39). 关于 2 的 
最 优 性 是 因为 在 下 面 推论 中 它 已 是 最 优 的 ， 

推论 9 ik H 2 Hilbert 空间 ,g 是 了 了 的 微分 从 属 , 则 

Pg HF (5.40) 

常数 2 是 最 优 的 . 

证 明 ”只 须 说 明 最 优 性 . 这 里 是 一 个 简单 例子 . 设 吧 三 i 
LŠ Pd-4D= $ PCS) = 1P RER Ede, = df, 


dg (w) =— df, (w) =— wwe 0. 4 n 过 2 时 ,dg = df, 


二 1 
=>) 
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= 0, 由 于 当 )” 1 时 ， le! =1, FLL PCle ll > =1. 又 


EI e Id LZA = L AUSSA 


不 仅 如 此 ,(5. 40) 中 的 常数 2 AGE Hilbert 空间 情况 成 为 最 
优 的 ， 


推论 10 ” 实 或 复 的 Banach 空间 X Æ Hilbert 空间 当 且 仅 当 。 


(5. 40) HETT XER f,g 成 立 , 这 里 g 是 了 的 微分 从 属 ,或 者 g 是 
/关于 vv" <1) HREH. 

证 明 ”必要 性 不 需 再 证 . 现在 设 (5. 40) HSB HZ. 
则 当 g' > Lae if, fll > >. Bie $2 定 理 1 证明 中 定义 的 
函数 J(7,y) A (aay) ,在 现在 的 情况 必定 有 

$0,0) > 27'1,E0,0) = 29(0,0) 之 1 
实际 上 只 能 有 #(0,0) = 1, § 2 PH 3,X Æ Hilbert 空间 . 
现在 让 我 们 证 明 一 个 指数 型 不 等 式 . 设 ©. [0,00) > [0,co) 
是 增加 凸 函 数 ,@(0) = 0, 瑟 是 二 次 可 微 的 又 具有 一 阶 严格 凸 的 导 
pe Bx. DCO ans = 0. 

定理 6 omt, H Hilbert Sih], WE A Se, 

， 是 了 的 微分 从 败 , | 71 。 < LM 


supE®C |g, |) < LP oeat. (5.41) 


这 里 常数 六 是 最 优 的 ， 
证 明 UES = ((ruy)EHXH: |r <1). Be ISI ~ 
过 1, 所 以 不 妨 假定 Co ,go) E SY wE On 20. 我 们 将 给 
出 一 个 函数 uS > R 使 得 
1° EPCI g, |) S EuCS,.2.)> 
2 EuCh,.,) S Eul friga- > 15 
3° Eu(fs,g) <f Pe'dt. 


从 1",2°,3° 即 得 到 (5., 41). AM a, 
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es me ee 


BO) = OC — 1) >1. 


AQ@) = e| Bends = eof D(se~'ds, 
然后 令 
uwy = A+ yl oz %Acd/2. eh + doll <1, 
= (1 — fa oAcial + lyf) + acl BC] cl 
+ yds tal + dy} >r (5. 42) 
此 函数 连续 并 且 在 lleil + lol = 1 时 ,两 部 分 的 值 都 等 于 
| y laa). MES 
gry) 一 一 4(01)z， loll + Hy <1 
= [>v Adz + ly + 8Cl cl + yl) 
+ BC + ily lode. 
hel + iyli >1. 
(ary) = ACDy lal] + yl <1; 
=[0 = Jaz Ace + Ixi etal 
= DEI] + fly ToT oT? 
lal] + iyi > 1. 6.43) 
在 SS 上 ,Pp,y 是 连续 函数 . 


Elay) ES, a thy th €S, al <All. RE 
必 有 
ux + hoy +k) Sulz y) + (Ox,y),h) 十 (WO y), k) 
(5.44) 


并 且 当 fel + ol <1< etal + lly +él MBA 
FAR EEE h A 0, 我 们 在 验证 时 将 作 此 假设 ， 
te [0.1], |rt rtk <1. LOI] 上 
Gt) = u(x + thy + tk) 
连续 ,不 等 式 (5. 44) 等 价 于 
GU) <<GO) +G O+). (5.45) 
24 OR EC 在 (0,1) 上 非 增 , 则 由 均值 定理 得 出 (5, 45). MO = 
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(r+ NG) = lytek|  F=A-—RB. hb MHA. Ys> 
1 时 ,FG) > 0,F'(s) > 0.F"(s) > OFFB SF's) — FG) > 0. # 


ay 
3 


T= {t€ (0,1);M@) 十 NG <1}, 
J = {t € (ODIMG) > OMGO) + NG) > 1). 
由 1 的 严格 凸 性 和 N hte. ODE U J) BARE. MON 在 
J 上 都 是 严格 正 的 ,所 以 G@G 在 7 U J 上 无 穷 可 微 . BHC 在 (0,1) 
上 连续 , 为 证 明 C 在 (0,1) 上 非 增 只 须 证 明 在 了 77 上 ,C" 委 0. 若 
TAD,MG’=—Clall?— ADA) SOLE 1 AIFS, 
在 前 面 所 说 条 件 let yl <1< lrt + lotrel oP. 
G"=— (Ì A]? — Ik DEF CM +N) — N'M + NF (M 
+N) — FM+ N)]— MM + N'PF"M + N) 
<0, ted 
这 证 明了 (5. 44), 关于 严格 不 等 式 的 论断 是 因为 MM + N'Y E 
J 中 只 有 有 限 多 个 0 点 ,所 以 G' EJ EMR PS 
由 (5.44) 和 dg 上 < af 得 到 
Ub Bn) Sulfs gt) + (pfs 81) dF) 
+ Plnia) dn). (5.46) 
若 对 于 某 个 ”之 1， 
PEA- d + lead <1< A + de. > 0 


(5.47) 
则 (5. 46) 以 正 概 率 成 立 . 取 期 望 即 得 出 2. EG. 47) 成 立 , 则 严格 
不 等 式 成 立 ， 
由 (5. 44) .0(fosgo) 所 ww(0,0), 故 4° ML. E 
PCI fol + lel > 1) >0, (5. 48) 
则 严格 不 等 式 成 立 ， 


最 后 若 Dg ~ <1. WMsupkG¢ |g, |) <2). PR. 


G(1) = |g (dt < Jøa ), 由 Jensen 不 等 式 


P< Fo (De- = Fonera., 
此 时 (5, 43) RL. E Ug |]. > 1G. 47) 或 (5. 48) 成 立 , 所 以 也 
有 (5. 43) 成 立 . 
关于 系数 的 最 优 性 ,我们 在 下 面 推论 的 证 明 中 验证 . 
推论 11 2< p< wo Ot) = tP HERE Mee 6, 则 
lg 1 上 << 广 PC 十 1D， (5.49) 


其 中 的 常数 是 最 优 的 . 

PLES PIF ROKR, = (24+ 6) 1,2 = (2 一 
62+ 671M 

d, 一 二 Neo d, = 5a + 6) Xto. = Skins 

d; = OXro.py) 一 《1] 一 0/2) Xir. + 

d, = Xun — (1 — 0/2) Xtra » 
这 是 一 个 靳 差 序 列 . NS SOA = (1, - 101, 一 1,…)， 
f Sit vu 的 变换 是 g. 则 |g = 1. 注意 若 nn 之 1, 则 


F2 = A+ (2n + 1)8/2) Xto. + Sikstan. ns 


k=l 


Ii > yG 一 DKO ! 


之 7(1 一 By SY (RO) re =u (a = — Slog) 


k=] 
宇 7(1 一 po os oltre “dt 
=? > tPe“dt 
a CHA? 
HFA =1 48a — 2'8), 8 > Of e 1, H Fatou 引 理 ， 


lim inf Sg > | wede = r + 1). 


1 
oT 
bo 


lane ee me ke mR em ot ean RE REESE foe merece Sam 


再 由 (5. 49) ,实际 上 等 号 成 立 . 

更 细致 的 计算 说 明 , 对 于 这 个 1,(5. 43) 中 的 等 号 (经 过 取 极 
限 ) 也 成 立 . 

Re KMS RMR DASH RRA KOA) 是 
完备 概率 空间 , (名 ,t 之 0) 是 多 的 非 降 右 连续 子 o 代数 族 ,其 中 
Z ee BREM O MSR. 右 是 可 分 Hilbert 空间 , M = (CM) 是 
SMF (Bt > 0) 的 H 值 靳 ,在 [0,co) 上 有 右 连 续 规 道 , 在 (0， 
co) 上 有 左 极限 . 设 V = Veo WAR BEV Co) | <1. 4% 
虑 随机 过 程 N = CN,)>。: 


= | vam. 
定理 7 1< p< ,H 是 Hilbert 空间 , 则 
IN| ,<@* -DIMI, (5. 50) 
@ |Mil.~.<1#H2< p<. 
IN s<27r(p +). (5.51) 
其 中 的 常数 都 是 最 优 的 . 


证 明 ”由 于 在 离散 情况 这 些 常数 是 最 优 的 ,所 以 这 里 也 是 最 
优 的 . 同样 地 ,在 7to 积 分 的 情况 它们 也 是 最 优 的 . 此 外 这 些 不 等 式 
在 p = 2 时 等 号 可 以 成 立 .这 一 点 可 直接 证 明 , 在 p 隆 2 时 严格 不 
等 号 成 立 ， 

为 证 明 这 些 不 等 式 ,不 妨 设 M, 三 0. 设 2 是 如 下 形式 的 过 程 Y 
= (Y,) x0 的 全 体 


Y, = 70M Cry AD 门 一 Mr ， At] (5.52) 


其 中 la <1, o= Ln L -<.1 WEA AY. 由 于 (M,. OS 
k<n) EWY, 可 看 成 它 关 于 (as,1 委 4 委 妆 的 变换 ,由 以 前 得 到 
的 结果 ,注意 nle Sst 

IEIS -DIMGI,<@ — DIMO il 
从 而 


cl 
al 


LYI, = sup lY N, < Cp — DIM, 
AW WM |. 1,2 < p< o, 
IYI <r 十 1 


要 把 Y 换 成 N, 只 须 注意 一 个 基本 的 事实 , 即 当 1 <p <oo, 
IM Il, < oo Bh FEE YO E Z Elim | YP — NI, =0 


附录 1 网 与 渗透 


本 书 中 用 到 一 些 一 般 拓 扑 空间 的 收敛 性 问题 , 即 网 收敛 问题 , 这 里 扼要 
地 子 以 叙述 . 

集合 XX 上 的 拓扑 指 的 是 X 的 一 个 子 集 族 HE 

D 基本 身 和 空 集 人 Er， 

(2) B,.B,Er. W BN BEr, 

(3) BE tA € A), Us Er, 
rt 中 的 每 个 元 称 为 开 集 .X 与 r+ 一 起 称 为 拓扑 空间 , 记 为 (X,r), 开 集 关 于 整 
个 空间 XX 的 余 集 称 为 闭 集 . 上面 (3) 说 明 开 集 关于 任意 并 封闭 . 容易 证 明 闭 
集 关于 任意 交 封 闭 , 对 于 任何 集合 ACX, 包 含 在 4 中 的 所 有 开 集 之 并 称 为 
ANAM, iW a. 包含 4 的 所 有 闭 集 之 交 称 为 4 的 闭 包 , 记 为 4. 容易 知道 
ARREAK ASA. 4 为 闭 集 当 且 仅 当 4=4. 对 于 一 个 点 EX, 包 
eX WL TRB r 的 邻 域 ,x 的 邻 域 的 全 体 称 为 的 邻 域 系 , 记 为 NN 
(r). 

称 拓扑 空间 (X,r) 是 了 | FEA X PA GAR a E r) EARE. 称 (X， 
Die T: 空间 或 Hausdorff 空间 , 若 对 于 任何 两 点 zx.yEX,z 天 >, 则 存在 VE 
N(x) VEN Cy) UNV HO. (X ,rT) 称 为 第 一 可 数 的 , 若 对 于 每 一 点 x EE 
XX,N (zx) 中 有 可 数 多 个 元 , 记 为 V,(n 之 1), 使 得 YU EN(z), 存 在 nn 使 得 V， 
CU, 称 {Vn 全 1} 是 在 zx 点 的 可 数 名 域 基 ， 

定理 1， DT, ZAE T 空间 . (2) XORT: SHS ARS rie 
XX,z 关 y WEE VEN Cy EE EV. (3) 度量 空间 是 第 一 可 数 的 . 

证 明 1° 设 z€EX, 对 于 任何 y€ XX,y 去 7, 取 U,E€ N(y) 使 得 zx E 
U,,WX\{r)} = UU, Sa BAR Hr) 为 闭 集 . 

2° 若 对 于 Y xz、yEX,zx 天 y, 存 在 UEN(Cy) 使 得 xz€EUV. 由 于 余 集 UE 
Nw) AX DBT. RZE DET. 的 ,rz 天 7 SMI UEN@)VEN 
Cy) UNV =Ø. LAY VEU. Jf H. U 是 财 集 .容易 知道 了 YC 太 = 三 ,所 以 
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V. 

3” 度量 空间 中 以 x 为 中 心 ,二 为 半径 的 球 构成 x 的 可 数 邻 域 基 

指标 集 4 的 元 素 之 间 的 关系 “过 " 称 为 半 床 关系 (从 而 A 称 为 半 序 指标 
集 ), 若 AKAA SA s AKA MW AL = Aa pA de Ar Ag A Ag. 半 序 指标 集 4 
称 为 定向 集 , 若 对 于 任何 加 E4, 存 在 1E4 使 得 ASA ASA. 

设 4 是 定向 集 , 则 以 A ARROA, OPERI r AEA RAT 
Pa. PRI (2, AC AIRF A EX AMF ET UE Na) FE AEA, fE 
得 任何 ADA, 都 有 心 EL. 记 为 jms=z 或 者 ar, Bh r AE (ae AC AI 
限 , 定向 集 4 的 子 集 涉 若 以 原来 的 半 序 为 半 序 仍 为 定向 集 , 则 称 4 是 4 的 
子 定向 集 , 此 时 称 {xz A EAN ER, ACA FR. 

定向 集 是 自然 数 集 N 的 推广 形式 . 间 样 的 ,网 是 序列 的 推广 形式 . 当 4 
=N 并 且 以 自然 数 从 小 到 大 为 序 的 话 , 网 就 成 了 序列 ,并 且 在 度量 空间 的 情 
况 网 的 作用 完全 可 以 用 序列 来 代替 . 但 在 一 般 拓扑 空间 情况 就 另 当 别论 了 . 
即使 常用 的 赋 范 空间 , 当 涉 及 到 它 的 弱 拓扑 时 ,一 般 就 不 这 是 可 度 重 的 ,在 关 
的 收复 性 就 要 借助 于 网 的 收 伐 性 、 

定理 2 设 (X,r) 是 拓扑 空间 ,ACX， 

(1) 6 A 4 A 4 FE (a AE AS CA sana, 

(2) EASA SAMS AE (ai AE ACA Faas. 

(3) A 是 闭 集 当 且 仅 当 任何 (zx,AE AS CA rir h EA. 

(4) (XD T 空间 当 且 仅 当 (X, 忆 中 的 每 个 网 的 极限 是 唯一 的 ， 

证 明 Kee AWA EM REUEN ANUAS. 否则 大 
UEN H ANU =Ø, R] 4CUs. 后 着 为 闭 集 . 故 ACU HUT EA F 
盾 , 取 ze C ANU ERE No) PICK RB FO K R F E I EAT f 
SUV EN( 2) UNVEN(s). 所 以 N(zr) 是 定向 集 , {xv,U EN(z)) 是 (X， 
) 中 的 网 并 HH zu, 

Reo Ale AC ACA rma, BIE eA .此 时 对 于 任何 内 集 
F FDA RINEN r€ F. RE EFM rE RAR arr EM, 
J AEA FEE fil AeA ER EF Mii EA Fi. 

2” 证 明 与 1" 类 似 ， 

3 # ALAR AHA. 4 Arr HA EA. AM ee A= CA 
六 后 者 为 开 集 , 王 是 3 do AME WADA EAL HT. RIK. GAA 
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ISR ATi es 


闭 , 取 xEA 有 N\A. 由 2°,3 mwE4, AEA 使 得 cir, fh cA, PR. 

L BX DET 的 , 若 tras AE ANE limni = r, limni = y. Bi rž 
3, 则 3 了 VENGz) EN G) UNV =Ø. WAM A E A E ASA, tr, 
CU. 男 一 方面 存在 Ay EF ADA, Hh EV. A 是 定向 集 , 故 3 ASA ASA, 
当 ASA mEUNVI AE. RZE ORE T: Bl WEE rye Xa 
尖 》, 对 于 任何 VE NG), VENG)UNVED. IR zowEUNV, 记 A= 
(UV) UEN G), VEN y)}. WEM UCU Vi CV, Bt, U2 VDU, 
Vid RUSS A 上 的 半 序 .显然 rua cu y FP RSL. FR 

定义 1 EX RAM ACA MRA, AV UEN (xz) AV AEA, 
存在 ASA 1iEU. 

定理 3 zEX 是 {zx,,4E 4A} 的 极限 点 当 且 仅 当 存在 {zi,4€ ANT A 
{aca yA EA 使 得 cer. 

VER 若 {xx,X EN) 是 {xz2,24EA) 的 子 网 并 且 rye. St FUE NDA 
AEA A reas WF Ao CA MEY A SAY tr CU. tH ACA o BR 
限 点 ， 

反之 , 若 z 是 (x,4€ 个 的 极限 点 . 我们 已 经 知道 N(x) 本 身 是 定向 集 ， 
IF EP UE NGO 2, EU. XB ASA). W A={CAW) ,U) ,UEN(Cr)). 
i UDV 并 且 AWAY) WE AW) USAW). 成 为 半 序 集 . 
并 且 由 极限 点 的 定义 , 和 是 定向 集 . 显然 二 zon 一 x. 丰 相应 于 A 的 子 定 

称 拓扑 空间 (X,r) PI FRE RAR. HIT E WEHI E A BÀ 


E A) ECU BD ,存在 有 限 子 族 (B,,1 Si <n) La El UB, DE). 

定理 4 设 (X,r) 是 拓扑 空间 ,ECX, 则 EE 是 紧 集 当 且 仅 当 中 任 一 网 
有 极限 点 在 EE 中 ， 

JER 设 紧 ,不 失 一 般 性 假定 EE 不 是 由 有 限 多 个 点 构成 的 . (aA E 
A) 是 上 中 任 一 网 .车 它 在 中 无 极限 点 , 即 对 于 每 个 x € EE, 存 在 UE N(xz) | 
Al a, © ASABE AE AD AL, EU, BRET UU, ER ,不 妨 设 ECUU,， 
每 个 U, 对 应 及 , 当 ) 之 入 时 ,局 ARBAB, MASA Si<n), 
Wii. € E GYR. 

MERE RY ETE EJEA B E A) (EE RRK RH X 
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对 任何 有 限 集 By G tAn EN UB, +£ Dn A= Ca, yA = (As, LIEL 


售 关 系 为 半 序 , 则 4 是 定向 集 .记忆 = EN ÚB, a € Fa Wira E A) dÈ 

E pA. E r ERRERA. Wh EH 3， 存在 了 了 网 wash EADY BCE 2 RUF 
ae © Bo, 网 3 Aya Se Ay HY re © BL AA A = (ov 其 中 基 个 
a, = HE Xa. €E Ba FEE K. 

定义 2 BX, D, O, ORE PREP SMe] ,映射 XY KAEN e E 
续 的 , 若 对 于 任何 nr W fird, RAEE X LEE SEX 
的 每 一 点 连续 . 

定理 5 设 f;X->Y EARS co STR SS Md CY, o YY 

G /在 一 点 ce X SEs ASCE TALA BENG), SOB =r, 
f(r EBIENGz). 

Gi) ff 在 XX 上 连续 当 且 仅 当 对 于 任何 BETT Er, 

证 明 现 证 0), 对 于 Gi 可 相仿 地 去 证 明 ， 

BM FAL VEN Cr) USS WIEN (Cr). HE ayer YD A, 使 得 当 
Zh HULME SEV HE PCr fr), 

RZ aa RBA Sods S a). HAVENS) ,但 SOV Pe 
NOx), BUM PAE A UE NC) av EU A PCr EV. 显然 fay UE N(2)} 
是 一 个 网 并 且 rur. (Bf Cay) f(a), 矛盾， 

定理 6 US X+Y AX LAE ECX ERE, WASE 
EVE Y 中 的 紧 集 ， 

证 明 ”对 于 SCE) ESF BLA 4 由 了 连续 ,定理 5 说 明 4， 
= SBO BEX PHBA SCE) CUB: 得 出 

EC FEH UB) = USB) = UA, 
ER. AMR UA D 已 ,从 而 

JEG fi Ua) = ÜS =UB, 
JEK. 

定义 3 RERTRRG EETRI KA-BAR E OJE 
F, GD A BEF MM ANBEF, Gii FAC F,ACB,W BEF. 

FEA-TEBE ASCH IFAM TE A BES ECES fiti 
#8 CCANB. 
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A ”对 于 拓扑 空间 (X,r) 和 任 一 点 zEX,N(z) 构 成 一 个 渗透 基 . GE 
义 以 了 为 内 点 的 任 一 集合 都 称 为 zx HAD RH BMS hid A Ww 
Cr) Wl (zxz) 是 一 个 渗透 

. 玉 的 渗透 是 上 的 一 个 集 族 , 若 一 个 渗透 不 能 真 包含 于 另 一 渗透 中 ,就 称 
此 渗透 是 极 大 渗透 . 由 Zorn 引 理 容易 得 到 每 个 渗透 必 包 含 在 某 个 极 大 渗透 
中 .同样 ,给 定 一 个 桨 透 基 多 。, 由 Fo 可 以 生成 一 个 渗透 F, 

F ={A,A BE Fao BCA 

定义 4 设 (X,z) 是 拓扑 空间 ,zEX, 多 是 上 的 一 个 渗透 , 称 收 
AF rE r AGRA NICH, 

根据 渗透 的 定义 第 Gi) 条 ,. 对 有 限 交 封闭 ,这 相当 于 说 YUE N(z)， 
3 ACH 使 得 ACU. 

PER OWT, F 是 上 的 渗透 ,xEE, 称 .多 KAE YU 
EN(1),I AEF ,ACU. 

显然 , 设 FS 是 收敛 于 xz HPE TDF, WF 也 收效 于 > 

i (ara AG ASEH TD SA (Xoo) PIAL. ih AS (21 ASa} aE A. 容易 验 
证 {4。,aE 4A}) 是 一 个 渗透 基 . 由 {4,,eE4)} 生 成 的 渗透 名 称 为 由 网 {xx,AE 
A} 确 定 的 渗透 .此 时 .x 一 x 当 且 仅 当 KAAF r. 

反之 ,车 纹 是 一 个 渗透 ,TE AEAU, 记 =xa;y 则 {za;AE 人 U) 是 网 . 实 
际 上 人 以 集合 包含 关系 为 半 序 集 ,并 且 为 定向 集 . 无 论 工 在 A 中 选择 如 何 ， 
U 收敛 于 z QAR BAL (ra, AC WIRE x, MES RR ACWW 
确定 的 定向 点 列 . 

总 之 ,在 拓扑 空间 中 ,网 收 伍 与 渗透 的 收 仇 是 一 致 的 . 许多 由 网 刻 划 的 命 
题 也 可 用 渗透 的 语言 来 刻 划 . 例如 

LXDE T: 空间 当 且 仅 当 X 中 的 每 个 渗透 收敛 于 唯一 极限 (如 果 收 
ARID. 

2 f;X>Y 是 在 六 上 连续 的 映射 当 和 且 仅 当 对 于 XX 中 的 每 个 渗透 K, E 
Be MIFE x WY 中 的 渗透 基 {f(4),AE 人 2U} 所 生成 的 渗透 收 合 于 f(a). 

这 里 的 {fC(4),AE 伯 ) 的 确 是 一 个 Y 中 的 渗透 基 ., 若是 到 上 的 , 则 它 
是 一 个 渗透 . 

定理 7 设 人 是 (X,r) 中 的 极 大 渗透 , 则 对 于 任 一 集合 ABA ACW 
要 么 A'E CU. 

证 明 考虑 ANX= ANB BEK) AMARE ANK MESA 
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TREO ,否则 有 BEK, ANB =D, LA BE WA NB: =Ø. At B N 
BEX, 
B,NB=XNAB NB =AUAINB NB, 
CAN B)U CA NB) =D 
FR. GOSECANGY Wh ANU 和 生成 的 渗透 将 是 真 包含 2 的 渗透 . 
由 Sr 的 极 大 性 这 不 可 能 ,从 而 AC a. 

此 定理 也 可 就 一 个 集合 下 的 渗透 来 叙述 . 实际 上 对 于 ECX, EN HR 
上 的 拓扑 ,后 者 是 前 者 的 拓扑 子 空间 ， 

定理 8 设 (X,7r) 是 拓扑 空间 , 则 CX,z) 紧 当 且 仅 当 X 上 的 每 个 引 大 渗 
透 都 收敛 . . 

证 明 4X08 BN MATEI AN E, — ARKAE EAA 
有 子 罗 收敛 . 子 网 定义 的 淆 透 基 其 所 生成 的 渗 透 包含 在 极 大 渗透 中 ,此 渗透 
是 收敛 的 从 而 极 大 渗透 本 身 收 黎 ， 

KZ% XPERIA ERA A} 忆 XX, 它 没有 任何 极限 点 . 
对 于 每 个 a E AEM A = (x, A> a}, Ml QA = D. 4 是 闭 集 ,因为 它 也 
没有 极限 点 . 由 {4。,a © A) 生成 的 极 大 渗透 记 为 2, 我 们 证 明 Z KUM, E 
则 假如 安 ' 收 伍 于 了 , 则 对 于 每 个 4., 若 zE4。. 时 4 是 并 的 领域 , 故 必 ASE 
a Witt O = A, Ale GO FIR. 

jX—- EPAPER TBA FCX ARG. 

定理 9 设 f:X~Y 是 到 上 的 映射 ,X,Y 是 任意 集合 , 若 久 是 X 上 的 
极 大 渗透 , 则 {/(4),AE 人 UU} 是 YY 上 的 极 大 渗透 . 

证 明 ERATE. E U= SA AEUR ERK MTE BW 
SBM BE ZNK i B= ST BONA AEK) ME PB) EW, 
BAG WU. CECB SRL BRB. UCZ, WY AEZ BANSA 
D, I vyE BN FCA), M LON EASE OEST Bod Mild PGI ELT 
BONAE ZB. BEBE AF AMG Z 是 极 大 渗透 . 

推论 设 红 是 自然 数 集 和 NN 上 的 极 大 渗透 , 则 对 于 每 个 有 办 序列 Co)， 
lima, He sy. 

证 明 W INSR, f M= an EN EAR ABIES (AD. AE 
ECS WIE BK BIR. Wh la, | <M. -M, MEER Me, he 8.lima, Hie 3X. 
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附录 2 独立 性 与 条 件 独立 性 


本 书 中 多 次 用 到 集合 族 或 函数 族 的 独立 性 概念 , 独立 性 是 概率 论 中 的 一 
个 基本 概念 . 这 里 将 对 几 个 问题 给 予 集 中 的 叙述 ,主要 是 独立 性 和 和 条件 独立 
性 ,Borel-Cantelli 引 理 , 条 件 期 望 在 独立 或 条 件 独立 情况 的 有 关 结 论 , 构 示 
BOR HY We Copy 的 方法 等 . 

EXI EOI PRR SH 

O 对 于 A,BES, 称 A,8 两 集合 (或 事件 ) 独 立 , 若 

PCA fN B) = PCA)P(B) a) 

Gi) HBB E SWF o REG BB, 独立 ,车 任何 ACB, 与 任 
fi] BEB ye. 

Citi) $F E (o), é (w) EELEE, POEH Con i (ak p ALY He 
BR ES, WN Go (E,) 0 CE, BL oo CE, ) or (6) RESP I EL 生成 
W o (E,W 0 (8) = (E7 CE) EFEX fy Borel 8), G=1,2). 

Civ) PAB HE CA AE A) (o FURBO (CH, AE AD, AY i BE (CE, 2E AD) 
两 两 独立 , 若 其 中 任意 两 个 焦 合 (两 全 (CR. PAA eR BD Te. 

(v) 称 集合 41,… AES HS t 


P(A) = Tea) (2) 
k=l 
其 中 m=2, gns aE (set on} si Ei 

Keo 代数 Bi BALI, AM Ef] A E Bie Ais An FLT 
ae. Be EE, AEIR HE 0 CE). 0 CE, FH SR Z. 

(vid FEAR A HE CAL AG AD Co ERORA 4) ,函数 族 (&,4E AD ALY. 
独立 , 若 其 中 任意 有 限 多 个 集合 (任意 有 限 多 个 o TOR, ERA PR eR ED HH 
互 独 立 . 

定理 1 设 (Q,5,P) 是 概率 空间 . 

MD 4m = {AM FET) ,rs 二 (4 让 ,iEJ) 是 王 的 两 个 子 集 族 ,x ,x 关于 
有 限 交 封闭 ( 称 之 为 + KRK re 独立 ( 即 x 中 任 一 集合 与 m PiE R 
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合 独立 ), 则 oC, 0 Cr, TATE. 

(2) 将 (1) 推 广 到 任意 多 个 子 集 族 和 相互 独 立 的 情况 结论 也 是 成 立 的 ， 
特别 地 , 若 { 多 ,XE 4} 是 任意 的 集合 类 的 族 ,每 个 类 多 ; 关于 有 限 交 封闭 (x 
R) MLB AE A 相互 独立 ,着 A ATCA ANAD, 

= 0B NE M) E, = 0 Bi,A€ Az) 
则 多 ) ,多 , 独立 ， 

证 明 1 i G={BEo(7,), P(ANB=PCAP(B).YV AE). HR 
设 mC, Mili (my) CoH). 我 们 证 明 o( 多 )= 多 , 即 多 本 身 是 e 代数 从 而 
由 多 的 定义 得 到 多 =c(xz). 

再 设 OP = {AE o(m,) PCAN B)=P(A)PCB).V BE oC) EY GE 
明 得 到 OC =el), HE, OF IE MBB) oGr,) oC, TRY. 

现在 证 明 多 是 ce 代数 ， 

AANDEL. E BES M B=AB, 

PCB NA)= PCO) AD\CB NAA) 
= P(A) -PENA 
= P(A) — P(B)P(A) 
= PCB PCA) 
OBES. E BBES.B NB. =O Mh 
P(B, U Ba) N A= PCB, A) AD + PCB, N AD 
= P(B,)P(A) + P(B) P(A) 
= P(B, UB) PCA) 
故 BU BE 名 ,这 对 于 有 限 并 也 是 真 的 . 
现在 设 B, E Z, BC Bnei M 


Pi (UB,) (VA) = PC Ü (B, NA) = lim P(B, (\ A) 


= limP(B,) P(A) = Pi UB, ) P(A) 
这 说 明 limB， CY. Bir. 
2 推广 到 有 限 多 个 的 情况 是 明显 的 . TES POT EH 
互 独立 性 是 建立 在 任意 有 限 多 个 相互 独立 的 基础 上 的 ARATE M RR i. 
定理 2 假定 X,Y 是 Banach 空间 . 
Gi) 设 和 :0 一 X 是 独立 R.V. Ji: XY 是 Borel 函数 (二 1,2), 则 
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JS) 0 一 1,2) 是 独立 R. V. 

GD 设 EOX ASK) HEME R. V. , f: X*—>Y g: XY 是 
Borel 函数 , 则 (63eg Eni) 是 独立 RV. ,其 中 XX:,X”~* 是 乘 
积 空间 . 

证 明 EF UDG SICH (BIH BS AH 
FE X.Y 中 的 Borel a RM AVG EA) 的 独立 性 导致 所 要 的 结论 ， 

对 于 Gi) 也 一 样 ,二 者 都 是 定理 1 的 推论 . 

由 定理 2 可 以 知道 , 若 £f: 是 取 值 于 Banach 空间 六 的 R.V. ,并 且 两 者 
hee Wal dé akaz, é de, I é eo < p a oo 独立 ,rr e), 
ED (rt EX") YW. HE nS 1) 相互 独立 , 则 名 Dak, 独立 . 

en 


定理 3 iE: O-R GNX 分 别 是 定义 在 概率 空间 (2,3,P) 上 的 实 函 
SA A £E. 独立 并 且 7,87 可 积 , 则 
Eéy = ESET (3) 
证 明 ” 先 证 必要 性 .对 于 ,7 都 是 实 值 并 且 都 是 简单 函数 的 情况 ,例如 
f= Sara,» UA = 0, A; [| Ar = D. 1 天 有 


i=] 


1= ÑX bts B=, BN B= Ø j+ 
j=] m 


这 里 ab ER. 容易 得 到 
E= E Dab jane, = J ab, PCA N B) 
iy ij 


= Sab, PIADP(B,) =( Jaran) (27OPC 


= EEE}. 
上 述 有 限 和 也 可 推广 到 无 穷 和 , 即 定理 的 结论 对 取 可 数值 的 函数 是 成 立 的 ， 
在 &,7,87 都 是 可 积 的 一 般 情况 下 , 取 实 数 族 a (co Soo, Ia 


co) 满足 al <al?,. lim af? =— co, lim af? = +003f EL limsup Cal? — al”) 
jee impo neo i 
=0. 到 


; al 
AP = (ora LEL ah E = 2 aida 


i=- 


， NS Cn) 
BO = (o,a Ly ah = aj" kam 


jee 


H £y 独立 知道 A. BO AE. th £, 独立 ,由 上 面 的 论证 
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E, = E&,E, 5 
4 n> 即 得 出 Kéy= FEED. 

对 于 为 实 值 R.V. ,7 为 向 量 值 R.V. OTOL, AB E a BS 
RV. 这 里 x' EX' 是 X 上 的 连续 线性 汉 耳 .由 定理 2 及 其 后 面 的 说 明 , 与 
"7 独立 ,于 是 

rEéy = Eĝr* q = EEr’n = E€r* (En) 
"是 任意 的 ,得 出 E&y= EEE. 
定理 4 mer 是 概率 空间 (0Q,35,P) 上 的 RV. SCE o 代数 .# 
Wy ALE EL é Ay o@ FE Wry CB 0 (49 @ 独立 ), 则 
ECE|B@) = Es (4) 

证 明 FER PCAN BI=PCADPCR) 当 且 仅 当 EXsXs 二 EXaEXs. 现在 对 

于 任何 46E .分 , 由 条 件 期 户 宪 义 和 独 立 性 
| EG@|AdP = | EdP = Eéxa = E&EX, = | (Eté)dP 


为 了 更 明确 也 可 先 对 简单 函数 运用 此 式 , 然 后 转 到 -一 般 情况 . 总 之 (4) 成 江 . 
在 下 面 定理 中 记 4,,i,0 二 limsupA, =O U Ay 称 之 为 有 无 穷 多 个 4 
出 现 的 事件 (集合 ). 
定理 5 (Borel-Cantelli 引 理 )” 设 (0,S,P) 是 概率 空间 ， 


(i) Asn CE, HPA < 048) PCA, 6150) = 0, 


n= | 


Gi) 著 A, 两 两 独立 ri SIPC, ) = 00, hl) P(A,,7,0) = 1. 


a=] 


证 明 易 知 对 于 任何 n, A,,7,0 CUA» 于 是 PAi) < 
P( UA) < > PAD > 0 (n+ 00) RG. 
kizn 


kn 


为 了 得 到 (iD , 设 》) PCA) = co, 对 于 Y m Sn, te 
n= 
1— Pi ÜA) = PUA AD = PCA PAD) 


= (1 — P(A.) d — P(A,)) 


m 


KoE,  Ata<ee>-D 


对 于 每 个 固定 的 x, X PA) = co, 从 而 


ian 
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Pi ÜA) = limP( UA) =1, 
于 是 
P(A,si,0) = P( A yA) = limP ( UA) =]. 


IFR. V. FICE 1) KT = Noi k Bn) ECE, > 1) AYE 
o 代数 . . 
定理 6 (Kolmogorov 0-1 率 ) 4 (Erm >1) 是 相互 独立 的 R.V. 序列 ， 
T 是 相应 的 尾 o 代数, 则 对 于 每 个 4E .六 ,或 者 PC4)=0 或 者 PA=. 
证 明 由 于 名 相互 独立 ,因此 由 定理 1, 对 于 每 个 Pa( 旬 ) 与 (8, ken 
十 1) 是 相互 独立 的 ,但 Cos ken +1), BELL 0 CE) GF” 独立 ,同样 由 定 
M17 5 olola) =o, m1) MOL. (1 7 Colé, n21) ,所 以 对 于 
每 个 AET,A4 AIM 
P(A) = P(A Q A) = PCA)? 
故 PCA) =0 或 1， 
定义 2 设 N, S MDRERS H, SSB e ST e 代数 , 称 A, 
B, 关于 B 是 条 件 独立 的 ,车 对 于 任何 ACB, BED, 
E Xalal B) = Ea BDE Xs |B) a.e. (5) 
KOS. PEW RV. 6.8 SF o RMA RPM. OE) aED T 
B 条 件 独立 . 
命题 D 车 ,7 可 积 ,# 为 实 值 ,7 为 实 值 或 向 量 值 并 生 ,7 关于 oa 代 
数 多 条 件 独立 , 则 
E(éq|B) = EELDE GIH) (6) 
(2) 设 BB SWE o RHF B WY BH BGR BD WK 6 
代数 , 则 B,, Bo 关于 B 条件 独立 . 
证 明 ro (6) 的 证 明 可 以 归结 为 4,7 为 简单 耳 数 的 情况 . 没 E = 
Mata sn = Dau ra € Roa; € XA € o), B, € oC). HIN A 


E(Eq| B= E| X ax;Xa Xs 12) 
iej 
= SaiziE Xa Xs 2) 
iaj 
= Maxi Es, DE Xu 1B) 
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= ( aks, D) SEO, |) 


= EE ADE GB) 
2 MFR ACS, BEB, RAR BCA, WH FE] eE B eNA 
EB MeN AS BY. 


| Eal BdP = f Xa Xud P = EXan Xe 
= E%in Ey = Pf XudP = P| El BaP 


= | PO(B)ECXA lB)dP = | EUa DEU | BaP 


Ra PRAY BEA, MBAS BWM EX =E= PB). 
定理 7 KO, E PRBS, A, B, B, RIF o LEME 
条 件 等 价 ， 
D BB, RT BRR. 
Gi) 对 于 任何 A, 可 测 的 可 积 函 数 有 


EIZ NV B) = EED). (7) 
GID 对 于 任何 多, TY We Gy TY ww BH E 


EIB N By) = EEF). (8) 
证 明 ”只 须 证 明 (i) 与 (ii) 等 价 ， 
>i) AAR Z, 可 测 的 简单 函数 证 明之 , 由 条 件 期 望 算 子 的 线 
性 这 又 归结 为 对 于 任何 AEB, 
Eal BN Ba) = EXB). (9) 
Wie sh, BBY eC BER MIN MN FY BEB e NBE BN SHH E 
VB. 中 元 素 都 可 写成 此 种 形式 , 又 


| E ZV BdP = Fin Xd? = | xnedz 
= | Etana, BaP 
= (EIDE Quq, DAP 由 条 件 独立 性 
= [Ep EuD dP 


= [EaD =| EC BaP 
d z Ba 
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于 是 (9) 成 立 . 
GDS MEP ACL, BER, Xs 关于 BV B, WM, HO) 
E(XaXe|B)= ECE Xa Xl BN BINA) 
= E (XE Xa 4% VY BDB 
= EXE KNA A 
= E Xa BDE X| D). 
(5) 成 立 . 
定理 8 B 及 = (fi,n 之 0) 是 一 列 实 值 或 向 量 值 灿 (fio=0). fa 与 递增 
F o RIC Basn >DE df= (dfinyn 之 1) EMMIS. 若 A= 


N Bo RSD RATES o 代数 族 ,mw 是 单调 递增 自然 数 序列 , 则 下 列 函 
数 序列 dF 是 适应 于 o 代数 序列 (Brn >D 的 拷 差 序列 (假定 六 =0). . 
AP = (df nye sd fi sd fns dfn, dfn) 
By = Bry By = By y+ By) = Bry 11 
By, = By N Bay Bn dni = Bry V Bani» 
By em = Br V Bu, V Bopen 
证 明 RAGER TE ARE RIJS, 
Edfu Bin, Vow V Bici, V Bua) = 0. 
注意 df 是 关于 Ay TM Sj CH... 由 定理 条 件 BI Bio GARIA, 
从 而 df Bi, VB, VV Biim 独立. R Buy CB. tH AGL 12), 
Bio Bin NON Brim AT Bry PTA SL. 现在 df EKF Be FT A 
的 函数 , 故 由 定理 TG), 
EldfylB NN Bory, V Bu) 
O = E(dfy By) =0 ae 
故 定理 结论 成 立 . 
最 后 让 我 们 转 到 随机 变量 的 独立 Copy 与 蒜 的 独立 Copy 的 构造 方法 . 
两 个 随机 变量 $,7:02 一 X, 其 中 X 是 Banach 空间 , 称 一 个 是 另 一 个 的 
Copy, 若 对 于 X 中 的 任何 Borel $ B, 
Plow, lw) € B) = Plw,7(w) € B) 
换 句 话 说 二 者 有 相同 的 分 布 ,对 于 随机 变量 序列 Ea DAO nS D 
6,10, 和 六 ,0 > XX, 在 概率 空间 (0., 马 ,P,) 上 定义 ,考虑 乘积 概率 空间 
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(AEP) ,其 中 下 一 [|] 0.,3= 于 3 一 [IPAMERI E : 尔 乘 积 , 此 


i=] 


时 w= Carwr) YO Piz, UFRR sX 中 的 任何 “ 柱 形 "Borel 集 
B=B XB, X XB, XXX e. # 

Piw, E, Con 21) E B) = Plo, plodna 21) E B) 
则 称 CE, 2221) 是 hon >1) 的 Copy. 

对 于 实 值 R.V. 650.6 PREM RV. Boh, IEP i, 
-g FPR MOLI E SE HOS). RREGOP Li 
ELAS n AER ZEA EY TS IR EAB EF o= Cay oe 0, ED S 

E(w) = £ Co) (Ii) 
G a€R, Ml , 
{ww) a= R, X e XR X (0,8; (w;) La} X 

l K Ra XXN, 

所 以 
P(w.E(w) <a) = Pa, ,€ (a) <a) = PE <a) 
所 以 吉 与 名 同 分 布 1 所; 过 n)， 另 一 方面 ,由 Fubini 定理 
PE, Laes, <a) = jire <a) = [īre < a;) 


所 以 Be, a HARAI. 

F Eoi, EA — AMULEK E WERA T n Aiei y FI 
annie, 完全 类 似 的 方法 可 以 构造 出 一 个 独立 同 分 布 的 R.V. 序列 . 

对 于 向 量 值 R.V. a 

现在 考虑 一 个 对 f=), 它 与 递增 o ROTI Brna. HL 
EAE n, PERRERA RV. FEM fat Fi = Sn) ,相应 的 < 
KEG (Ba ney. 容易 知道 A 都 是 与 卫 同 分 布 的 ,其 次 S MER, E 
(df mn | Bor) = ECdf | By = 05 ae. 另外 ,采用 乘积 a 代数, 则 Zo Ao 


相互 独立 , HE, Bio. = V Buti J Fin = V Bn. 其 至 {多 4, 有 之 1) 相 


互 独立 . 特别 地 ,fi 二 Sond QD 是 相互 独立 的 黄 ， ft 是 的 独立 奖 分 布 
Copy. 
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